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معادلات دیفرانسیل کسری  جواب برخی مسائل مقدار مرزی شامل
 غیرخطی

 
‌،‌مجتبی‌سجادمنش*حجت‌افشاری

 دانشگاه‌بناب

‌99/92/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌91/99/16دریافت‌‌‌

 چکیده
برای‌های‌مثبت‌جواب‌فردی‌هب‌عملگرهای‌یکنوای‌مرکب‌و‌نقاط‌ثابت‌آنها،‌وجود‌و‌منحصر‌در‌این‌مقاله،‌با‌استفاده‌از

‌‌.کنیمبررسی‌می‌را‌زیر‌خطیله‌مقدار‌مرزی‌کسری‌غیرئدو‌مس

   
                          

                                                

                                                        (9)  

‌و

   
                                       

                                                                   (2)  

   که‌در‌آن‌
‌.است‌‌αۀلیوویل‌از‌مرتب-مشتق‌کسری‌ریمان‌ 

‌.ثابت‌‌نقطه‌‌ۀقضی‌ ‌لیوویل،‌-ریمان‌‌کسری‌مشتق ‌کسری،‌‌مرتبه‌‌دیفرانسیل‌‌معادلات ،‌مرزی‌‌مقدار‌‌مسائل:‌های کلیدیواژه

 
 مقدمه

‌مرتب‌سال‌در ‌معادلات‌دیفرانسیل ‌اخیر ‌از‌‌ۀهای ‌بسیاری ‌توجه ‌کاربردی‌مورد ‌هم ‌لحاظ‌نظری‌و ‌از کسری‌هم

‌است ‌گرفته ‌قرار ‌ریاضی ‌محققان ‌می. ‌کاربردها ‌جمله ‌از ‌مکانیک، ‌فیزیک، ‌در ‌کاربرد ‌به ‌مهندسی،‌توان شیمی،

شناسی،‌اقتصاد،‌نظریه‌کنترل،‌سیگنال‌و‌پردازش‌تصویر،‌بیوفیزیک،‌پدیده‌جریان‌خون‌و‌آیرودینامیک‌و‌غیره‌‌زیست

‌.]3[‌،]2 [،]9[اشاره‌کرد‌

‌ ‌‌بهعملگرهای‌یکنوای‌مرکب‌اولین‌بار ‌لاکشمیکانتاموسیلۀ ‌و ‌معرفی‌شدند‌]4 [9گوو ‌م. ‌آنها زیادی‌‌لفانؤپس‌از

‌زمینه‌عملگرهای‌مذکور ‌در ‌تنها ‌نه ‌نتایج‌مهمی‌را ‌و ‌بررسی‌کرده ‌فضاهای‌باناخ ‌در ‌کاربردهای‌‌را های‌تئوری‌بلکه

‌.‌دست‌آوردندشناسی،‌شیمی،‌تکنولوژی‌و‌غیره‌به‌وسیعی‌از‌آن‌را‌در‌زمینه‌مهندسی،‌زیست

ی‌غیرخطی‌له‌مقدار‌مرزی‌کسرئهای‌مثبت‌مسفردی‌جواب‌هوجود‌و‌منحصرب‌،]5 [خو‌و‌همکارانش‌2116در‌سال‌

‌ .ندبررسی‌کردزیر‌را‌

   
                                       

                         

                                                           
‌‌‌‌‌‌‌hojat.afshari@yahoo.comنویسنده مسئول*

1. D. Guo, V. Lakshmikantham 
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   که‌در‌آن‌
‌.لیوویل‌است-مشتق‌ریمان‌ 

فرد‌برای‌معادلات‌دیفرانسیل‌‌هب‌هایی‌مثبت‌و‌منحصرجوابکاربردن‌نتایج‌نقطه‌ثابت،‌لفان‌با‌بهؤم‌]6 [چنین‌درهم

‌.آوردنددست‌کسری‌غیرخطی‌به

‌.اثبات‌کرد‌‌]9 [ای‌از‌عملگرهای‌یکنوای‌مرکب‌را‌برخی‌نتایج‌روی‌دسته‌9،‌خین‌شینگ‌دو2194در‌سال‌

‌قضیه ‌کاربرد ‌این‌مقاله ‌بهدر ‌نتیجه ‌ثابت‌و ‌های‌نقطه ‌برای‌به‌وسیلۀ‌بهدست‌آمده دست‌آوردن‌خین‌شینگ‌را

چنین‌با‌استفاده‌از‌‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌دارای‌شرایط‌مقدار‌مرزی،‌بررسی‌و‌هم‌فرد‌منحصربههای‌مثبت‌و‌جواب

‌نتایج‌به ‌نقاط‌ثابت‌آنها، ‌برای‌مسعملگرهای‌یکنوای‌مرکب‌و ‌خو‌و‌همکارانش‌را ‌از ‌مرزی‌هئلدست‌آمده های‌مقدار

‌.کنیم‌بررسی‌می،‌ از‌فضای‌باناخ‌‌‌ در‌مخروط‌(‌2)و‌(‌9)کسری‌غیر‌خطی‌

‌

 ف و مفاهیم مقدماتیتعاری
‌یک‌فضای‌باناخ‌باشد‌       فرض‌کنید‌.‌9تعریف یک‌مخروط‌است‌‌   مجموعه‌غیرتهی،‌محدب‌و‌بسته‌.

‌:‌کهدرصورتی

𝜆و‌     اگر(‌آ‌‌ ‌.    𝜆،‌آنگاه‌‌  

‌.   ،‌آنگاه‌‌    و‌     اگر‌(‌ب‌

 .است‌ عنصر‌صفر‌‌ که‌در‌آن‌

‌ مخروط‌گاه‌‌ایجاب‌کند،‌آن‌    ازای‌یک‌عدد‌ثابت‌را‌به‌         رابطه‌‌     اگر‌نامساوی‌

‌.شودجامد‌نامیده‌می‌ گاه،‌‌ناتهی‌باشد،‌آن‌ نرمال‌و‌اگر‌درون‌

صورت‌‌دینب‌ طور‌جزئی‌مرتب‌با‌رابطه‌ترتیب‌جزئی‌یک‌مخروط‌به‌   و‌‌باشدیک‌فضای‌باناخ‌‌ فرض‌کنید‌

‌:باشد

‌.‌      فقط‌و‌فقط‌اگر‌‌‌   

λبه‌این‌معنی‌است‌که‌‌    ۀرابط        برای‌هر‌ 𝜇و‌‌   .‌ 𝜆    𝜇که‌‌طوریوجود‌دارد‌به‌  

‌‌به ‌رابط‌ وضوح ‌است‌هم‌ۀیک ‌ارزی ‌‌به. ‌مجموعه   ازای ‌به‌  ، ‌‌را نمایش‌‌              صورت

𝜆ازای‌هر‌‌محدب‌است‌و‌به‌    توان‌مشاهده‌کرد‌که‌آسانی‌می‌به.‌دهیم‌می   ‌،𝜆     .‌

همگن‌نامیده‌‌،‌زیر     گاه‌عملگر‌‌،‌آن           ،‌   و‌‌       ازای‌هر‌‌اگر‌به.‌2تعریف‌

‌‌.شود‌مقعر‌نامیده‌می-‌α     ،گاه،‌‌،‌آن            ،‌   و‌‌       ‌ازای‌هر‌شود‌و‌اگر‌بهمی

رابطه‌این‌(‌     )  و‌هر‌        که‌برای‌هر‌طوری‌ه،‌موجود‌باشد‌ب        اگر‌تابع‌مثبت‌.‌3تعریف‌

‌:‌برقرار‌است

      
 

 
                          

 .یمیمحدب‌گو‌-را‌یک‌عملگر‌مقعر‌              گاه‌‌آن

.‌محدب‌است‌-مقعر ،‌عملگر‌یکنوای‌مرکب‌و‌              یک‌مخروط‌نرمال،‌ فرض‌کنید‌‌،[9].‌‌9ۀقضی

،‌روابط‌زیر‌برقرار‌       کافی‌کوچک‌و‌ۀانداز‌،‌به       با‌انتخاب‌(.‌     )         چنین‌‌هم

‌.هستند
                                                           
1. X. Du 
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‌آن‌ ‌در ‌‌               که ‌                         و ‌این‌صورت‌. یک‌نقطه‌‌ در

‌های‌متوالیعلاوه،‌با‌تشکیل‌دنبالهبه.‌دارد‌  در‌‌  فرد‌‌هب‌ثابت‌منحصر

و‌‌                                                 

‌:،‌داریمزمانی که     ،‌          ازای‌مقادیر‌اولیه‌به

                                                                          (3)  

‌:شودصورت‌تعریف‌می‌دینب‌‌         برای‌تابع‌‌،   ‌ۀلیوویل‌از‌مرتب‌-انتگرال‌ریمان.‌4تعریف

   
      

 

    
                
 

 

 

‌.موجود‌باشدمذکور‌شرطی‌که‌انتگرال‌به

‌5تعریف‌‌ ‌مرتب‌-مشتق‌کسری‌ریمان. ‌‌،       ‌ۀلیوویل‌از ‌         برای‌تابع صورت‌‌دینب‌

‌:شودتعریف‌می

   
      

 

      
 
 

  
                    

 

 

 

              Γکه‌در‌آن‌
 

 
‌.]1 [،]8[که‌حاصل‌انتگرال‌موجود‌باشد‌‌مشروط‌بر‌این‌‌،

‌‌:]1 [استروابط‌برقرار‌این‌صورت‌ایندر.‌‌     و‌‌        فرض‌کنید‌.‌‌9لم

   
    

         
         

‌و

   
    

         
       

         
   , 

‌(.           )‌        و     که‌

 

 اصلی نتایج

ϵازای‌‌چنین‌بههم.‌   و‌‌         فرض‌کنید‌   ‌،                ،‌

‌:دهیمبا‌نرم‌سوپریمم‌باشد،‌قرار‌می‌           فضای‌باناخ‌توابع‌پیوسته‌حقیقی‌مقدار‌روی‌‌

                                                        ‌‌(4‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌.یک‌مخروط‌نرمال‌است‌ در‌این‌صورت‌‌

‌صورت‌معادله‌دراین.‌                 و      ‌                 ،فرض‌کنید‌.‌2لم‌

   
                                          

یک‌جواب‌معادله‌انتگرال‌کسری‌زیر‌‌  دارد‌فقط‌و‌فقط‌اگر‌‌  جوابی‌مانند‌‌             با‌شرط‌مرزی‌

‌.باشد

                                     
 

 

 

‌که‌در‌آن
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     (5)  

‌با‌توجه‌به.‌برهان  

   
                                  

‌توان‌مشاهده‌کرد‌که‌و‌شرط‌مرزی‌به‌آسانی‌می

          
        

                        

‌بنابراین

           
     

        

    
                          

 

 

 

‌نتیجه‌در

           
     

        

    
                          

 

 

 

‌و

           
     

        

    
                          

 

 

 

‌و‌داریم‌             ،‌(9)با‌توجه‌به‌

       
    

         
 

        

    
                         

 

 

 

 
    

         
 

        

    
                         

 

 

 

  
        

    
                                                          

 

 

 

 

 

‌.کندو‌این‌اثبات‌را‌کامل‌می‌

یک‌تابع‌پیوسته،‌صعودی‌                               و‌‌باشدثابت‌‌     اگر‌.‌‌2ۀقضی

‌‌                 ازای‌‌لفه‌چهارم‌بهؤسوم‌و‌نزولی‌نسبت‌به‌مۀ‌لفؤنسبت‌به‌م وجود‌        باشد‌و

‌،        چنین‌برای‌هم.‌             𝜑که‌‌طوریداشته‌باشد‌به

              
 

 
              𝜑                             , 

‌،        و‌برای‌

                        

‌،                 طوری‌که‌برای‌به‌       ،به‌علاوه،‌

                 

                                           
 

 
        

                                           
 

 
        

‌و
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                          𝜑          
 

 
  . 

 هایبه‌علاوه،‌برای‌دنباله.‌دارد(‌4)‌ۀرابط‌ فرد‌در‌مخروط‌‌هب‌،‌جواب‌منحصر(9)له‌ئگاه‌مس‌آن

                                     
 

 

 

                                     
 

 

 

‌.است‌    و‌‌‌    های‌حد‌دنباله‌  که‌در‌آن‌(.‌    )‌‌                   :‌داریم

‌.با‌معادله‌انتگرال‌زیرمعادل‌است(‌9)له‌ئ،‌مس2کارگیری‌لم‌‌هبا‌ب‌.برهان

                                     
 

 

 

‌.است(‌5)همان‌‌رابطه‌داده‌شده‌در‌‌      که‌در‌آن‌

‌،       ازای‌‌که‌به‌،‌از‌این       و‌‌‌       های‌‌و‌تعریف‌دنباله‌ به‌خواص‌تابع‌‌ با‌توجه

‌‌       های‌علاوه‌دنبالهو‌به‌           ‌ ترتیب،‌صعودی‌از‌بالا‌کراندار‌و‌نزولی‌از‌پایین‌‌،‌به       و‌

‌.هستند‌  ثابتی‌مانند‌‌های‌مذکور‌همگرا‌به‌نقطهکراندار‌از‌اعداد‌حقیقی‌هستند،‌دنباله

‌.کنیمصورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب         عملگر‌

                                                    
 

 

 

‌است،‌از‌طرف‌دیگر‌‌ روی‌‌ و‌نزولی‌بر‌حسب‌‌ صعودی‌برحسب‌‌ توان‌مشاهده‌کرد‌که‌عملگر‌به‌آسانی‌می‌‌

‌طوری‌موجود‌است‌که‌‌             𝜑،‌تابع‌       و‌                 برای‌

           
 

 
                               

 

 
          

 

 

 

     𝜑                                          
 

 

 

                            𝜑                              

‌این‌کند،صدق‌می 9در‌همه‌شرایط‌قضیه   بنابراین‌ که‌‌دارد‌طوری‌       فرد‌‌هب‌جواب‌مثبت‌منحصر‌  رو،‌از

‌.کنداین‌اثبات‌را‌کامل‌می‌            

‌.کنیمرا‌بررسی‌می‌(6)فردی‌جواب‌مثبت‌معادله‌دیفرانسیل‌کسری‌‌هب‌منحصر‌در‌ادامه‌وجود‌و

   
                                                            ‌(6)  

‌شرایط‌این‌با‌‌

                                   

   که‌در‌آن‌‌
‌را‌با‌نرم‌زیر‌در‌     سته‌روی‌پیو‌فضای‌باناخ‌توابع.‌است‌αلیوویل‌از‌مرتبه‌‌-مشتق‌کسری‌ریمان‌ 

‌.نظر‌بگیرید

                      

‌:فرض‌کنید

                                                           (9)  
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نامنفی‌‌چنین‌تابع‌پیوستهوضوح‌برقرار‌است‌هم‌هب‌9در‌تعریف‌(‌آ)زیرا‌بند‌.‌یک‌مخروط‌نرمال‌است‌ صورت‌در‌این

‌.تعریف‌مذکور‌نیز‌صادق‌است(‌2)بند‌‌رو،‌از‌اینکه‌منفی‌برابر‌آن‌نیز‌نامنفی‌باشد‌برابر‌با‌تابع‌ثابت‌صفر‌است،‌

‌.را‌داریم‌4و‌‌3های‌لم‌‌]1 [در‌مرجع‌‌

‌فرد‌معادله‌دیفرانسیل‌‌هب‌جواب‌منحصر.‌     و‌‌        فرض‌کنید‌.‌‌3لم‌

   
                                       ‌‌(8‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌که‌در‌آن

                                                                  ‌‌‌(1)  

‌:‌صورت‌است‌دینب‌

                        
 

 

 

‌که‌در‌آن‌

(91)‌

       

 
 
 

 
 
                                        

    
                     

                               

    
                                

       

‌.شودرابطه‌داده‌میاین‌با‌(‌8)-(1)فرد‌‌هب‌منحصر‌صورت‌جواب،‌در‌این           ‌اگر

               
 

      
           

 

 

 

‌:خواص‌استاین‌دارای‌(‌91)تعریف‌شده‌در‌‌      تابع‌.‌4لم

‌.پیوسته‌است‌      تابع‌‌          و‌به‌ازای‌هر‌‌        (‌الف

(‌ب
             

    
           

       

    
‌که‌در‌آن‌‌

                                                        
لفه‌دوم‌و‌نزولی‌ؤنسبت‌به‌م تابع‌پیوسته،‌صعودی‌                      فرض‌کنید‌.‌‌3ۀقضی

‌که‌طوریوجود‌دارد‌به‌       𝜑لفه‌سوم‌باشد‌و‌تابع‌ؤنسبت‌به‌م

          
 

 
           𝜑                              (99)  

‌       ،    ازای‌هر‌‌طوری‌که‌بهوجود‌دارند‌به‌       چنین،‌هم

             

                                  
 

 

 

                                   
 

 

 

‌و

                 
    

 𝜑          
 

 
    

‌های‌به‌علاوه‌برای‌دنباله.‌دارد‌ فردی‌در‌‌هب‌جواب‌منحصر(‌1)با‌شرط‌مرزی‌(‌8)‌ۀلئصورت‌مسدر‌این‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌955معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی جواب‌برخی‌مسائل‌مقدار‌مرزی‌شامل

                                
 

 

 

                                
 

 

 

‌.است‌    و‌‌‌    های‌حد‌دنباله‌  که‌در‌آن‌.‌                    :‌داریم

‌.با‌معادله‌انتگرال‌زیرمعادل‌است(‌8)‌-(1)له‌ئ،‌‌مس3کارگیری‌لم‌‌هبا‌ب.‌برهان

                                  
 

 

 

‌.است(‌99)همان‌‌رابطه‌داده‌شده‌در‌‌      که‌د‌رآن‌‌

کراندار‌و‌نزولی‌از‌پایین‌کراندار‌از‌اعداد‌‌ترتیب،‌صعودی‌از‌بالا‌،‌به       و‌‌‌       های‌که‌دنباله‌با‌توجه‌به‌این

‌.ندهست‌  ثابتی‌مانند‌‌های‌مذکور‌همگرا‌به‌نقطهحقیقی‌هستند،‌دنباله

‌.کنیمصورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب‌       عملگر‌

                                         
 

 

 

‌ توان‌مشاهده‌کرد‌که‌عملگر‌به‌آسانی‌می.‌        فقط‌و‌فقط‌اگر‌‌استله‌ئجوابی‌برای‌مس‌ صورت‌در‌این

‌از‌طرف‌دیگر‌.‌است‌ روی‌‌ و‌نزولی‌بر‌حسب‌‌ صعودی‌برحسب‌

‌طوری‌موجود‌است‌که‌‌               𝜑         تابع‌‌        و‌‌        برای‌

         
 

 
                          

 

 
        

 

 

 

     𝜑                                    
 

 

 

                            𝜑                          
که‌‌طوریدارد‌به‌       فرد‌‌هب‌جواب‌مثبت‌منحصر‌  رو،‌از‌اینکند،‌صدق‌می‌9در‌همه‌شرایط‌قضیه‌   بنابراین‌

 .کنداین‌اثبات‌را‌کامل‌می‌            

 معادله‌دیفرانسیل‌کسری.‌مثال

   

 

                   
 

  
     ‌(92‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)  

 .نظر‌بگیرید‌در‌(93)را‌با‌شرایط‌

                         ‌(93‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)  

‌:داریم‌4به‌لم‌با‌توجه‌.‌مشخص‌می‌شود(‌99)له‌با‌رابطه‌ئتابع‌گرین‌این‌مس

   
       

                 
 

 

 

   
       

               
 

 

 

‌:فرض‌کنید
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311تابستان،‌2،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌951
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

𝜑          
       
        

   

 :دهیمقرار‌می

𝜑             
    

𝜑           

‌برقرار‌است‌زیرا(‌99)‌ۀوضوح‌رابط‌هب

          
 

 
             

 

  
       

 

  
               

‌:داریم‌       با‌انتخاب‌

                                
‌از‌طرف‌دیگر.‌     بنابراین‌‌

                                         
 

 

 

 

 

‌:آوریممیدست‌به(‌92)که‌با‌استفاده‌از‌روابط‌‌

                                           
9

1
 

                                            
9

1
 

‌چنین‌هم

                 
    

 𝜑          
 

 
    

 .دارد‌          فردی‌در‌‌هب‌جواب‌منحصر(‌‌93)با‌شرایط‌مرزی‌(‌‌92)ه‌ئلمس‌‌‌3ۀصورت‌طبق‌قضیدر‌این‌
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