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 چکیده
 تعریفرنگپژوهشایندر نگاشتآمیزیگرافبه و ارکانتعریفرنگزیمپردامیهایرنگیها تشریح با پذیریو

نگاشت بهتوضیحشرایطبرقراریآنها زمینبرایها در میآمیزیگرافرنگۀاستفاده لمیمپردازها و بیانقضایا با هایو

نشانمیرویگرافعملکردآنهاۀنحو،متعدد چنینبابیانتعریفچندنوعگرافوعددرنگیمنسوببههم.یمدههارا

n+3عددرنگییمداهمیدرادامهنشان.کنیمهاتبیینواثباتمیایننگاشتۀوسیلرنگیمربوطبههرگرافبهآنها،عدد

هاداردرنگیگرافزیادیباعددپذیرانطباقهایرنگبراینگاشت اینشود،چنینبهاینسوالپاسخدادهمیهم. کهآیا

هاتواناییکافیبرایرنگآمیزیهرنوعگرافرادارند؟نگاشت

 

آمیزیگراف،عددرنگیپذیر،پوششنقطهای،رنگنگاشترنگ: کلیدی های هواژ



 مقدمه
عملکرداینۀپذیروتبیینشرایطونحوهایرنگنگاشتوسیلۀبهآمیزییکگرافبررسیرنگپژوهشهدفاین

رویگرافنگاشت ها استهایشناختهشده بیانتعریفرنگ. با ابتدا نگاشتپذیریگرافدر و بههایرنگها پذیر

پرداختهمی شودتحلیلارکانآنها . ادامهبا دستآوردنعددرنگیگرافبهدر نشاندادهایننگاشتوسیلۀبهها ها

.شودآمیزیمیهاباعددرنگیمشخصرنگیکیازایننگاشتوسیلۀبهشودکههرگرافمی

-kپذیرگوینددرصورتیکهبتوانهریکاز،رنگرنگ-kراباGطوقهباشد،یکگرافبیGاگرگراف.3 تعریف

.،همرنگنباشندکههیچدوراسمجاورطوریداد،بههایآنتخصیصراسرنگرابهیکیاز

پذیرگوینداگرپوششبستهرنگ،رنگ- kرابا f.نگاشتبدوننقطهثابتباشد f : X → Xکنیدفرض .2 تعریف

 هرطورمشابهبراییابه.نباشند{x ،f(x)}هاشاملجفت Ciکهطوریداشتهباشد،بهوجود   ،   ،     

.برقرارباشدCi ∩ f(Ci=)∅رابطه ، ، ،   

اهمیتنگاشتوسیلۀبهآمیزیدررنگ،2و1باتوجهبهدوتعریف نوعفضاوپوششمعرفیشدهرویآنها ها

آمیزیشودتغییریدرروندرنگهانوعفضاییکهگرافرویآنتعریفمیآمیزیگرافجاکهدررنگازآن.دزیادیدار

آمیزیراسیفضاهایهاسدورفکاراییبیشوچوندررنگکندایجادنمی اینتریدارند، همرو،از ابتدا فضاهاۀاز

اینیازبهاستفادهازنوعخاصیازفضایباشددرابتدایقضیهبهآناگردرقضیه.شوندهاسدورفدرنظرگرفتهمی

 .شودمیاشاره

تعریف بردن کار به برای مهم بسیار ر2نکته استنگدر آن پوششبرای نوع انتخاب آمیزییکگراف در.

توانپوششرابراینقاطهممعرفیکرد؟آیامی،رود،حالسوالایناستکارمیتوپولوژیپوششبرایسطوحبه

 .1 تعریف همسایگی   ،   ،     خانواده برایهر xهاینقطهاز هرگاه یکپوششبرایآنگویند را

.برقرارباشد      برایهر     ۀرابطUمثلxهمسایگیاز
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ترکافیاستکهبرایبرایتعدادنقطهبیش.شودبااستفادهازاینتعریفمشکلپوششبراییکنقطهحلمی

.نقاطدرنظرگرفتۀعنوانپوششهمدستآوردواجتماعآنهارابههرنقطههمینپوششرابه

.هادردوراسمجاورهماستاهمیتتفاوترنگ،آمیزییکگرافبرایرنگ2بعدیدراستفادهازتعریفۀلئمس

پذیریتعریفکردهممتصلهستندنگاشترنگمنظوربرطرفکردناینمشکلکافیاستبرایهردوراسیکهبهبه

وبدوننقطهثابتبودنCi ∩ f(Ci=)∅ۀنقطهانتهاییرانتیجهدهدوبااستنادبهرابط،کهبادریافتنقطهابتدایی

.راحتیاثباتکردتواناینمهمرابهمی،هادرتعریفایننگاشت

 عدد رنگی
هاهرپذیرینگاشتباتوجهبهتعریفرنگ.آمیزییکگرافعددرنگیمنسوببهآناستتوجهدررنگقابلنکته

 f(Ci) ∩ Ci=∅ۀرابطاز.رنگاستهم     حتماًپذیررنگهاینگاشتنقطهثابتبودنوباتوجهبهاسترنگیک  

گرفتکهمی  برایهر را رنگیهمیک      توانایننتیجه پسعدد نگاشتاثبات0رنگاست، برایهر

.پذیراستهایرنگعددرنگیدرنگاشتۀمنسوببهقضی0ۀقضی.شودمی

بهخودش، Xدرنتیجههرهمسانریختیبدوننقطهثابتاز.باشد dim X ≤ nفضایپارافشردهو Xفرض .1ۀ قضی

.پذیراسترنگ،رنگ n+3با

استکهنیازبهبیانچندتعریف0ۀبرایاثباتقضی.هاداردبرایگراف1رادرتعریفkهمانتعبیر n+3عددرنگی

 .شوددرابتدابهبیانآنهاپرداختهمی

ازیکفضایتیخونوفمثلسازیازهمهفشرده     ترینعنصردرخانوادهبزرگ.5 تعریف سازیرافشرده Xها،

 .دهندنشانمی βX گویندوبا1چخ-استون

βXدراصلیکفضایهاسدورففشردههمراهبایکنگاشتپیوستهازX است،بااینشرطکههرنگاشتپیوسته

به Kکهزمانی f: X → K مانند بهیکصورتمنحصر تنها هاسدورفباشد، بهیکفضایفشرده قابلارتقاء فرد

به Xکهفضایشودمیبهاینصورت0ۀبهتعریفبالاطرحاثباتقضی توجه با.باشد βf: βX → Kنگاشتپیوسته

یابدگسترشمی βXچخ_فضایاستون برقرارdim βX dim X =ۀاثباتکردکهرابط توانراحتیمیچنینبههم.

نگاشتبایکنگاشتبدون شوداینمیاثباتفشردهباشدو Xریختیوسانیکهم f: X → Xشود حالفرض.است

.است،مزدوجاست Xازبعدترروییکفضایمتریکفشردهکهبعدآننابیش(حتییکهمسانریختی)نقطهثابت

درواقع.اند،باشدکهبادقتانتخابشده Xهایجموعهم-رصفازخانوادهیکاز”2والمننمایش”دارایدبای Yفضای

 ،        آمیزیرنگ Yازنگاشتساختهشدهروی      ،   ،    آمیزیرنگ
       ،          

برایرسیدنبهاین.کندرابرایعددرنگینگاشتاثباتمی n+3کندکهاینهمانعددایجادمی fرابراینگاشت

برایآناهمیتزیادیدار نیاز بیانخواصمورد و نوعفضا دهدف، وخواص6لم. آناینفضا نیاز مورد ارائهرا

 .دهدمی

 :ندبرقراراحکاماینفضایهاسدورففشردهباشد،دراینصورت Xکنیدضفر .6 لم

1..dim X ≤ n

کهبهشرطاین ℏ   Bکهبرایهرمجموعهمتناهیطوریهاوجودداشتهباشد،بهمجموعه-ازصفر Bپایهاگر.2

∅=ℏ ∩متناهیمجموعهگاهآنC ⊂ B استخواصزیرموجودبا: 

                                                           
1. Stone cech 
2. Wallman extension 
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(aبرایهرعنصرG ∈ C وجوددارد،F ∈ ℏ کهطوریبهF ∈ G  

.∩C = ∅ (b
(cهرزیرمجموعهازG 3ازتربابیش+n عنصر،پوششیازX است. 

بیانشدهاست1ونیشوراسرتآلازمبهذکراستکهاثباتاینقضیهدرکتاببعدوگسترشاز:اثبات

[2].

که Ʈ ⊃ Sۀکهرابططوریوجوددارد،بهT ⊂ Z(X)،مجموعهشمارایS ⊂ Z(X)برایمجموعهشمارای، [7] .7 لم

 .استاست،برقرار )*(لیستاز1-6دارایخواص

:)*(لیست

1.  ،  .

∋ ،  برای.2 Ʈداریم     ،    ⊂ Ʈ

⊃     ،        رابطه T ∈ Ʈرایب.0 Ʈ رقراراستب. 

 کهطوریبه Ʈ متعلقبه H ،Gمجزا،وجوددارد S،T ∈ Tکهبرایهرطورینرمالاستبه Ʈ شبکهمنظم.0

G ∩ S = ∅ = T ∩ H = X. 

 .برقراراست{n ∈N :    }   = {X \ T}کهطوریبه Ʈ ∋   ۀرابطT ∈ Ʈبرایهر.0

 :باخواصزیروجوددارد C ⊂ Tمجموعهمتناهی ℏ=∅بهشرط ℏ ⊂ Tبرایهرمجموعهمتناهی.6

C = ∅ (a. 

(bهرزیرمجموعهازC عنصرپوششیاز    زترابابیشX است. 

(cبرایهرعنصرG ∈ C وجودداردیکF درƮ کهطوریبهF ⊂ ℏ برقرارباشد. 

متناهی.7 مجموعه هر Ʈاز   ،    ،   زیر برای و دارد  و f(Ci) ∩ Ci=∅ۀرابط     وجود

برقرارخواهدشد        ،   ،   توانباخواصبالارامی Ʈپذیرحالبااستفادهازلمزیرمجموعهشمارش.

.دکرایجاد

(ریختیسانیاحتییکهم)طورضعیفمزدوجگوینداگرنگاشتبدوننقطهثابتبه  Y → Y :  نگاشت.8 تعریف

:هکطوریبهوجودداشتهباشد،φ: X → Y  مثل

φo f=   φ 
 .رافراهمآورد(1)کهخاصیتطوریساختهشودبه f : X → Xو Y → Y :   سازیبینحالکافیاستیکمزدوج

 φ(x) ∈ Yکه،واضحاستگرفتهرادرنظرφ(x) = {s ∈ T: x ∈ S}باتعریف φ: X → Yنگاشت.1ۀ قضی اثبات

:دنآیمیدستسادگیبهپوشااست،بنابراینروابطزیربه φچنینهم.شدهاستفشرده Xوسیلۀبه

        φ و          
:شودمیتابعپیوستهزیرتعریفدرنهایت

  : Y → Y 

  (ℏ) = {f (F) : F ∈ ℏ}. 
:راحتیقابلاثباتاستزیربههایحالتساوی.واضحاستY    (ℏ) ∋ۀبرایناساسرابط

                       و               

 حقیقتدر.ریختیبدوننقطهثابتاست سانیکهم   هتواننشاندادکمیراحتی به.پیوستهاست  طوربدیهی به

    
        

:رابطهبرقراراستایندهدکهنشانمی f(Ci) ∩ Ci=∅استو  

                                                           
1. Arts & Nishiura 
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      و ∅  
     

  ∅. 

 :دربالانشاندادهشودکه  و φدرنهایتاگربراینگاشتهایتعریفشده

φo f=   φ. 
.پذیراسترسدکهاینامربهسادگیانجام اثباتقضیهبهپایانمی

هاتواندعددهایرنگیمختلفموردبحثدرگرافرسدایناستکهآیااینقضیهمیجابهذهنمیسوالیکهاین

رانتیجهبدهد؟

.دشوهایمختلفدرکدرپاسخبهاینسوالبایدچندمثالبیانکردتاکاراییاینقضیهدرموردگراف

.است1عددرنگیاینگرافعدد.راسهیچیالینداردnگرافتهیگرافیاستکهبادارابودن.9 تعریف

چونازشرایطتعریفیکتواننگاشترنگدرمورداینگرافخاصکههیچیالینداردنمی پذیرتعریفکرد،

اینعددرو،ازاین.هاتناقضداردکهبابدونیالبودناینگرافپذیر،بدوننقطهثابتبودنآنهااستنگاشترنگ

.آیددستنمیرنگیتوسطقضیهعددرنگیبه

توانبهراحتیمیکهباتوجهبهمطالبابتدایبحثبه.هایمثلثیاستبرایگراف0مثالبعدعددرنگیمعروف

پذیریپذیراستوانعطافهایرنگرنگی،پایهاصلینگاشتعددۀذکراستکهقضیهمینمنظورلازمبهبه.آنرسید

ونوعنگاشتدارزیادبسیار دیدرتغییرنوعفضا صورتدینهمینقضیهب0عنوانمثالبرایتحققعددرنگیبه.

.دهدتغییرماهیتمی

 .پذیراسترنگ،رنگ0رویفضایتوپولوژیکگسستهبا φ : D→ Dنگاشتبدوننقطهثابت،[2].31ۀ قضی

.یعنیتغییردرنوعتوپولوژیهدفرامیسرکرد

عددرنگیاین.یکیالبههممتصلباشدوسیلۀبهشودکههردوراسمتمایزآنبهگرافیکاملگفتهمی.33 تعریف

.است2هانوعگراف

بپذیرهایرنگنگاشتوسیلۀبهدستآوردناینعددرنگیبهبرای اینابتدا نوعایدنگاشتیمعرفیکردکهدر

کاراییداشتهباشدهاگراف کرنظرمیبه. Sبعدی n-هرسدنگاشتمتقابلقطریاز
n کهباαn می شود،نمایشداده

برایاینتوانت،میاس1نمکهمنسوببهلیوسترنیکواسچنیرل12ۀحالبااستفادهازقضی.انتخابمناسبیباشد

 .دستآوردرنگیمتناسبرابههاعددنوعگراف

α : Sنگاشتمتقابلقطری،[2]. 32ۀ قضی
n 
→ S

n رویکره- n بعدیS
n نیازبهحداقلn+2رنگدارد. 

.صورتاجتماعدوگرافمجزادرنظرگرفترابهگرافیراهمبندگویندکهنتوانآن.31 تعریف

𝜌 هایآنتریندرجهراسیکگرافسادهوهمبندوغیرکاملباشدواگربزرگGاگر،(1990بروک)[7].31ۀ قضی

.پذیراسترنگ-G، 𝜌گاهباشد،آن  3)

پذیرهایرنگهایکهدارایچندینیالمتصلبهیکراسهستنددراستفادهازنگاشتآمیزیگرافرفعمشکلرنگ

هامحدودیتیبرایپذیرینگاشتاستکهدراستفادهازتعریفرنگشودلازمبهتوضیحمرتفعمی16ۀقضیۀوسیلبه

.وجودنداردf(x)بهیکxاتصالچند

.لهباشدئایتغییریابدکهمتناسبباطرحمسگونههابهپذیرینگاشتبرایاینمنظورابتدابایدتعریفرنگ

                                                           
1.Leustronick and Schnierelman 
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آن  X → X :   هایبدوننقطهثابتنگاشت  ،  ،   رضبرایف.35 تعریف باموجودباشند، را رنگ، kها

برقرارباشد، j ≤ lو i ≤ kبرای fj(ci) ∩ ci=∅موجودوشرط    ،   ،     پذیرگویند،اگرپوششبستهرنگ

 .گویند   ،   ،  آمیزیبرایگرارنگوخودآنرارن Cگاهعناصرآن

.پردازدهامیبهبیانعددرنگیایننوعنگاشت16ۀقضی10باتوجهبهتعریف

با Xکنیدفرض[0].36ۀ قضی پارافشرده فضای  dim X ≤ nیک       برای fi : X → Xوباشد

به Xنگاشتبدوننقطهثابتاز     برای gj : X → Xباشدوفرض Xریختیبدوننقطهثابتازسانهم

 .شودآمیزیمیرنگ،رنگ        ۀوسیلبه    ،   ،  ،   ،   ،   رویخودشباشد،پس

.است10ۀدرقضی𝜌همانعدد16ۀدرقضی        عددرنگی

دارندحتیدرشرایطیهاآمیزیگرافتواناییکافیبرایرنگپذیرهایرنگدهدکهنگاشتهایبالانشانمیمثال

.هایبالاجوابگوییبهتریدارندبرایتعدادراسهاعملکردهوآمیزیگرافبهترازرنگ

 nشناسایی خواص 

استnگیردمشخصاتچهموردتوجهقرارمیعددرنگیآنۀدرنگاهاولبهقضی نامتناهیبودن. nمتناهییا

داهمیتزیادیدار دهدکهاینعددمینشانمی17ۀقضی. و نوعفضا نگاشتتواندمتناهیباشداگرتغییراتیدر

.اعمالشود

گاههرنگاشتبدوننقطهثابتالبعدوپارافشردهباشد،آنمتناهیفضای Xاثباتکرداگر[0]1اولینبارفانداون

پذیررنگصورتمتناهیبهباشد،          دارایخاصیت x ∈ Xوهرn < ωکهبرایمقدار f: X → X هتبس

.[1]است

 .تواندمتناهیباشدمیn+3کهدهدمینشان17ۀقضی

پارافشردهباشدپسهرخودسان Xکنیدفرض.37ۀ قضی بهخودش Xریختیبدوننقطهثابتازمتناهیالبعدو

 .پذیراستمتناهیارنگ

.دیدارزیاددراثباتاینقضیهاهمیت18لم

ریختیباشدسانیکهم f : X → Xباشدو dim X ≤ nفضاینرمالبا Xکنیدفرض.38 لم ℏحالفرض.

در.برقرارباشد∅       ۀرابط F∈ℏکهبرایهرطوریباشدبه Xهایبستهازایمجزااززیرمجموعهمجموعه

:کهطوریوجودداردبه Xاز     ،   ،  ههایبستنتیجهزیرمجموعه

a.)برایهر         ،          ∅ 

b.) ℏ     
    
   

باشد f: X → Xفرض:37ۀ قضی اثبات ثابت نقطه بدون خودسانریختی که. شود داده نشان با fباید

پارافشرده Xبدوننقطهثابتو fبنابراین.استdim X= nپذیراست،درحالیکهرنگ،رنگ            

 است بعدی-nو  ord (U) ≤ nۀکهرابططوریوجودداردبه Xاز ∋       متناهیحالپوششبازموضعاً.

وجودداردXاز Vنیزبرقراراست،پوششباز f(Us)∩Us=∅ۀرابط s ∈ Sاینبرایهربرایآنبرقرارباشد،علاوهبر

هاجفتبهجفتمجزاهستندو ∋   ،      استو    ، ،  ،  خانوادهاز n+1کهمبیناجتماعطوریبه

دهتشریحداانجام[0]دانکهونپژوهشیدر0.2.0ۀقضی.برقراراست    ،  رابطه     و s ∈ Sبرای

بهسادگیتوانمی[6]والمنپژوهشدر1.0.18ۀبااستفادهازقضی.باشد Vتحدیدبستهاز ℏ کنیدفرض.دهاستش

                                                           
1. Van Douwen 
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هایریاضیپژوهش1011بهار،1،شماره7جلد318
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

ک نشان داد خانوادهn+1اجتماعℏه از براطوریبه .است ∋   ،      و    ،   ،  ای ∋ یکه   

برقراراست ،    ،  ۀرابط     و      درنتیجهبرایهر. ،ℏ دکهمجزاهستندنوجوددارهایی.

 .برقراراست∅       ۀرابط F ∈ ℏتواننشاندادبرایهرراحتیمیبه.متناهیاستموضعاً Uبنابراین

توانمی18پذیراستوبااستفادهازلمرنگ،رنگ    ۀوسیلبه     ۀ،رابط دهدبرایهرایننشانمی

.تپذیراسرنگ،رنگ            ۀوسیلبه fنتیجهگرفتکه

 نتایج
هارادارندامادرمواردیآمیزیگرافپذیرتواناییکافیبرایرنگهایرنگنشاندادکهاگرچهنگاشتپژوهشاین

پذیرکهدرهایرنگبااستفادهازنگاشت.ازآنهااستفادهکردتوانخاصمثلگرافتهیچونقابلتعریفنیستندنمی

راحتیاثباتشدواهمیتزیادآندرراحتیهایمثلثیبهبرایگراف0بهآناشارهشدعددرنگی2ابتدایبخش

بیانقضیه با و یافتنآنبود اینمشکلرا نوعتوپولوژیرویفضا در ساده شدیکتغییر راحتیبهاینشانداده

رنگیها،عددبهآناشارهشدبااستفادهازایننگاشت2ایسادهکهدربخشدرادامهبابیانقضیه.کندمیبرطرف

چنینهم.هایبالاهمجوابگوییمناسبیداشتتروبرایتعدادراسدستآمد،کهخیلیدقیقهایکاملبهگراف

ایدرنوعتعریفنگاشتهایبستهاستراتوانستباتغییرسادهبرایگرافترینعددرنگی،کههمانعددرنگیمهم

هاآمیزیگرافترینمشکلرنگدرنهایتاصلی.سهولتاثباتکندپذیربههایرنگنگاشتوسیلۀبهآنپوششیوفضای

.راحتیمرتفعشددبهتواندمتناهیباشمیnکهنشانداد0کهتعدادراسزیاداستبااثباتیکقضیهدربخش
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