
 9311975زمستان،4ۀ،شمار6جلدهایریاضیپژوهش

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 
 پذیر ناوردای توپولوژیکی یک سیستم هامیلتونی انتگرال

 روی مخروط واقع در یک میدان پتانسیلی
 

بگ،جعفراوج*دوستقربانعلیحقیقت  

 گروهریاضیمحض،علومپایهۀدانشکددانشگاهشهیدمدنیآذربایجان

91/62/11پذیرش66/92/16دریافت

 چکیده
آزادیرویمخروطواقعدریکۀانرژیغیرتکینبرایسیستمهامیلتونیبادودرجهایهمدراینمقالهتوپولوژیرویه

پذیرازحالتلهایهامیلتونیانتگراچنینروشیافتنناوردایتوپولوژیکیسیستمهم.توصیفشدهاست میدانپتانسیلی

.هایدوارنافشردهتوسیعدادهشدهاستفشردهبهرویه

 

.هایپتانسیلیشانگ،میدانزی-انرژی،ناورداهایفومنکوهایهمهایهامیلتونی،رویهسیستم:های کلیدی واژه

 
 مقدمه

 انتگرالکیفیسیستمبررسیدر مهمهایهامیلتونی یکمشخصه رویه،پذیر توپولوژیکی ۀنظری .استانرژیهایهمنوع

وشاگردان دانروسی،فومنکوهایریاضیتلاشۀپذیربادودرجهآزادی،نتیجهایهامیلتونیانتگرالبندیسیستمرده

بعدیرویه-3آزادیمحدودبهچندگوناۀپذیربادودرجبراساسایننظریهبههرسیستمهامیلتونیانتگرال.اوست

-شودکهمولکولمارکداریاناوردایفومنکوهایآننسبتدادهمیانرژیغیرتکین،یکگرافبااعدادیروییالهم

(ارزیلیوویلینسبتبههم)بندیسیستمموردنظرمولکولمارکدارتوصیفکاملیازبرگ.شودنامیدهمی9شانگزی

هایساختنجایکیازروشدراین.استپذیرهایمارکداربهچندینروشامکانساختنمولکول.داددستخواهدبه

.کنیمرادرچندگامبیانمیاست2هایمارکدارکهبرمبنایرسمدیاگرامانشعابنگاشتممانیمولکول
ۀرانقط    ۀنقط.کنیمرارسممی  برایچندگونا            ϕدیاگرامانشعابنگاشتممانی.1

ϕتکین هرگاه باشد            گویند، نقاطتکینتحتنگاشتممانیرا. تمام مجموعه تصویر

وآنراداریمچندینمنحنیباتکینگی  ۀرسمدیاگرامانشعابدرصفحۀدرنتیج.نامنددیاگرامانشعابمی

 .دهیمنشانمیΣبانماد

نگارپیش      .2 ℓخطۀ انتگرال تابعهامیلتونیو که     ۀرویصفح  ثابت      

به را است، است بعدیدر-3آوریمکهچندگونایدستمیافزوده نماد با چندگونایحاصلرا ،  
نشان 

.دهیممی

توصیفمی         تمامنقاطناحیه.3  کنیمکهدرآنرا Σمجموعهتمامنقاطتکینو      

  یبحرانیمتناظردربرایزیرچندگونا  انتگرالافزوده3چنینهِسینهم.است
.کنیمرامحاسبهمی 

                                                           
gorbanali@azaruniv.ac.ir نویسنده مسئول       *

1. Fomenko-Zieschang 

2. Momentum mapping 
3. Hessian 
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد985
 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

 .کنیممینگارهرامشخصهایلیوویلیونحوهانشعابدرفضایپیشتعدادچنبره.4

.کنیممیرامحاسبه           هایتوپولوژیکیراتوصیفوسرانجامناورداهایعددیگرافریبومشخصه.9

هایپتانسیلیرویارزیلیوویلیدرمیدانپذیرنسبتبههمهایهامیلتونیانتگرالبندیتوپولوژیکیسیستمرده

هایمکانیکیوسیعیازسیستمۀردۀباشددربرگیرند  فبادیفئومور یهایدواربرایحالتیکهچندگونارویه

جرم حرکتذره استکه رویکره توصیفمی-2دار را متریکدوار کهبعدیبا  کند، .استبررسیشده ]4[در

مقالهدراین.استهایموردنظرازنکاتقابلتوجهمقالهایشانبندیسیستمثربرایردهؤاستفادهازتابعپتانسیلم

بررسیجرمۀتوصیفتوپولوژیکیحرکتذر و]9[برایروشساختدیاگرامانشعاباز.کنیممیداررویمخروطرا

 .استفادهشدهاست]2[مفاهیموتعاریفمقدماتیاز

 

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی

:شرایطاستاینصادقدرωفرمدیفرانسیل-2یک یهمواریکساختارهمتافتهبرچندگونا.1تعریف 

،    بستهباشد،یعنیωفرم(الف

      کهدرآن           درهرنقطهچندگوناناتبهگونباشدیعنی،درمختصاتموضعیωفرم(ب

.است درنقطهωماتریسفرم

.شودهمراهبایکساختارهمتافته،چندگونایهمتافتهنامیدهمی یچندگونا

با      :                  کروشه رویچندگونایهموار و  برایدوتابعهموار

ودرشرطژاکوبیاستکروشهپواسنپادمتقارن.راکروشهپواسنگویند                      ۀضابط

.کندنیتزصدقمیوقاعدهلایب

باشد  همتافتهییکتابعهمواربرچندگونا فرضکنیم.2تعریف  را        میدانبرداریپادگرادیان.

 :کنیمبرایاینتابعچنینتعریفمی

                   

سیستمدینامیکی.است یبردارمماسبرچندگونایک  کهدرآن
               

هامیلتونی همتافتهیچندگوناروی تابع با هامیلتونی یکسیستم  .نامندمی   را یکمختصات موضعیدر

  هامیلتونیبهفرمبرداری ،میدان         
  

   
   - 

  

   
. آیددرمی  

هایاولانتگرال و  هایهموارپذیربهمفهوملیوویلگویندهرگاهنگاشتهامیلتونیراانتگرالسیستم. 3تعریف 

هایپادگرادیانآنهاومیدان         چنینطورتابعیمستقلباشند،همموجودبودهوبه سیستمدینامیکی

.کاملباشند

بندی،برگ     هایهایترازمشترکانتگرالبندیازرویههایهملفهؤبهم   یچندگونا9بندیلایه. 4تعریف 

υ  پذیرلیوویلیمتناظربادستگاهانتگرال . شودنامیدهمی         

ۀقضی برگ]2[لیوویل نزدیکبرگساختار لیوویلی توصیفمیبندی را . کندهایمنظم اینقضیه منظم  در تراز را

.                        یعنیگیریم،درنظرمی     مشترکتوابع

                                                           
1. Foliation 
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 981رویمخروطواقعدریکمیدانپتانسیلیپذیرناوردایتوپولوژیکییکسیستمهامیلتونیانتگرال

بندفشردهولیناهم   اگر.بعدیاست-2دیفئومورفباچنبره  گاهبندوفشردهباشدآنهم   اگر:حالتاول

آن باشد چنبره  گاه از اجتماعی لیوویلی استهای . حالت این در همبرگدو اگررا گوییم لیوویلی ارز

-3 هایچندگوناوجهترویبنگارددیگرهارابههمبرگاولیبهدومیوجودداشتهباشدکهدیفئومورفیسمیازبرگ

  بعدی
    و  

 .هایبحرانیشارهایهامیلتونیراحفظکندجهتدایرهنیزو  

ارزیلیوویلیدراینحالتنیزهم.دیفئومورفبااستوانهاست  گاهبندونافشردهباشدآنهم    اگر:حالتدوم

.شودمشابهحالتاولتعریفمی

 نوع بیاندو -3اکنونبه حالتاول)اتمحالتفشرده توپولوژیمی( دیدگاه پردازیماز یک اتم-3توپولوژی.

9اتمهاشورخوردهدرشکل-2صورتضربمرکزحولمحوراستکهبههمهایبندیشدهبهچنبرهچنبرهتوپربرگ

.است  الفبادایره

شکل-2صورتضرببه   اتم-3توپولوژی سمتچپدر شده داده نشان دایره9اتم است   بو بندیبرگ.

]2[هادراتم-3انواعدیگریاز.         )اتممتناظر-2(عبارتیدیگر،بهاستاتممتناظر-2لیوویلی،القاییاز

.اندمعرفیشده







 


 ب             الف

 .1شکل 

نشان   و   کهآنهارابااستهایمنظم،استوانهپذیربرگهاینافشردهیکسیستمهامیلتونیانتگرالاتم.1تبصره

 .]6[دهیممی

ۀصورتطبققضیدراین     کهایگونهممانیباشدبهصفرنگاشتۀبحرانیازرتبۀیکنقط اگر. 9تعریف 

]2[9داربو              مختصاتکانونی همسایگی  در که دارد     چنانوجود این. به توجه کهبا

جاب    و    هم میهبا جا یعنی این        شوند نمی  رو،از به یعنی  تواند باشد، وابسته

               آن. از نقط جاکه بحرانینگاشتممانیاستبنابراینۀ
  

   
 

  

   
   . را  نقطه

زیرغیرصفرباشددترمینانناتبهگونگوییمهرگاه

     
 

   

      

   

      

   

      

   

      

 
  

. 6 تعریف   روی  تابع
ی  مجموعندیگو2تاتابعبکرا چندگونایریزکیآنیبحرانیهانقطهۀهمۀهرگاه

هموارباشدیهاچندگوناریاززییاجتماعازهمجدایبحرانیهانقطهۀمجموعیعنی.دهندلیناتبهگونتشکیبحران

 .استازآنهاناتبهگونکیکههر

                                                           
1. Darboux’s theorem 
2. Bott 
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد982
 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

9ثرؤ،اگرعملهمواروم(بایکمتریکدوار)یدوارگویندراچندگونا مجهزبهمتریک یچندگونا.7 تعریف

  ۀدایر هامشخصشودایزومتریوسیلۀبه رویچندگونا هایمثالیازچندگونا   بعدیدواردر-2هایرویه.

 .دوارهستند

 له و نتایج اصلیئطرح مس

در(.راببینید2شکل)گیریمدرنظرمی         بامعادله  رویمخروطیدر جسمیبهجرم

:داریمصورتدینراباستای،هامیلتونینکههمانانرژیکلمختصاتاستوانه

  
 

 
                     










 .2کل ش

:دهیمقرارمی

  
 

 
                   

  

   
  و               

  

   
           

صورتهامیلتونیندرمختصاتجدیدبهرو،ازاین.گیریمترشدنمحاسباتجرمذرهراواحددرنظرمیبرایساده

  
 

       
  

  
 

   
  

      

تعریف       درمیدانپتانسیلی      روی        تابعهمواروسیلۀبهحرکتذره.آیددرمی

.تکینیمخروطاست   متناظرباۀنقط.شدهاست

شودصورتتعریفمیدینتابعپتانسیلموثرب. 8 تعریف

     
  

    
       

μفاصلهبیندوجرم، ای،ممانیزاویه   کهدرآن  
    

     
.شکلعمومیپتانسیلاست    و

پذیربهمفهوملیوویلرویمخروطانتگرال  دادهشده،سیستمباهامیلتونین            برایزوج.1 ۀگزار

.است

وسیلۀبهآنۀفضایفازسیستمازبعدچهاراست،زیراهرنقط.hsj]4[9اثباتکاملاًمشابهبااثباتگزارهۀاید:اثبات

سیستمدارایدو.گشتاورهاهستند       مختصاتنقطهو       دادهشدهکهدرآن           مختصات

صورتانتگرال،انتگرالانرژیبه

  
 

       
  

  
 

   
  

      

     ،زیرااست    صورتوانتگرالافزودهاولبه
  

  
وسیلۀاینمعادلهبهحرکتذرهرویمخروط.  

:شودتوصیفمی

                                                           
1. Effective action 
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 983رویمخروطواقعدریکمیدانپتانسیلیپذیرناوردایتوپولوژیکییکسیستمهامیلتونیانتگرال

  
   

  

  
     

  
  

  
. 

پذیریبهمفهوملیوویلاثباتگزارهکاملازتعریفانتگرالرو،ازاینکهدوانتگرالبرایسیستمداریم،اینباتوجهبه

.است

رویکلافهم.1لم  تعریفشده دینامیکی خانوادهسیستم دارای مخروط مماسی رتب-2ای نقاط از پارامتری 9ۀ

ایازرتبهصفرسیستمدینامیکیهیچنقطه.است          هستندکهدرآن            صورتبه

:استصورتدینتحتنگاشتممانیب9ۀتصویرنقاطتکینازرتب.ندارد

     
 

 
               و     

(راببینید3شکل.)متقارناست    دیاگرامانشعابنسبتبهمحور.تعریفشدهاست       روی که

 



 

 

 





 .3شکل 
جاصرفنظردستآوردندیاگرامانشعابدربخشقبلتوضیحدادهشدهوازآوردنمحاسباتاینبهروش:اثبات

.شودمی

 انرژی های هم مولکول رویه

این به توجه ردهبا نظریه انرژیغیرتکینیکسیستمهایهمشانگبرایرویهژی-بندیتوپولوژیکیفومنکوکه

انتگرال بهامیلتونی میهپذیر برده کار اینشود، رویهرو،از بودن غیرتکین همبررسی های   انرژی
سیستم  یک

 .     ازایتمامنقاطآنهاییکهبههامیلتونیضروریاست،یعنیرویه

   انرژیرویههم.2لم 
هامیلتونیننقطهبحرانیندارد،    برای   غیرتکیناستاگر   ازایبه  

.است مقادیرمنظمهامیلتونین میعنیتما

صورتاست،نقاطبحرانیآنبه   شودبرایحالتیکهمشتقهامیلتونینبهآسانیدیدهمیۀبامحاسب:اثبات

:گذاریآندرتابعهامیلتونینداریمباجای.است         

             
   
               . 

درنتیجهنقاطمنظم،نقاطیهستندکهدر.دهددستمینقاطمنظمرابه   باشدانتخاب     بنابرایناگر

:کنندمعادلهصدقمیاین
 

 
  

  
 

     
   . 

.    باشد،همواره   برایحالتیکه

یک.پذیرظاهرشدهدرفیزیکومکانیکتوابعباتهستندهایهامیلتونیانتگرالهایسیستمتقریباًتمامانتگرال

داراییکانتگرالباتباشدسیستمانتگرال هرگاه ناتبهگونگویند، پذیررا پذیربرایهرسیستمهاملیتونیانتگرال.
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4ۀ،شمار6جلد984
 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

  انرژیرویرویههم          تحلیلی
پذیرهموارتوانیکسیستمانتگرالارکوچکمیبایکاختلالهمو 

دستآوردناتبهگونبه می-3پذیرهررویهبستهفشردهجهت. انرژیسیستمبعدیهم-3عنوانرویهتوانبهبعدیرا

توانکمکانتگرالباتمیتربهعبارتیسادهشود،بهکمکیکانتگرالباتحاصلمیهامیلتونیدرنظرگرفتکهبه

(.راببینید]7[از6-3ۀگزار)دستآوردانرژیرابهتارتوپولوژیکیرویههمساخ

      تابعپتانسیل
 

   
:داریم     که         گاهدرهرنقطهگیریم،آنرادرنظرمی     

  
       

 

      . 

   انرژیغیرتکینهمۀبهروی بنابراینتحدیدتابع
.تابعباتاست  

.3لم      فرضکنید
لفؤیکم  رویهمۀ بندیاز ۀ که     غیرتکینباشد

باتاست  تابع این. صورتدر

.باشندمی       هایسیستمازنوعاتم

ۀمجموعهنقاطصادقدرمعادل:   حالتاولبرای.کنیممولکولسیستمرادردوحالتبررسیمی:اثبات
 

 
  

  
 

   
  

     

:صورتداریمدینب  حالمعادلهفوقرابرحسب.گیریمرادرنظرمی

              
   

رادیکالهمانتابعپتانسلم ؤعبارتزیر برایحالتیاستکه مثبتبودنعبارتزیر    ثر به توجه با

مثبترادیکالنتیجهمی تابعپتانسیلهمواره هماستشود و سراسریاستکمینۀچنینداراییکنقطه نمودار.

4نشاندادهشدهدرشکلأهموارهدوخطمتقاطعگذرندهازمبد    و   باتغییرات    برایمقادیرمختلف     

کندبرمحورقایممنطبقمیلمی   وزمانیکه   دوخطنمودارمنطبقبرمحور   ازایبه .استالف

.شوندمی

الفوضربآندر4بادرنظرگرفتننمودارشکلرو،ازاینموردنظراست،   کهفقطمقادیرمثبتباتوجهبهاین

 توجهبهاین(  دایره کمربندمیانی-3)       کهبا استاتمموردازنظرتوپولوژیکیاستوانهبا ازمنظر.

ازطرفی.دهیمنشانمی   رابانماد هااتم-3درنظرگرفت،این  ضربدر اتم-2صورتتوانبهتوپولوژیکیمی

اجتماعدواستوانهمتناطرباعلامت     تصویرواروننقطه ازایهرمثبتبودنعبارتزیررادیکالبهدلیلبه

بیرونازرادیکالاست












 ب          الف

 .4شکل 
:داریمباتوجهبهمعادلههامیلتونین    کههمواره   برایحالت
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 989رویمخروطواقعدریکمیدانپتانسیلیپذیرناوردایتوپولوژیکییکسیستمهامیلتونیانتگرال

رسمشدهاست9اتمدرجدول-2هایمختلفحالت هایمتناظردردایرهاتم-2هایمختلفباضربدرحالت.

توجهبهاین           کهبا نظرتوپولوژیکیاستوانه-3، از استاتمموردنظر بررسیتمامحالت. هایبا

 .کنداستوایناثباتراکاملمی  ازنوعاتم-3شودهموارهممکنمشاهدهمی

صورتدینانرژیغیرتکینرابهمۀبندیرویهایهملفهؤتحلیلتابعپتانسیل،الگوریتمشمارشم] 4[6دربخش

:کندمیمشخص

تابعپتانسیل ب4شکل)روینمودار می( نظر در را نمودار افقخطوطمتقاطعبا محور گیریمموازیبا برای.

زیرنمودارشمارشقطعه مقادیرمختلف بندیراهایهملفهؤهستندتعدادم      هایافقیازخطکهاکیداً

سراسریکمینهدراینحالتهرقطعهکهزیر.مثبتباشد      عتاب جزحالتیکهبرایهربه دهد،دستمیبه

بادرنظرگرفتنتقارندیاگرامانشعاب.استهادوتالفهؤباتوجهبهشکلتعدادم.استتابعباشدمتناظربادواستوانه

 :آیددستمیصورتبهدینمولکولموردنظرسیستمب



 



 

 .9شکل 

.شودبررسیمیایدیگردرمقاله           محاسبهناورداهای

 (است      و محور عمودی   محور افقی )  و    های مختلف  برای حالت      نمودار تابع . 1جدول 
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