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 چکيده
ضرایب‌لگاریتمی‌‌ از‌خانوادۀ‌‌ برای‌هر‌تابع‌.‌شده‌در‌قرص‌واحد‌باشدردۀ‌همۀ‌توابع‌تحلیلی‌و‌نرمال‌ کنید‌فرض

‌:شوندصورت‌زیر‌تعریف‌میبه‌  

    
    

 
       

 

 

   

 

  کنید‌زیرردۀ‌فرض
‌:صورت‌تعریف‌شود‌دینب‌ از‌‌ 

  
         

      

    
          

‌در‌این‌مقاله‌تخمین‌دقیق‌نامساوی‌.رابطۀ‌تبعیت‌است‌" "که‌در‌آن‌ ها‌شامل‌ضرایب‌لگاریتمی‌برای‌توابعی‌‌هدف‌ما

  است‌که‌به‌ردۀ‌‌
‌.تعلق‌دارند‌ 

‌واری،‌تبعیت،‌ضرایب‌لگاریتمی،‌ضرب‌پیچشیارز،‌ستارهتابع‌تک:‌کليدی های واژه

‌

 مقدمه

‌:باشد،‌یعنی‌ℂمختلط‌‌ۀقرص‌واحد‌در‌صفح‌ فرض‌کنید‌

                 

گیریم‌که‌درنظر‌می‌ ای‌از‌را‌زیررده‌ چنین‌هم.‌دهیمنشان‌می‌ توابع‌تحلیلی‌در‌قرص‌واحد‌را‌با‌‌ۀهم‌ۀمجموع

‌:است‌(9)صورت‌‌به‌و‌کنندصدق‌می‌              ۀشداعضای‌آن‌در‌شرایط‌نرمال

           
                                                    

   (9) 

‌:باشدصورت‌تعریف‌شده‌دینب‌ باشد‌و‌تابع‌(‌9)‌صورتبه‌ کنید‌تابع‌فرض

           
     

 

   

 

‌.شودصورت‌تعریف‌می‌دینب‌ و‌‌ دو‌تابع‌‌9گاه‌ضرب‌پیچشی‌یا‌اداماردآن

                                                           
 ‌‌‌‌‌n.kanzi@pnu.ac.irنويسنده مسئول*

1. Hadamard 
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شود‌نتیجه‌     ‌واحد‌ازمتعلق‌به‌قرص‌   و   برای‌هر‌است‌هرگاه‌‌9ارزتکدر‌قرص‌واحد‌‌ گوییم‌تابع‌می

‌فرض.‌دهیمنشان‌می‌ ارز‌در‌قرص‌واحد‌را‌با‌توابع‌تک‌ۀهم‌ۀمجموع.‌یک‌باشدبهیک‌ واقع‌‌در‌،           

،‌   وار‌است‌هرگاه‌برای‌هر‌ستاره‌  ۀ‌نسبت‌به‌نقط‌Ωگوییم‌می.‌لط‌باشدتمخ‌ۀیک‌ناحیه‌در‌صفحΩکنید‌

وار‌ستاره‌ۀهرگاه‌برد‌آن‌یک‌ناحیاست‌وار‌ستاره‌ بنابراین‌.‌واقع‌شود‌Ωدر‌‌کند‌کاملاًوصل‌می‌  را‌به‌‌ خطی‌که‌

‌را  ‌،1معروف‌الكساندر‌ۀکارگیری‌قضیبه‌با.‌دهیمنشان‌می‌  در‌قرص‌واحد‌را‌با‌‌وارتوابع‌ستاره‌همۀ‌ۀمجموع.‌باشد

صورت‌‌دینبوار‌و‌محدب‌توابع‌ستاره‌صورت‌تحلیلیبه‌.وار‌باشدستاره‌      محدب‌گوییم‌هرگاه‌ در‌قرص‌واحد‌

‌:شوندتعریف‌می

        
      

    
                 

‌و

          
       

     
                  

‌محدب‌نام‌داردبهتوابع‌نزدیک‌ۀرد‌آن‌هستیم،یادآوری‌به‌‌دیگری‌از‌توابع‌تحلیلی‌که‌مایل‌ۀرد ‌   گوییم‌تابع‌.

‌که‌طوریموجود‌باشد‌به‌ محدب‌است،‌هرگاه‌یک‌تابع‌محدب‌مانند‌بهنزدیک

   
     

     
                     

‌توابع‌این ‌از ‌5]‌3کاپلان‌رارده ‌نماد‌آن‌را‌د‌که‌معمولاًکرمعرفی‌9151در‌سال‌[ ‌ددهننشان‌می‌ با ‌هایبرای‌رده.

‌:ندشمول‌زیر‌برقرار‌روابط‌ۀ‌بالاشدمعرفی

            

‌.دکرمراجعه‌‌[1]توان‌به‌کتاب‌معروف‌دیورن،‌تر‌می‌برای‌جزئیات‌بیش

‌‌ کنیدفرض ‌باشند‌ و ‌قرص‌واحد ‌تحلیلی‌در ‌تابع ‌دو ‌می. ‌تابع ‌‌ گوییم ‌تابع ‌وتبعیت‌می‌ از نویسیم‌می‌کند

‌:با‌شرایط‌ ،‌هرگاه‌تابعی‌تحلیلی‌مانند‌   یا‌‌         

                                  و            

‌:برقرار‌باشد‌هرابطاین‌‌   که‌برای‌هر‌طوریموجودباشد‌به

             

‌:داریم‌رابطۀ‌دو‌طرفۀ‌زیر‌را‌ارز‌باشدتک‌ در‌حالت‌خاص‌اگر‌تابع‌

             و                       

تابع‌کهاز‌این‌با‌استفاده‌از‌تعریف‌تبعیت‌و

     
   

   


‌چنین‌ارز‌است‌و‌همدر‌قرص‌واحد‌تک

                                                           
1. Univalent 

2. Alexander 
3. Kaplan 
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        ℂ            
‌:وار‌و‌محدب‌داریمهای‌معادل‌زیر‌را‌برای‌توابع‌ستاوهتعریفرو،‌‌از‌این

     
      

    
 

   

   
                 

‌و

      
       

     
 

   

   
                

‌نیز‌پژوهش.‌دکر‌معرفی‌1و‌میندا‌9ما‌راتوابع‌تحلیلی‌با‌استفاده‌از‌مفهوم‌تبعیت‌‌ۀاولین‌بار‌تعریف‌رد ‌گران‌اخیراً

،‌[6]به‌‌توانبرای‌مثال‌می.‌اندکردهمفهوم‌تبعیت‌معرفیهای‌خاص‌و‌جالبی‌از‌توابع‌تحلیلی‌را‌با‌استفاده‌از‌،‌ردهزیادی

‌.درمراجعه‌ک‌[1]،‌[8]،‌[9]

‌    واری‌و‌تابع‌خاص‌از‌توابع‌تحلیلی‌است‌که‌در‌ارتباط‌با‌ستاره‌ۀزیررد‌یکهدف‌ما‌نیز‌در‌این‌مقاله‌معرفی‌

.کنیمکه‌در‌زیر‌به‌آن‌اشاره‌می‌است

  ‌ۀبه‌رد‌   گوییم‌تابعمی‌.4 تعريف
‌:کندتبعیت‌صدق‌ۀرابطاین‌تعلق‌دارد‌هرگاه‌در‌‌ 

 
      

    
                       

‌بدهد‌می‌    های‌هندسی‌ویژگی ‌به‌ما ‌‌تواند‌نتایج‌جالبی‌را ‌دار‌و‌این‌تابع‌کران‌   برای‌مثال‌برای‌هر

‌.توجه‌کرد(‌9شكل‌)‌برد‌این‌تابعتوان‌به‌تر‌می‌برای‌درک‌بیش.‌وار‌استنسبت‌به‌مبدأ‌مختصات‌ستاره

‌
     تصوير قرص واحد تحت تابع . 4شکل 

‌و‌    مقدار‌‌ارز‌است‌ودر‌قرص‌واحد‌تک‌    که‌تابع‌‌با‌توجه‌به‌این‌رو،‌از‌این
      

    
در‌صفر‌برابر‌صفر‌‌  

    اگر‌رو،‌از‌ایناست،‌
 گاه‌،‌آن

      

    
‌:چنین‌داریمهم‌.گیردقرار‌می‌9شكل‌ۀدر‌ناحی‌  

                                                           
1 Ma 
2 Minda 
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‌         
 

 

   

  ‌

‌که‌در‌آن

و‌‌         
 

  
و‌‌    

 

  
...و‌‌  

‌و

     . 

‌‌‌‌‌‌ ‌ما ‌اصلی ‌انگیزۀ ‌مقاله ‌این ‌‌بررسیدر   ‌اعضایضرایب‌لگاریتمی
‌نیز‌  ‌آن ‌دلیل ‌عمده ضرایب‌‌اهمیت‌است‌و

‌نظری ‌هندسی‌ۀلگاریتمی‌در ‌است‌توابع ‌به. ‌دوبرانژلازم ‌است‌که ‌‌9ذکر ‌سال ‌ضرایب‌‌9185در ‌مفهوم ‌از ‌استفاده با

‌ثابت‌کن‌1لگاریتمی‌توانست‌حدس‌معروف‌بیبرباخ ‌را ‌[9]د ‌ضرایب‌ضروری‌است‌. ‌توضیح‌مختصری‌از ‌به ‌ادامه در

‌.لگاریتمی‌بپردازیم

‌:شوندصورت‌تعریف‌می‌دینب‌        ،‌ضرایب‌لگاریتمی‌   برای‌هر‌

    
    

 
       

                         

 

   



‌آسان‌است‌یکار‌در‌حالت‌کلی‌آوردن‌ضرایب‌لگاریتمی‌یک‌تابعدستبه ترین‌مهم‌‌یكی‌از‌،عنوان‌مثالبه‌نسبتاً

.استتعریف‌شدهصورت‌‌دیناست‌که‌ب‌3کوبه‌معروف‌توابع‌هندسی‌تابع‌ۀتوابع‌در‌نظری

      
 

      
                  

‌مسائل‌یک ‌بیاناین‌حدس‌‌.است‌در‌حدس‌بیبرباخ‌هاترین‌آنکه‌مهم‌تابع‌اکسترمال‌استاین‌تابع‌برای‌خیلی‌از

‌تابع‌‌می ‌نامساوی‌‌   کند‌برای‌هر تساوی‌برای‌ضرایب‌تابع‌کوبه‌‌و‌کنندصدق‌می‌      ضرایب‌آن‌در

‌:داریم‌رو،‌از‌این.‌برقرار‌است

    
    

 
               

 

 
   

 

   



‌:‌ضرایب‌لگاریتمی‌تابع‌کوبه‌برابر‌است‌با‌بنابراین

      
 

 
                    

‌به‌ذهن‌خواننده‌خطور‌می ای‌از‌توابع‌تحلیلی‌وجود‌دارد‌که‌تساوی‌کند‌این‌است‌که‌آیا‌ردهسوالی‌که‌احتمالاً

‌‌برای ‌کوبه ‌تابع ‌لگاریتمی ‌استبرقرارضرایب ‌مثبت ‌جواب ‌باشد؟ .‌ ‌اگر ‌واقع ‌ستاره‌ در ‌تابع ‌آنیک ‌باشد، گاه‌وار

        
 

 
‌تساوی‌برای‌ضرایب‌لگاریتمی‌تابع‌کوبه‌رخ‌می‌ ‌دهدو .‌ توابع‌‌ۀبرای‌رد‌برآورد‌ضرایب‌لگاریتمیاما

‌:باشد‌داریم(‌9)‌صورت‌ارز‌و‌بهتابعی‌تک‌ در‌واقع‌اگر‌‌.در‌حالت‌کلی‌برقرار‌نیست‌ ارز‌تک

   
  
 
        و    

 

 
     

  
 

 
   

‌:های‌دقیق‌زیر‌را‌داریمبرآورد،‌[3]‌ ژگو–و‌نامساوی‌فكته(‌حدس‌بیبرباخ)دوبرانژ‌‌ۀبا‌استفاده‌از‌قضی

                                                           
1. De Branges 

2. Bieberbach 

3. Koebe 
4. Fekete-Szego inequality 
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         و        
 

 
              

.‌توابع‌هندسی‌است‌ۀمهم‌در‌نظری‌و‌و‌این‌یكی‌از‌مسائل‌بازهمین‌آسانی‌نیست‌ارز‌بهاز‌توابع‌تک‌  برآورد‌دقیق‌

‌است‌به‌این‌موضوع‌نیز‌اشارهلازم.‌است‌نتیجه‌ماندهکه‌تاکنون‌بی‌گرفتههایی‌نیز‌صورتتلاشنیز‌البته‌در‌این‌زمینه‌

‌:کنندمینامساوی‌دقیق‌صدقاین‌کنیم‌که‌ضرایب‌لگاریتمی‌توابع‌نزدیک‌به‌محدب‌در‌

      
       

 


‌.[95]‌ثابت‌شده‌است‌9یه‌وسیلۀ‌بهاین‌برآورد‌دقیق‌.‌یک‌ثابت‌است‌که‌در‌آن‌

‌نامساوی ‌های‌دقیق‌شامل‌مجموع‌ضرایب‌لگاریتمی‌استیكی‌دیگر‌از‌موضوعات‌مهم، ‌تابع. ‌ ارز‌تک‌‌برای‌هر

‌:کند‌نامساوی‌صدق‌میاین‌ضرایب‌لگاریتمی‌آن‌در‌

     
 

 

   

 
  

 
 

‌:داریم‌   چنین‌برای‌هر‌هم.‌برقرار‌استتساوی‌برای‌تابع‌کوبه‌و‌

  
 

   
 
 

 

   

    
     

 

   
 
 

 

   

 

  
 

      

 
  

‌:داریم‌   کند‌برای‌هراست‌که‌بیان‌میمعروف‌‌1بازیلویچ‌ۀقضی‌به‌مهم‌هاییكی‌دیگر‌از‌این‌نامساوی

      
 

 
       

  

   

 
 

 
   

 

 
 

که‌در‌آن

      
    

                              

‌[. ]‌دورانی‌از‌تابع‌کوبه‌باشد‌‌ وقتی‌برقرار‌است‌که‌‌   که‌‌     درواقع‌همواره.‌است‌3ثابت‌هایمن

‌.به‌منظور‌اثبات‌نتایج‌اصلی‌مفید‌است(‌را‌ببینید‌‌منبع)لم‌زیر‌

‌گاه،‌آن   و‌‌   اگر‌.‌ارز‌در‌قرص‌واحد‌باشنددو‌تابع‌تحلیلی‌و‌محدب‌تک‌ و‌‌ فرض‌کنید .4لم 

        
  با‌اعضای‌‌ۀای‌در‌رابطدر‌بخش‌بعدی‌با‌استفاده‌از‌مفهوم‌تبعیت،‌ابتدا‌قضیه

سپس‌با‌استفاد‌از‌این‌.‌آوریممی‌ 

‌به ‌آوریمدست‌میقضیه‌نامساوی‌شامل‌مجموع‌ضرایب‌لگاریتمی‌را   در‌آخر‌ضرایب‌لگاریتمی‌اعضای‌.
‌تخمین‌‌  را

‌.زنیممی

نتايج اصلی

‌.صورت‌است‌دیناولین‌نتیجه‌ب

    اگر.‌باشد‌Δشده‌در‌قرص‌واحد‌تابع‌تحلیلی‌و‌نرمال‌ فرض‌کنید‌‌.4ۀ قضي
‌گاه‌آن‌،  

    
    

 
   

    

 

 

 
                    (1) 

چنینهم 

                                                           
1. Ye 

2. Bazilevich 
3. Hayman 
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.ارز‌استمحدب‌تک  

     در‌این‌صورت‌تابع‌.‌    کنیمفرض‌می‌:تاثبا
    

 
از‌‌.       در‌قرص‌واحد‌تحلیلی‌است‌و‌‌

  به‌‌‌ که‌این
‌:تعلق‌دارد‌داریم‌ 


      

    
 

      

    
                     (3)  

‌‌از         تابع‌‌چونطرفی،
  

 
 
تساوی‌این‌‌ برای‌هر‌تابع‌تحلیلی‌‌رو،‌ازاین‌،()‌ارز‌استمحدب‌تک   

:است‌ربرقرا

            
    

 

 

 

    

‌:داریم‌(3)‌ۀو‌رابط‌‌1بنابراین‌با‌استفاده‌از‌لم
      

    
                   

‌طور‌هم‌ارزیا‌به

 
     

     

 

 

    
    

 

 

 

   

‌.دهدرا‌نتیجه‌می(‌1)این‌رابطه‌تبعیت‌و‌

ارز‌هستند‌با‌استفاده‌از‌حدس‌پولیا‌محدب‌و‌تک‌     و       در‌واقع‌چون‌.‌ساده‌است‌      ارزی‌حدب‌و‌تکت

این‌.‌آیددست‌میحكم‌به(‌[93]،‌ثابت‌شد‌1اسمال‌–راشوویه‌و‌شیل‌وسیلۀ‌به‌9193در‌سال‌‌این‌حدس)‌9شوئنبرگ‌–

‌.ارز‌تحت‌ضرب‌پیچشی‌پایا‌هستندتوابع‌محدب‌تککند‌که‌حدس‌بیان‌می

‌.آورددستزیر‌را‌به‌ۀتوان‌نتیجمی‌رو،‌از‌اینارز‌است‌محدب‌تک‌       چون

    اگر‌‌.4ۀ نتيج
‌:گاهآن‌،باشد‌ 

    

 
             

  به‌برآورد‌دقیق‌مجموع‌مربعات‌ضرایب‌لگاریتمی‌اعضای‌‌ ‌ۀکارگیری‌قضیهدر‌ادامه‌با‌ب
‌.پردازیممی‌ 

    ۀرد‌متعلق‌به‌ تابع‌ضرایب‌لگاریتمی‌‌  کنید‌فرض. 4ۀ قضي
‌‌.نامساوی‌دقیق‌برقرار‌است.‌باشد 

     
  

    
 

 
               

 

 
                             ( ) 

‌که

       
 
 
  

  
 

     

 

   

 

‌نوع‌اول‌و‌‌3تابع‌بسل‌اصلاح‌شده

                                                           
1. Polya-Schoenberg conjecture 

2. Ruscheweyh and Sheil-Small 
3. Modified Bessel 
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‌.تابع‌بسل‌نوع‌اول‌است

  ‌ۀمتعلق‌به‌رد‌ چون‌.‌کنیماستفاده‌می‌ ۀ‌از‌قضی:‌اثبات
‌رو،‌از‌ایناست‌‌ 

    
    

 
    

    

 

 

 

    

‌:تبعیت‌اخیر‌داریم‌ۀگذاری‌سری‌تیلور‌در‌رابطبا‌جای

                  
  

 

   

  
  

 

 

   

     

‌:و‌رابطۀ‌اخیر‌داریم‌،[91]‌9روجوسینسكیکارگیری‌نامساوی‌حال‌با‌به

      
 

 

   

  
 

  

 

   

    
  

      
   

 

  
     

   
 

  
     

    

    
 

            
 
  

   

                

                                         
توان‌نشان‌می‌ساده‌ۀبا‌یک‌محاسب.‌آیددست‌میمطلوب‌به‌ۀبنابراین‌نتیج.‌اندتعریف‌شدهدر‌بالا‌‌       و     که‌

‌برای‌ضرایب‌لگاریتمی‌تابع‌( )داد‌تساوی‌در‌نامساوی‌

                
 .برقرار‌است

    کنید‌فرض .4 ۀقضي
‌:دنکننامساوی‌دقیق‌صدق‌میاین‌در‌‌ گاه‌ضرایب‌لگاریتمی‌تابع‌آن.‌ 

      
 

   
                     

  توابع‌‌ۀردبه‌‌ کنیم‌تابع‌فرض:‌اثبات
‌:داریم‌‌9با‌استفاده‌از‌تعریفرو،‌‌از‌این.‌تعلق‌داشته‌باشد‌  

      

    
        

‌ارزطور‌همیا‌به

     
    

 
 

 

      

‌:داریم‌اخیرتبعیت‌‌ۀگذاری‌بسط‌تیلور‌در‌رابطبا‌جای

     

 

   

      

 

   

   

‌:برای‌توابع‌محدب‌داریم‌1روجوسینسكی‌ۀحال‌با‌استفاده‌از‌قضی

                                                           
1. Rogosinski 
2. Rogosinski 
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