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ای  های چندجمله دوری روی برخی از حلقه گری کدهای ثابت تصویر

 قسمتی خارج
 

‌رضا‌سبحانی
 دانشگاه‌اصفهان،‌گروه‌ریاضی

‌11/19/68پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/12/69دریافت‌‌‌

 چکیده
         قسمتی‌‌خارجۀ‌حلق‌  فرض‌کنید‌

یک‌عدد‌‌ و‌‌  ‌ۀ‌میدان‌متناهی‌از‌انداز‌   باشد‌که‌در‌آن‌‌  

‌صحیح‌مثبت‌است ‌‌  روی‌‌ طول‌‌به‌Φیک‌تابع‌گری‌. ‌‌  یک‌نگاشت‌خاص‌از     )به
‌است‌  را‌‌Φتابع‌گری‌.

(λ  )-تابع‌گوییم‌هرگاه‌تصویر‌هر‌کد‌‌ λکد‌یک‌  دوری‌روی‌‌ثابت‌– مقاله‌‌این‌در‌.باشد‌   ‌میدان‌روی‌دوریثابت 

‌یک‌.پردازیم‌می‌  گری‌روی‌‌های‌تابع–(  λ)به‌بررسی‌وجود‌ ‌این‌راستا، .‌یابیم‌می‌شرط‌معادل‌برای‌چنین‌توابعی‌در

λباشد‌و‌  روی‌‌ طول‌‌تابع‌گری‌به–(  λ)یک‌‌Φکه‌اگر‌‌کنیم‌میسپس‌ثابت‌  λ
 
 λ

 
    λ

   
      ‌‌

‌‌آن θگاه   λ
 

 
‌ ‌ ،λ

 
‌‌  و‌   ‌یعنی ‌گری ‌تابع ‌می‌ طول ‌شمارد‌را ‌ثابت‌می. ‌چنین ‌اگر‌هم θ کنیم، گاه‌‌آن   

λ
 
  ‌ ‌کنیم‌محاسبه‌می‌  براین،‌تمامی‌چنین‌توابعی‌را‌روی‌‌علاوه. λ λ)در‌پایان‌یک‌.

 

  

‌‌  طول‌‌به تابع‌گری-(

‌.         کنیم‌که‌‌معرفی‌می‌  روی‌

 

‌.ای‌چندجمله‌ۀماند‌باقیۀ‌زنجیری،‌حلقۀ‌حلق،‌دوری‌کد‌ثابت،‌تابع‌گری‌:کلیدیهای  واژه

 

 مقدمه
را‌یک‌کد‌خطی‌گوییم‌هرگاه‌‌ کد‌.‌است‌  ،‌یک‌زیرمجموعه‌از‌ ۀ‌روی‌حلق‌ طول‌‌به‌  منظور‌از‌یک‌کد

‌حلق‌.باشد‌  ‌زیرمدول  ‌یک ‌به ‌گوییم‌ ۀ ‌کد ‌الفبای .‌ ‌‌ کد ‌هرگاه‌𝛼 را ‌گوییم ‌دوری ثابت

‌                 𝛼 نتیجه‌دهد‌‌                 .‌ 𝛼درحالتی‌که ‌دوری   ‌کد‌را ‌در‌‌1، و

‌ ‌ ‌باشیم ‌داشته 𝛼حالتی‌که ‌منفی    ‌را ‌کد ‌گوییم‌2دوری‌، ‌میدان‌. ‌الفبای‌کدها ‌کلاسیک‌کدگذاری، ‌نظریه در

مهمی‌از‌کدهای‌غیرخطی‌دودویی‌را‌از‌ۀ‌،‌توانستند‌دست[0]‌سندگان‌درکه‌نوی‌بعد‌از‌این.‌شد‌متناهی‌در‌نظر‌گرفته‌می

‌علاق‌هب‌  ۀ‌یافته‌روی‌حلق‌کدهای‌دوری‌توسعه‌1گری‌تصویر های‌‌کدها‌روی‌حلقهبررسی‌ن‌به‌امحققۀ‌دست‌آورند،

های‌متناهی،‌‌های‌متناهی،‌به‌کدها‌روی‌میدان‌کدها‌روی‌حلقهۀ‌کنند‌عنوان‌مرتبط‌چنین‌توابع‌گری،‌به‌متناهی‌و‌هم

این‌.‌،‌یک‌کد‌دوری‌دودویی‌است  دوری‌روی‌‌ثابت‌کرد‌که‌تصویر‌گری‌یک‌کد‌منفی‌،[12]ولفمن‌.‌افزایش‌یافت

‌زمین ‌کار ‌ارتباط‌کدهای‌ثابتۀ ‌کدهای‌ثابت‌روی‌حلقه‌0دوری‌تحقیق‌در ‌و ‌فراهم‌آورد‌دوری‌روی‌میدان‌ها ‌را ‌ها در‌.

را‌‌[9]تعمیم‌داده‌شد،‌‌   ۀ‌دوری‌خاصی‌روی‌حلق‌به‌کدهای‌ثابت‌[12]‌جادامه،‌با‌ارائه‌تعمیمی‌از‌تابع‌گری،‌نتای

‌حلق‌.ببینید ‌برای ‌گری ‌تابع ‌یک ‌معرفی ‌با ‌در      ۀ ،‌[8‌ ‌کد[ ‌هر ‌گری ‌تصویر ‌که ‌شد ‌      ثابت

،‌[5]،‌[2]،‌[1]‌هایی‌نیز‌برای‌این‌حلقه‌در‌مقالات‌تعمیم.‌است‌  ،‌یک‌کد‌دوری‌روی‌      دوری‌روی‌‌ثابت

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌‌r.sobhani@sci.ui.ac.irنویسنده مسئول*

1. Cyclic 

2. Negacyclic 

3. Gray 
4. Constacyclic 
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)‌

 یک‌تابع‌گری‌برای‌یک‌گروه‌متناهی‌را‌تعریف‌و‌به‌بررسی‌[11]‌نویسنده‌در.‌دست‌آمده‌است‌هب[‌11]و‌[‌6]،‌[8]

‌.گروه‌متناهی‌پرداخته‌است  وجود‌توابع‌مختلف‌گری‌روی‌یک‌

‌شده ‌مطرح ‌گری‌خاصی ‌توابع ‌شده، ‌اغلب‌مقالات‌ذکر ‌گری‌معردر ‌تابع ‌است‌که ‌تصدیق‌شده ‌و فی‌شده،‌اند

‌کدهای‌ثابتخاصیت‌انتقال‌دسته ‌دوری‌روی‌حلقای‌از ‌دستۀ ‌به ‌را ‌موردنظر ‌روی‌میدان‌متناهی،‌ۀ ‌کدها خاصی‌از

را‌به‌یک‌کد‌‌  دوری‌روی‌‌،‌‌هر‌کد‌منفی  مثلا‌در‌کار‌ولفمن‌ثابت‌شد‌که‌تابع‌گری‌شناخته‌شده‌روی‌.‌داراست

دوری‌‌بندی‌تمامی‌توابع‌گری‌که‌کدهای‌ثابت‌قیقاتی‌روی‌دستهتا‌کنون‌هیچ‌کار‌تح.‌دهد‌انتقال‌می‌  دوری‌روی‌

‌به‌کدهای‌ثابت ‌انجام‌نشده‌است‌دوری‌روی‌یک‌میدان‌متناهی‌منتقل‌می‌روی‌یک‌حلقه‌مشخص‌را ‌کنند، در‌این‌.

   ۀ‌مقاله‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌حلق
      

    
–عنوان‌تابعی‌که‌هر‌کد‌‌تابع‌گری،‌به   λ  و‌تعریف‌یک‌‌ λدوری‌‌ثابت

-(  λ)کند،‌قصد‌داریم‌تا‌با‌ارائه‌یک‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌‌منتقل‌می‌   دوری‌روی‌‌ثابت- را‌به‌کد‌‌  روی‌

‌کنیم‌میدر‌این‌راستا،‌ثابت‌.‌بندی‌آنها‌پرداخته‌و‌روی‌شرایط‌وجود‌آنها‌بحث‌کنیم‌،‌به‌دسته  های‌گری‌روی‌‌تابع

λباشد‌و‌  روی‌‌ ‌طول‌به‌گری‌تابع   λ  یک‌‌Φکه‌اگر‌  λ
 
 λ

 
    λ

   
‌‌داریم‌گاه‌آن‌      

  θ   λ
 

 
θ کنیم‌که‌اگر‌چنین‌ثابت‌می‌هم.‌شمارد‌را‌می‌‌ یعنی‌‌Φطول‌‌،  و‌ λگاه‌‌آن‌   

 
براین،‌‌علاوه.‌  

λ λ)در‌پایان‌یک‌.‌کنیم‌محاسبه‌می‌  تمامی‌چنین‌توابعی‌را‌روی‌
 

  

کنیم‌که‌در‌‌معرفی‌می‌  تابع‌گری‌روی‌–(

  .است‌‌  خواهی‌از‌‌پذیر‌دل‌عضو‌وارون‌λآن‌‌

 

   ۀ دوری و حلقکدهای ثابت: نیازهابرخی پیش

در‌.‌پردازیم‌می‌   ۀخواه‌را‌معرفی‌کرده‌و‌سپس‌به‌معرفی‌حلق‌دلۀ‌دوری‌روی‌یک‌حلق‌در‌این‌بخش‌کدهای‌ثابت

‌.‌کنیم‌ادامه‌برخی‌خواص‌این‌حلقه‌را‌یادآوری‌می

کد‌.‌است‌  ۀ‌،‌یک‌زیرمجوع روی‌‌ طول‌‌به‌ یک‌کد‌.‌خواه‌باشد‌متناهی‌دلۀ‌یک‌حلق‌ فرض‌کنید‌ .1تعریف 

‌.‌‌باشد‌  زیرمدول‌  را‌خطی‌گوییم‌هرگاه‌‌ 

–را‌‌ کد‌.‌باشد‌ پذیر‌از‌یک‌عضو‌وارون‌𝛼و‌‌است‌ روی‌‌ طول‌‌یک‌کد‌خطی‌به‌ فرض‌کنید‌ .2تعریف  𝛼ثابت

𝛼حالتی‌که‌‌در.‌                 𝛼 نتیجه‌دهد‌‌                دوری‌گوییم‌هرگاه‌   ‌،

𝛼کد‌را‌دوری‌و‌در‌حالتی‌که‌ ‌ .دوری‌گوییم،‌کد‌را‌منفی   

میدان‌متناهی‌از‌‌   چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌دو‌عدد‌طبیعی‌باشند‌   یک‌عدد‌اول‌و‌‌ فرض‌کنید‌ .8تعریف 

‌‌است‌  ‌ۀمرتب ‌حلق‌نمایان‌      و ‌گر ‌روی‌‌ای‌چندجملهۀ ‌‌   ها ‌متغیر ‌باشد‌ با ‌حلق‌   ۀحلق. ‌برابر ۀ‌را

‌قسمتی‌‌خارج

    
      

    
 

‌.کنیم‌تعریف‌می

‌حلق ‌مشخص‌است‌که ‌یک‌حلق‌  ۀ ‌انداز‌جابهۀ ‌از ‌متناهی ‌یکدار ‌و ‌جایی ‌است‌   ۀ ‌قضی. ‌بنابر ‌طرفی، ۀ‌از

XVII.5متعلق‌به‌‌ هر‌عنصر‌.‌است‌   ال‌ماکزیمال‌‌موضعی‌با‌ایدهۀ‌زنجیری‌و‌لذا‌یک‌حلقۀ‌یک‌حلق‌  ،‌[7]از‌‌

                صورت‌‌توان‌به‌را‌می‌  
‌      نوشت‌که‌‌    موضعی،‌ۀ‌چون‌در‌یک‌حلق.

پذیر‌است‌اگر‌و‌تنها‌‌وارون‌ ،‌عضو‌استپذیر‌حلقه‌‌ماکزیمال‌برابر‌مجموعه‌عناصر‌وارونال‌‌عناصر‌خارج‌از‌ایدهۀ‌مجموع

‌.‌    اگر‌
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 گری تابع   𝛌  و     تابع گری روی 

‌نیز‌تعریف‌می‌تابع–(  λ)پرداخته‌و‌‌   در‌این‌بخش‌به‌تعریف‌تابع‌گری‌روی‌ بخش،‌ۀ‌در‌ادام.‌کنیم‌گری‌را

‌.کنیم‌گری‌باشد‌بیان‌و‌اثبات‌می‌تابع–(  λ)یک‌‌‌،Φشرایط‌معادلی‌را‌برای‌این‌که‌یک‌تابع‌

‌ برای‌عضو‌.‌است‌   روی‌‌ با‌بعد‌‌   یک‌ماتریس‌‌  روی‌‌ طول‌‌به‌ 𝜙منظور‌از‌یک‌تابع‌گری .8تعریف 

                ‌که‌  ‌به‌متعلق
‌              با‌حاصلضرب‌بردار‌‌برابر‌را‌ ‌گری‌تصویر‌،   

‌نویسیم‌می‌حالت‌این‌در‌. 𝜙                  𝜙یعنی‌.کنیم‌می‌تعریف‌‌𝜙ماتریس‌در :𝜙    

 𝜙
 
    𝜙

 
      𝜙

   
  ‌در‌                چنین‌برای‌بردار‌‌هم.‌(   

‌نویسیم‌‌می‌ 

ϕ     ϕ
 

(  ) ϕ
 
       ϕ         

ϕ
 

(  ) ϕ
 
       ϕ         

ϕ
   

(  ) ϕ
   
       ϕ            

-(  λ)را‌یک‌‌𝜙تابع‌گری‌.‌باشند‌    پذیری‌از‌‌عضو‌وارون‌ و‌‌  پذیری‌از‌‌عضو‌وارون λ فرض‌کنید .8تعریف 

‌.باشد‌    ثابت‌دوری‌روی‌- ،‌یک‌کد‌‌𝜙وسیلۀ‌به‌  دوری‌روی‌‌ثابتλ تابع‌گری‌گوییم‌هرگاه‌تصویر‌هر‌کد‌

𝜎جایگشت‌.‌باشد‌ پذیری‌از‌‌عضو‌وارون‌λیک‌حلقه‌و‌‌ فرض‌کنید‌ .6تعریف 
λ

 صورت‌را‌به‌  روی‌‌‌

σ
λ
                λ                

‌.کنیم‌تعریف‌می‌

‌:ندا‌شرایط‌زیر‌معادل .7 ۀقضی

‌.است‌  تابع‌گری‌روی‌-(  λ)یک‌‌𝜙(‌الف

𝜙 λ   𝜎 داریم‌    برای‌هر‌(‌ب
 
 𝜙     .‌

  در‌                و‌هر‌بردار‌‌ برای‌هر‌عدد‌طبیعی‌(‌ج
𝜙 𝜎داریم‌‌ 

λ
     𝜎

 
 𝜙    .‌

تابع‌-(  λ)یک‌‌𝜙فرض‌کنید‌.‌کنیم‌را‌اثبات‌می(‌به‌ب(‌تنها‌الف.‌بدیهی‌است(‌به‌الف(‌و‌از‌ج(‌به‌ج(‌‌از‌ب‌: اثبات

‌ ‌    است‌و‌‌  گری‌روی‌ ‌طوری‌در‌نظر‌می‌   اکنون‌عدد‌طبیعی‌. .‌          گیریم‌که‌‌را

𝛿موجود‌است‌که‌‌  در‌‌𝛿،‌عضو‌[7]از‌‌XV.1بنابر‌لم‌
 
 λ‌.حال‌قرار‌دهید‌ 

    δ
   

 δ
   

   δ      

𝛿 ‌وسیلۀ‌بهمدول‌دوری‌تولید‌شده‌‌زیر-  همان‌‌ یعنی‌
   

 𝛿
   

   𝛿   مدول‌-  از‌‌  
توان‌‌می.‌است‌ 

 داشته‌باشیم‌    تابع‌گری‌است‌باید‌برای‌یک‌-(  λ)یک‌‌𝜙چون‌.‌دوری‌است‌ثابت-λیک‌کد‌‌ دید‌که‌

σ
 
 ϕ   δ

   
  δ

   
    δ      ϕ   δ

   
  δ

   
    δ    .  

‌عبارت‌دیگر‌باید‌داشته‌باشیم‌به

 ϕ
 

( δ
   

) ϕ
 
  δ

   
    ϕ

 
    

 ϕ
 

( δ
   

) ϕ
 
  δ

   
    ϕ

 
    

                ϕ
   

( δ
   

) ϕ
   
  δ

   
    ϕ

   
      

 ϕϕ
   

( ) ϕ
 
  δ

   
    ϕ

 
  δ  

ϕ
 

( )    ϕ
 
  δ

   
    ϕ

 
  δ  
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)‌

.       ϕ
   

( ) ϕ
   
  δ

   
    ϕ

   
  δ   

‌

𝛿 ‌داریم‌   و‌این‌که‌‌𝜙یک‌بودن‌‌به‌‌با‌توجه‌به‌یک‌
   

  𝛿
   

‌‌‌:داریمچنین‌‌هم.‌𝛿   و‌در‌نتیجه‌‌

σ
 
 ϕ     ϕ  δ

   
  ϕ  δδ     ϕ  λ   

‌.‌،‌حکم‌ثابت‌است خواه‌بودن‌‌با‌توجه‌به‌دل‌

                اکنون‌فرض‌کنید‌
‌باشد‌و‌قرار‌دهید‌  عضوی‌از‌‌   

    

    
   

 
 

        
        

   
      

 . 

‌علاوه‌قرار‌دهید‌‌به

              . 

قرار‌‌      برای‌ .‌     است‌و‌داریم‌‌    روی‌‌   های‌‌ماتریسۀ‌یک‌زیرحلقه‌از‌حلق‌  وضوح‌‌هب

‌دهیم‌‌می

   

 

 
 

   
   

 
 
 

   
   
ϕ   

 
 
  

 
 

 

‌قبل‌معادل‌است‌با‌این‌کهۀ‌حال‌شرط‌دوم‌از‌قضی

 λϕ  ϕ  .                                                              (1)  

 فرض‌کنید

ϕ   

        
        

 
      
      

   
                     

 . 

λاگر‌بنویسیم‌  λ
 
 λ

 
    λ

   
‌معادل‌است‌با‌‌(1)ۀگاه‌معادل‌آن‌    

 

 
 

λ
 

λ
 

 λ
 

 
 

λ
   

λ
   

λ
   

λ
   

   

    λ
  

 
 
 

        
        

 
      
      

   
                     

   

     

ϕ          
ϕ          

 
      
      

   
ϕ                       

                                                                    (2)  

λگاه‌‌باشد‌آن‌  روی‌‌ طول‌‌به‌تابع‌گری-(  λ)یک‌‌𝜙اگر‌ .3 ۀقضی
 

 
موجود‌‌   در‌‌𝛿و‌عضو‌غیر‌صفر‌  

λ برابر‌خواهد‌بود‌با‌‌𝜙ام‌ماتریس‌ است‌که‌سطر‌
 

   
𝛿 λ

 

   
𝛿   𝛿 . گاه‌داریم‌‌آن‌   چنین‌اگر‌‌هم 

λ
 
  .‌
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λ داریم‌(2)ۀ‌های‌رابط‌ام‌از‌ماتریس با‌برابر‌قرار‌دادن‌سطرهای‌: اثبات
 
هر‌ چنین‌برای‌و‌هم                

‌:داریم‌       که‌‌‌ 

λ
 
                 

 λ        =         توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌‌بنابراین‌می
 

ام‌ماتریس‌ گاه‌سطر‌‌آن‌          اکنون‌اگر‌.‌

𝜙کامل‌بودن‌ۀ‌که‌در‌تناقض‌با‌رتب‌میشودبرابر‌صفر‌‌𝜙پس‌داریم‌.‌است‌λ
 

 
‌𝛿          و‌با‌قرار‌دادن‌‌  

λگاه‌باید‌داشته‌باشیم‌‌‌آن‌   اکنون‌اگر‌.‌حکم‌ثابت‌است
 

 
λچون‌.‌  

 
‌   عضوی‌از‌گروه‌ضربی‌میدان‌‌

λاست‌پس‌باید‌مرتبه‌
 

.‌             است‌و‌داریم‌‌ مضربی‌از‌‌ اما‌.‌باشد‌    ای‌از‌‌شمارنده‌

λپس‌باید‌داشته‌باشیم‌
 
  .‌  ‌

λگاه‌باید‌داشته‌باشیم‌‌باشد‌آن‌  روی‌‌ طول‌‌به‌تابع‌گری-(  λ)یک‌‌𝜙اگر‌ .9 ۀقضی
 
چنین‌‌هم.‌   و‌‌‌  

 با‌‌استبرابر‌‌𝜙ام‌ماتریس‌     موجود‌است‌که‌سطر‌‌   در‌‌𝛾عضو‌

 λ
 

   
γ       λ

 

   
λ
 
δ   λ

 
γ  λ

 
δ γ   

 :داریم‌(2)ۀ‌های‌رابط‌ام‌ماتریس–     با‌برابر‌قرار‌دادن‌سطرهای‌: اثبات

λ
 
       λ        ϕ        , 

‌داریم‌       و‌برای‌

λ
 
         λ                . 

λ برابر‌است‌با‌‌𝜙ام‌ماتریس‌ با‌توجه‌به‌این‌که‌سطر‌
 

   
𝛿 λ

 

   
𝛿   𝛿 و‌‌λ

 

 
 ،‌داریم‌  

λ
 
       λ λ 

   
δ  λ

 

 
        , 

‌داریم‌       و‌برای‌

 λ
 
         λ λ 

     
δ        . 

λبنابراین،‌با‌ضرب‌کردن‌در‌توان‌مناسبی‌از‌
 
‌داریم‌ 

λ
 
       λ 

 
          λ λ 

   
δ, 

λ
 

 
       λ         λ

 
λ
 

   
δ, 

λ
 

 
         λ 

   
          λ λ 

   
δ. 

‌جمع‌زدن‌طرفین‌روابط‌بالا‌ λ  ‌داریمبا
 
λ
 

   
𝛿   ‌ .‌ λاما

 
‌‌ ‌غیرصفر‌هستند‌𝛿و .‌ λاگر

 
چنین‌‌و‌هم‌  

λو‌اگر‌‌شود‌میبرابر‌صفر‌‌𝜙ام‌ماتریس‌     گاه‌سطر‌‌آن‌          
 
عضو‌غیرصفری‌‌‌        و‌‌  

ۀ‌که‌در‌هر‌دو‌صورت‌با‌رتب‌شود‌میام‌آن‌ برابر‌مضربی‌از‌سطر‌‌𝜙ام‌ماتریس‌     گاه‌سطر‌‌‌باشد‌آن‌ 𝛾مانند‌

‌λداریماز‌این‌رو‌.‌در‌تناقض‌است‌𝜙کامل‌بودن‌
 
حال‌.‌است‌𝛾عضو‌غیرصفری‌مانند‌‌‌        چنین‌‌‌و‌هم‌  

λ  ‌توان‌از‌می
 
λ
 

   
𝛿 ،‌طول‌تابع‌گری‌یا‌ میدان‌یا‌همان‌ۀ‌و‌این‌یعنی‌مشخص‌   نتیجه‌گرفت‌که‌‌  

‌ .آید‌دست‌می‌هکه‌ادعا‌شده‌بود،‌ب‌چناننیز‌‌𝜙ام‌ماتریس‌     علاوه‌سطر‌‌به.‌شمارد‌را‌می‌ همان‌

λدر‌واقع‌.‌اندبندی‌شدهبه‌انواع‌مختلف‌دسته‌  وارون‌پذیرهای‌[‌1]در‌  λ
 
 λ

 
    λ

   
    ‌‌

λرا‌که‌
 
‌‌1ترین‌عددی‌بین‌کوچک‌ گوییم‌هرگاه‌  ،از‌نوع‌   λباشد‌که‌‌   تا

 
  ‌ چنین‌یادآوری‌‌هم.

‌کدهای‌ثابت‌می ‌طول‌‌کنیم‌که ‌‌ دوری‌به ‌که ‌ثابت   را ‌کد ‌ریش‌، ‌دوری‌با ‌تکراری‌گوییمۀ .‌ یک‌‌𝜙اکنون‌اگر

(λ  )-داریم‌‌6ۀ‌باشد،‌از‌قضی‌  روی‌‌ به‌طول‌‌تابع‌گری‌λ
 
علاوه،‌از‌‌به.‌باشد‌1باید‌از‌نوع‌‌λو‌از‌این‌رو‌‌‌  
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   ‌ ‌می‌ ‌طول‌کدهای‌ثابت‌نتیجه ‌که ‌مضرب‌‌شود ‌تابع‌گری، ‌توسط‌ ‌بنابراین‌چنین‌‌ دوری‌بدست‌آمده است‌و

‌.بندی‌شده‌است‌زیر‌جمعۀ‌مطالب‌بالا‌در‌نتیج.‌تکراری‌هستندۀ‌کدهایی،‌با‌ریش

کدهای‌‌ۀعلاوه‌هم‌به.‌موجود‌نیست‌  تابع‌گری‌روی‌-(  λ)گاه‌هیچ‌‌،‌آن   که‌ باشد‌‌ از‌نوع‌‌λاگر‌ .11 ۀنتیج

تکراری‌ۀ‌دوری‌با‌ریشتابع‌گری،‌کدهای‌ثابت-(  λ)یک‌‌وسیلۀ‌به‌  دوری‌روی‌دست‌آمده‌از‌تصویر‌کدهای‌ثابت‌هب

‌.هستند

‌.شود‌نتیجه‌می‌6ۀ‌اثبات‌آن‌از‌قضی.‌کنیم‌بندی‌می‌را‌رده‌  توابع‌گری‌روی‌-(  λ)،‌تمام‌11ۀ‌در‌نتیج

 :صورت‌است‌دینب‌  روی‌‌     با‌طول‌‌𝜙تابع‌گری‌-(  λ)هر‌‌.11 ۀنتیج

ϕ    λ
 

       
ϕ
 
   λ

 

 
ϕ
 
 ϕ

 
  

 که‌در‌آن

ϕ
 
  

λ
 

   
γ       λ

 

   
λ
 
δ  λ

 
γ  λ

 
δ γ

λ
 

   
δ                                     λ

 
δ             δ

 . 

روی‌‌1طول‌‌توابع‌گری‌به-        در‌این‌مثال،‌تمامی‌ .12مثال 
     

    
ۀ‌با‌نمادهای‌نتیج.‌کنیم‌را‌محاسبه‌می‌

λ،‌داریم‌11
 
  ‌،λ

 
از‌این‌رو‌چهار‌.‌هستند‌  دو‌عضو‌غیرصفر‌از‌‌𝛾و‌ 𝛿  چنین،‌‌هم.‌   و‌‌    ،‌  

𝛿در‌حالت‌اول‌داریم‌.‌دهد‌میحالت‌رخ‌  𝛾 ‌و‌بنابراین‌‌  

ϕ
 
  

   
    

 . 

𝛾در‌حالت‌دوم‌داریم‌   ‌،𝛿 ‌و‌بنابراین‌  

ϕ
 
  

   
   

 . 

𝛾در‌حالت‌سوم‌داریم‌   ‌،𝛿 ‌و‌بنابراین‌  

ϕ
 
  

   
    

 . 

𝛾در‌حالت‌چهارم‌داریم‌   ‌،𝛿 ‌و‌بنابراین‌  

ϕ
 
  

   
    

 . 

𝜙از‌این‌رو‌
 

‌،𝜙
 

‌،𝜙
 

𝜙و‌‌
 

روی‌‌1طول‌توابع‌گری‌به-        تمامی‌‌
     

    
‌.هستند‌

چنین‌شرایط‌لازم‌خوبی‌را‌برای‌وجود‌‌دست‌آوردیم‌و‌هم‌هتوابع‌گری‌را‌ب-(  λ)،‌فرم‌کلی‌تمام‌   گرچه‌برای‌

.‌در‌حالت‌کلی‌ساخت‌  تابع‌گری‌برای‌-(  λ)توان‌یک‌‌سختی‌می‌دست‌آوردیم‌ولی‌با‌چنین‌تحلیلی،‌به‌هاین‌توابع‌ب

λرا‌که‌‌  تابع‌گری‌روی‌-(  λ)توانیم‌یک‌‌در‌واقع‌دقت‌کنید‌که‌حتی‌می  λ
 
 λ

 
    λ

   
    ‌،

λ  λ λگسترش‌دهیم‌که‌      گری‌رویتابع‌-(   λ)به‌یک‌
 
راه‌حل‌این‌کار‌ساده‌است‌و‌نیازی‌به‌.‌  

در‌حالت‌کلی،‌به‌‌  تابع‌گری‌برای‌-(  λ)بیان‌آن‌نیست،‌مهم‌این‌است‌که‌این‌روند‌را‌نمی‌توان‌برای‌یافتن‌یک‌

‌.‌کار‌برد

توانی‌از‌‌    در‌بخش‌بعد،‌وقتی‌که‌.‌ای‌بپردازیم‌لهئدر‌حالت‌خاص‌می‌توانیم‌با‌روش‌دیگری‌به‌حل‌چنین‌مس

‌.‌سازیم‌می‌  روی‌‌ طول‌‌تابع‌گری‌به-(  λ)است،‌یک‌‌‌ عدد‌اول‌

𝜙گاه‌‌،‌آن     چنین‌‌باشد‌و‌هم‌  روی‌‌ طول‌‌تابع‌گری‌به-(  λ)یک‌‌‌𝜙بدیهی‌است‌که‌اگر‌ .18نکته 
 

‌

λ)است،‌یک‌‌𝜙سطر‌آخر‌‌ که‌متشکل‌از‌
 
‌است‌که‌در‌آن‌‌  روی‌‌ طول‌‌تابع‌گری‌به-(  
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λ  λ
 
 λ

 
    λ

   
     λ         

‌

      روی    به طول  تابع گری –(  𝛌)یک 

 ابتدا‌دقت‌کنید‌که‌اگر.‌سازیم‌می   روی‌‌ طول‌‌به‌تابع‌گری –(  λ)و‌یک‌‌‌    دهیم‌‌در‌این‌بخش‌قرار‌می

λ  λ
 
 λ

 
    λ

   
     

λگاه‌‌آن
 
 λ
 
λتوانیم‌بنویسیم‌‌رو‌می‌از‌این.‌    λ

 
 𝛼 که‌در‌آن‌‌α  λ

 
 λ

 
    λ

   
    ‌

‌وارون ‌‌عضو ‌از ‌است‌  پذیری .‌ ‌که ‌است ‌‌  بدیهی ‌بعد ‌با ‌برداری ‌فضای ‌‌ یک ‌که‌   روی ‌است

نظر‌‌که‌از‌بیان‌آن‌صرف‌استای‌‌هم‌دارای‌اثبات‌ساده‌10لم‌.‌استیک‌پایه‌برای‌آن‌‌                  

‌.کنیم‌می

λداریم‌‌  در‌ .18لم 
 
 λ

 

 
λ λ     ۀ‌و‌مجموع‌    

 
   λ

   
نیز‌یک‌پایه‌برای‌فضای‌برداری‌‌ 

‌.‌است‌   روی‌‌  

‌پایه ‌با ‌‌اکنون‌متناظر ‌‌ های ‌پای‌ و ‌یک‌ماتریس‌تبدیل ‌‌    ۀ ‌اگر ‌است‌که            موجود

     
‌باشد‌و‌  عضوی‌از‌‌   

                                  

λ       λ       گاه‌داریم‌‌آن
   

. 

λ λ)یک‌‌     .18 ۀقضی
 

 
‌‌ .است‌  روی‌‌ طول‌‌تابع‌گری‌به–(

𝜙قرار‌دهید‌: اثبات λ  ‌و ‌     
 

 
                برای‌هر‌.‌

‌دهیم‌می‌نشان‌  در‌‌   

ϕ λ   σ
 
 ϕ      

‌ ‌کنید ‌‌    ‌𝜙              فرض λ       λ       پس
   

‌ ‌چون‌. ‌طرفی از

λ
 
 λ

 

 
λ          λ       λبنابراین‌  

   
‌از‌این‌رو.‌

ϕ λ    ϕ                σ  ϕ     

‌‌.و‌اثبات‌تمام‌است

‌توجه‌به‌نکت ‌برای‌هر‌ۀ‌اکنون‌با ‌‌ قبل، ‌ساخت‌  روی‌‌ طول‌‌یک‌تابع‌گری‌بهتوان‌‌می‌         که حال‌.

در‌بالا،‌کار‌چندان‌راحتی‌نباشد‌اما‌به‌هر‌حال‌وجود‌چنین‌توابعی‌به‌اثبات‌‌    ممکن‌است‌محاسبه‌دقیق‌ماتریس‌

λاکنون‌در‌یک‌حالت‌خاص،‌فرض‌کنید‌.‌رسید  λ
 
.‌را‌دقیق‌محاسبه‌کنیم‌    خواهیم‌در‌این‌حالت‌‌می.‌  

 داریم‌       برای‌هر‌

λ
 
   

 
 
 λ

 

   
  

   

   

 

λ       λ       بنابراین‌اگر‌
   

                گاه‌‌آن‌
‌که‌در‌آن‌‌   

                              λ 

 آن‌برابر‌‌     ماتریسی‌است‌که‌درایه‌‌λ و‌
 
 
 λ

 

   
‌     که‌درایه‌‌λ توان‌دید‌که‌ماتریس‌‌اکنون‌می.‌است‌

        آن‌برابر‌
 
 
 λ

 

   
‌است‌و‌از‌این‌رو‌داریم‌‌λ است،‌وارون‌ماتریس‌‌

               λ                . 
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𝜙پس‌ماتریس‌   λیک‌‌(λ λ
 

 
 ‌ .است‌  روی‌‌ طول‌تابع‌گری‌به–(
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