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برای.یمکنرویآنتعریفمی کنیمویکاندازهنافشردگیرارامعرفیمی

کاربردقضایای و  بخشکاربرددرپیشنهادی، اعتبار با بهاینمقاله نامتناهیازارائهیکقضیه وجودجوابیکدستگاه

نقطهثابتداربوۀقضیتکنیکاندازهنافشردگیبههمراه پردازیموبااستفادهازنوعولترامی غیرخطیازانتگرالمعادلات

 .دهیمقضیهرانشانمیکاربرداینهاییکاراییوانتهاباارائهمثالدر.یمکناینفضاتضمینمی در اینجوابرا وجود

 
.ولتراانتگرالمعادلاتازستگاهنامتناهید داربو،نقطهثابتۀقضی،فضایفرشه،نافشردگیهایاندازه :واژههایکلیدی



 مقدمه

ندهستتعملگریدرفضاهایباناخوفرشهیابزارهایمفیدیدرنظریهمعادلاگهاینافشرداندازه چنیندرهم.

ودیفرانسیلیانتگرالمعادلاتمعادلاتانتگرال،،مشتقاتجزئیبامعادلاتتابعیکهشاملمعادلاتدیفرانسیلۀنظری

نقطهۀنقطهثابتداربونقشمهمیرادرنظریۀهاینافشردگیوقضیاندازه.کاربرددارند،ندهستکنترلبهینهنظریه

 در.شدبررسیتعریفو[5](0911)کاراتووسکیوسیلۀبهنافشردگیاندازهاولین.کنندثابتوکاربردهایآنایفامی

ارائهکمکاندازهنافشردگیقضیههداربوب0955سال دکهوجودنقاطثابترادرعملگرهایتراکمیتضمینکرایرا

[1]کردمی معادلاتدیفرانس ازهاینامتناهینظریهدستگاه. آنالیزغیرخطییالشاخهیمعادلاتانتگرالو مهماز

دهست انداز. معادلات وجود برای نافشردگیۀ معادلات انتگرال جواب دستگاه معمولی دیفرانسیل غیرخطی، هایو

نامتناهی [7]مثالطوربه)است گرفتهشده کاربه مختلفیمحققانوسیلۀبه دیفرانسیل ازمعادلاتمتناهیو ،[8]،

[9] ،[01] ببینید[05]، ازجملهمهندسیچنینهم(.را مکانیک،آنهاکاربردهایبسیاردرمسائلجهانحقیقیما

-فضایفرضکنید.(راببینید[00]،[02]،[00]،[0])عصبیدارندهایشبکهنظریهوانشعابییندهاانظریهفر

تمامدنبالهخطی هایحقیقیباشداز . [9]اولزویاخیراً تحتعنوانفرشهفضای[01]، )جدیدیرا , )C 




,0]یفضایتمامتوابعپیوستهرو) )  بامقادیریدر)استویککردهوخصوصیاتآنرابررسیبیان

رویاینفضاتعریفکردهاستنافشردگیۀانداز نقطهثابتداربوبهحلدستگاهنامتناهیازۀکمکقضیباسپس.

هتابعیرادرفضایفرشانتگرالپذیریمعادلاتحل[6]چنینلطیفاوهمکارانشهم.پرداختهاستانتگرالمعادلات

( )C ( )Nانتگرالهاینافشردگیبهحلدستگاهیازمعادلاتایازاندازهبررسیکردهوباتعریفخانواده

 .انددراینفضاپرداخته
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نافشردگیرویفضایفرشه اینمقالهیکاندازه )در , )NC 


باکمکآنوجودجوابکنمیمعرفی یمو

بررسیمی را نوعولترا معادلاتانتگرالغیرخطیاز نامتناهیاز مثالبراییکدستگاه ارائهدو با انتها در کنیمو

.دهیماربرداینقضیهرانشانمیک کاراییو

 ای  نمادگذاری و مطالب پایه
)فرضکنید.یمکنهایبعدیرابیانمیونمادهایموردنیازبخشبعضیازمفاهیمدراینبخش، ,||.||)E یک 

EXبرای،باشدفضایباناخحقیقی ۀ،مجموعXو ConvXمحدبغلافترتیببستارورابهXنامیممی. 

 این،علاوه خانوادEMبر دارناتهیهایزیرمجموعهۀهمۀرا کران EN وE و همخانوادهزیررا  ۀشامل

.گیریممینظردرEفشردهطورنسبیبههایزیرمجموعه

:نگاشت. [2] .1 تعریف E  Mنافشردگیدرۀدازانار Eشرایطصدقکنداینهرگاهدرنامیم:

kerخانواده.0 ={ : ( ) = 0}EX X M kerوناتهیباشد  E N، 

Xاگر.2 Yآنگاه( ) ( )X Y ،

1.( ) = ( )X X   ،

0. ( ) = ( )ConvX X ،

:برقرارباشدرابطهاین[0,1]هرازایبه.5

 ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ),X Y X Y           

nn هرکهبرایطوریباشدبهEM تهازسهایبمجموعهایازدنباله    اگر.6 XX 1  1,2,=nو 

lim ( ) 0n
n

X


گاه،آن
1

= n

n

X X






. 

  ،nبرایهراستوچونگینافشردۀاندازگرهستهبیانتعریفشده(0)کهدرkerزیرخانواده

=1

( ) = ( ) ( )n n

n

X X X  


   

 پس
1

( ) = 0n

n

X




kerXنبنابرایو .

داشتهباشیم(6)الی(0)نامیمهرگاهعلاوهبرشرایطمنظممینافشردگیۀرااندازچنینهم

7.( ) max{ ( ), ( )}X Y X Y  ،

8.( ) ( ) ( )X Y X Y    ،

:داشتهباشیمازایهربه.9

( ) | | ( ),X X     

01..ker E N

Eباناخبستهومحدبازفضای،دارناتهی،کرانزیرمجموعهCفرضکنید،[7( ]نقطهثابتداربوۀقضی) .7ۀ قضی

و رویۀیکاندازباشد CCFچنینمه .باشدEنافشردگی :بهیکنگاشت باشد  ثابتکهطوریپیوسته

[0,1)k زیروجودداشتهباشدباخاصیت: 

( ) ( ),FX k X X C     

.داردنقطهثابتیکFدراینصورت
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محدبهاسدورفباشدوفضایتوپولوژیکیخطیموضعاEًکنیدفرض،[1](نقطهثابتتیخونوفۀقضی).3ۀ قضی

CناتهیمحدبازمجموعۀیکزیرEو:F C Eنامساویصدقاینکهدرطورییکنگاشتپیوستهباشدبه

:کند

( ) ,F C A C   

.حداقلیکنقطهثابتداردFگاهتابعآن.فشردهاستAکهدرآن

 :دراینصورتگوییم.فضایبرداریتوپولوژیکیباشدیکXکنیدفرض ،[06].4 تعریف

.شدهباشدالقایکمترپایایکاملۀوسیلآنبهفضاستاگرتوپولوژی-FیکX(الف

.باشدطورموضعیمحدب فضایبه-FیکXیکفضایفرشهاستاگرX(ب

Eiضربدراینصورتفضایحاصل.باشدباناخفضایi،iEهربرایفرضکنید .5 مثال
i



بامترتعریف

وسیلۀبهشده
( , )1

( , ) = sup{ : }
1 ( , )2

d x yi i id x y i
i d x yi i i




رآندکه

( , ,...), ( , ,...)
1 2 1 2

x x x y y y Ei
i

   


 .استفرشهضایفیک

0T فرضکنیداکنون 0])چنینفرضکنیدهم.باشدثابت, ] )NC Tباناخشاملتمامتوابعحقیقی فضای

,0] روی تعریفشده پیوسته ]NTهمراهبانرم= {| ( ) |: [0, ] }Nf sup f x x T || ۀمجموعزیر دانیممی.باشد||

,0])ازXتهینا ] )NC Tاست 0M اگرکراندار به باشد برایطوریموجود fهرکه Xباشیم داشته

f M|| ||.

.فشردهاستطورنسبیبهNکرانداردرۀهرمجموع.  6 یادآوری

,0])از کراندار ناتهیوۀیکزیرمجموعXفرضکنید. 2 تعریف ] )NC Tاینصورتبرایهر در.باشدx Xو 

0هر کنیمتعریفمی

0 ( , ) sup{| ( ) ( ) |, , [0, ] , {| |, 1,2,..., } },T N

i ix x t x s t s T max t s i N         

1کهدرآن 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )N Nt t t t s s s s . 

0 0
0

( ) lim ( , ).T TX X





    

دراینصورت
0

T0])نافشردگیمنظمدرفضایۀانداز یک[9]بنابه, ] )NC Tاست.

.بهمترزیرمجهزشدهباشدفرضکنید ،[9] .2 یادآوری

1
( , ) = { : },

2 (1

i i

i

i i

a b
d a b sup i

a b





 

| |

| |)
 

درآن )که ), ( )i ia a b b    صورت. این است فضای یکفضای در دنباله برای .فرشه هر

( )ia a  می )دهیمقرار )i ia a  ,0])فضایاکنون. ] , )NC T پیوسته توابع تمام رویشامل

[0, ]NTبامقادیریدربرایهر .رادرنظربگیرید
1( ( ,..., )) ([0, ] , )N

i Nx x t t C T  دهیمقرارمی

( )i ix x برایهر استکه،واضحi   ،( ) ([0, ] )N

i x C T .

,0])چنیناگرهم ] , )NX C T گاهبرایهرآنi دهیمقرارمی( ) { ( ) : }i iX x x X  .

,0])فضای ] , )NC T استمجهزبهمترزیر.

1: ( ,..., ) [0, ] },N

Nt t t T  
1 1( , ) = { ( ( ,..., ), ( ,..., ))

TC N Nd x y sup d x t t y t t  

.وقتیکه , ([0, ] , )Nx y C T 

0 0( , ) sup{ ( , ), },T TX x x X    
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 نتایج اصلی
)فرشهدراینبخشبهمعرفیفضای , )NC 


پردازیمبرخیازخواصآنمی وتوصیف ۀسپسیکانداز.

نتایجموردنظرتعمیمی.یمکننقطهثابترابیانمیۀقضیکنیموباکمکآنیکفضامعرفیمینافشردگیرویاین

.کنیمصرفنظرمیازذکرجزئیاتآنرو،ازاینندوهست[9]ازمطالبارائهشدهدر

)فرضکنید , )NC 


Nپیوستهتعریفشدهرویتوابعفضایتمام


فضا این .باشندبامقادیریدر

:صورتاستدینایازنیمنرمهابمجهزبهخانواده

| | sup{| ( )( ) |: , [0, ] },T N

ix x t i T t T    

Tوقتی .صورتاستدینفضابامترتعریفشدهبچنیناینهم:

1
( , ) = sup{ : }

2 (1

T

c T T

x y
d x y T

x y




 

| |

| | )
 

,وقتیکه ( , )   Nx y C 

فرشهاستفضای،یک.

)طورنسبیفشردگیدروبههمگرایی , )NC 


.شوندمی سازیباشرایطزیرمشخص

)ۀدنبال .0 )nxهمگرابهxدر( , )NC 


iهربرایاگراگروفقطاست  0هروT ( )i nxطور به

)همگرابه یکنواخت )i x0]روی, ]NTباشد.

,ۀزیرمجموع .2 )  ( NX C 

هربرایاگرطورنسبیفشردهاستاگروفقطبهi 0هروT مجموعه 

)توابع )i X0]کراندارروییکنواختطوربهوپیوستههم, ]NTباشد.

0Tهربرایچنینهم نوشتتوانمی:

lim ( , ) 0 lim ( , ) 0.
TC n C n

n n
d x x d x x

 
    

Zناتهیۀزیرمجموع.2 تعریف  1,2هربرایشوداگرمیکراندارنامیده,...i 

sup{| ( ) |: } .i z z Z    

NازYمجموعۀزیر 

 اگرشودمیکراندارنامیدهY0]صورتبهایمشمولدرمجموعه, ]NT Zباشدکه

0T وZدراست )ناتهی مجموعۀزیر .کراندار )  NX C 

 نامیده هرمی کراندار برای اگر شود

i 0وهرT مجموعهتوابع،( )i X0]کرانداررویطوریکنواختهب, ]NTباشد،یعنی 

1{| ( )( ) |: ( ,..., ) [0, ] , } .N

i Nsup x t t t t T x X      

کنیدفرض ادامهدر
( )NC 

 
Mدرکرانداروناتهیهایزیرمجموعههمهۀخانواد( )NC 

 چنینهمو

( )NC 
 

Nازفشردهطورنسبیهایناتهیوبهایاززیرمجموعهزیرخانواده( )NC 

 نافشردگیاندازه.باشد

)فضایدر0منظم )NC 

 برایاینمنظورفرضکنید.کنیمتعریفمیصورتدینبرا: (0, )N

ip   

هربرای.ایازتوابعباشددنباله
( )NC

X 
 

Mدهیمقرارمی:

0 0( ) sup{ ( ,..., ) ( ( )) : },T T

i iX p T T X i     

0 0( ) sup{ ( ) : 0}.TX X T     

.یمکنمیبیانرا0اساسیخواص 01ۀقضی در

0نگاشت ،[9].12ۀ قضی ( )
: [0, ]NC 

 
  Mکندصدقمی شرایطزیر در.

0.0( ) 0X وفقطاگر اگرXنسبیفشردهاز طوربهمجموعۀزیر( )NC 

 ،باشد

Xاگر.2 Y0گاهآن 0( ) ( )X Y ،
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1.
0 0 0( ) ( ) ( )X ConvX X  ،

داریم[0,1]هربرای.0

0 0 0( (1 )) ( ) (1 ) ( ),X X Y          

)اگر.5 )nXبستهازهایاززیرمجموعهایدنباله
( )NC 

 
M1,2هرکهبرایطوریباشدبه,...n 

1n nX X و
0lim ( ) 0n

n
X


 گاهاشتراکآن

1

n

n

X X






است، ناتهی

0داریمهربرای.6 0( ) | ( )X X    ،

7.0 0 0( ) ( ) ( )X Y X Y   ،

8.
0 0 0( ) { ( ), ( )}X Y max X Y   .

)فضای روی0نافشردگیتوجهکنیدکهاندازه )NC 

 استمقدار ممکن رابپذیرد. 

)فضایفرشهنقطهثابتداربورویۀدرزیرنوعدیگریازقضی )NC 

 کنیمرابیانواثباتمی.

کنید.11ۀ قضی زیرCفرض فضای کراندار،ناتهی،مجموعۀیک از محدب و )بسته )NC 

 و باشد

0( )C .چنینفرضکنیدهم:F C C0,1]ثابتنگاشتپیوستهباشدوعددیک)q موجودباشد

داشتهباشیمCازXناتهیمجموعۀطوریکهبرایهرزیربه

0 0( ) ( ),FX q X                                                      (0)  

.داردCیکنقطهثابتدرمجموعهFدراینصورت

0Cفرضکنید:اثبات Cۀ،دنبال{ }nC0سازیمکهبرایهرراطوریمیn ،1 ( )n nC Conv FC .

چنینداریمهم

1 0 0( ) .C Conv FC C C    0 0 ,FC FC C C    

:مذکورداریمباادامهروند

0 1 1... ... .n nC C C C       

0N اگرعددطبیعی  0 کهطوریوجودداشتهباشدبه( ) 0NC گاهآنNC بنابراین .طورنسبیفشردهاستبه
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m m

C q C
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دنبال }ۀچون }mC است تو در اینتو رو،از شرط از استفاده 5)با انداز( میۀتعریف نتیجه کهنافشردگی گیریم

1

m

m

C C






 محدبو بسته، ،C C است استFنگاشتتحت،Cچنینهم. پایا اکنونازقضیه.
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 های نامتناهی معادلات انتگرال غیرخطی ازنوع ولتراکاربرد دستگاه
)رویفضایشدهنافشردگیتعریفۀچگونهاندازکهدهیمنشانمیبخشدراین )NC 
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.فرضیاتبرقرارباشداینفرضکنید.13ۀ قضی

:تابع.0 N

N

 M0هروبرایپیوستهاستT مجموعه
[0, ]

( )
Nt T

t


کرانداراست.

iهربرای.2 نگاشت ،: N

if    است برای پیوسته 0Tهر و توابع خانواده

1 2( , ){ ( , , )}i y z B Bf t y z  
(1 2,B Bروی(هستندازکرانداریهایزیرمجموعهN0]هایحجره, ]NT

,علاوهتوابعنامنفیبه.پیوستهاستهم : N

i ia b   1برایهر کهطوری بهوجوددارند  1, , ,y z y z و
Nt رابطهبرقرارباشداین:

1 1 1 1| ( , , ) ( , , ) | ( ) | | ( ) | | .i i i if t y z f t y z a t y y b t z z      

iهربرای.1 ، نگاشت: N

ig 

  است برای پیوسته 0Tهر و خانواده توابع،

[0, ]
{ ( , )} Ni t T
g t u


Zکراندارمجموعۀزیرروی چنینبرایهرهم.پیوستهاستهمi خانوادهتوابع،

{ ( , )}i u Zg t u رویN0]هایحجره, ]NTکراندارمجموعۀزیربرایهرZ علاوهبرایبه.استپیوستههم

iهر تابع: N

id  هرکهبرایطوریبهداردجودوNt وهر,i iu v رابطهبرقراراستاین:

1 2 1 2| ( , ( , ,...)) ( ,( , ,...)) | ( ) | | .i i i i ig t u u g t v v d t u v    

iبرایهر.0 نگاشت،: ( )
N

N

i

t

h t









   فرضکنید.پیوستهاستZکراندارۀزیرمجموع

از باشددلخواهی iهربرایکنیدفرضچنینهم. 0هروT  توابع خانواده،

( , ) ( )
{ ( , , )}

Nt

i y u t
h t y u

 

  
,0]هایحجرهNروی ]NTتوابعخانوادهوپیوستههم

( , ) ( )
{ ( , , )}

N

Nt

i t y t
h t y u



 

  
 پیوستههمZروی باشند به. پیوستهعلاوه :تابع N

ic   ( )i 

کهطوریوجودداردبه

1 2

( )

| ( , , ( ( ( )), ( ( )),...)) ) | ( ),i i

t

h t y u y u y dy c t


    

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

23
7 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
14

00
.7

.2
.1

.9
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-1

2-
12

 ]
 

                             6 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.237
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1400.7.2.1.9
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2760-en.html


)فرشهیفضا رویازنوعولتراالغیرخطیانتگرمعادلاتنامتناهیهایدستگاهیهاجوابوجود , )NC 


743 

Ntکهدرآن و: ( )
N

N

t

t







  استپیوستهتابعی.
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{ ( ), | ( ) | ( ), }.N

i iQ u C u t r t i
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 است.
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داریم(0)الی(2)کارگیریفرضیاتبرایاینمنظور،بابه

,1 ,2 ,1 ,2

( )
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Fu t Fu t f t g t u t u t h t y u y u y dy 
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.
1 2

( )

( , , ( ( ( )), ( ( )),...)) ) |i

t

h t y u y u y dy


    

داریم(0)و(1)هایکمکشرطدرنتیجهبه

| ( )( ) ( )( ) |i n iFu t Fu t   

,1 ,2 1 2
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sup ( ) | ( , ( ( ), ( ),...)) ( , ( ( ), ( ),...)) |
N

i i n n i
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a t g t u t u t g t u t u t


   

,1 ,2 1 2
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i i n n i
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T T T
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وچونخانوادهتوابع(0)و(1)بااستفادهازمفروضات
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