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نامساوی تغییراتی روی مجموعه نقاط ثابت مشترک  ۀلئحل مس
 ای از عملگرهای نیم انقباضی خانواده

 
‌محمد‌اسلامیان
‌بهشهرگروه‌ریاضی،‌‌دانشگاه‌علم‌و‌فناوری‌مازندران،

‌96/99/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌66/69/19دریافت‌‌‌

 چکیده
له‌ئاین‌مقاله،‌با‌استفاده‌از‌روش‌تندترین‌کاهش‌ترکیبی‌و‌الگوریتم‌چسبندگی،‌الگوریتم‌جدیدی‌را‌برای‌حل‌مس‌در

این‌الگوریتم،‌همگرای‌قوی‌به‌عضو‌مشترک‌از‌مجموعه‌نقاط‌‌وسیلۀ‌بهتولید‌شده‌‌ۀدنبال‌.دهیم‌می‌ارائهنامساوی‌تغییراتی‌

‌خانواده ‌مشترک ‌‌صفر ‌عملگرهای ‌از ‌خانو‌قویاًای ‌مشترک ‌ثابت ‌نقاط ‌مجموعه ‌و ‌معکوس ‌عملگرهای‌‌دهایکنوای ‌از ای

‌‌نیم ‌استانقباضی ‌دنبال‌چنین‌نشان‌می‌هم. ‌‌ۀدهیم ‌شده ‌یک‌جواب‌مس‌این‌وسیلۀ‌بهتولید ‌همگرای‌قوی‌به له‌ئالگوریتم

ای‌متناهی‌از‌عملگرهای‌شبه‌‌ناانبساطی‌و‌اکید‌شبه‌انقباضی‌‌‌خانواده‌نامساوی‌تغییراتی‌روی‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌مشترک

منظور‌یافتن‌‌له‌نقطه‌ثابت‌مشترک‌شکافتنی‌بهئدر‌پایان‌کاربردهایی‌از‌این‌نتایج‌برای‌حل‌مس.‌استدر‌یک‌فضای‌هیلبرت‌

که‌‌‌چنان‌های‌اکید‌شبه‌انقباضی‌در‌یک‌فضای‌هیلبرت،‌اده‌متناهی‌از‌نگاشتعضوی‌در‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌مشترک‌خانو

های‌ناانبساطی‌‌قرار‌گیرد،‌‌ای‌از‌نگاشت‌در‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌مشترک‌خانواده‌کراندارتصویر‌آن‌تحت‌یک‌عملگر‌خطی‌‌و

‌.دهیم‌می‌ارائه

‌

‌.یکنوای‌معکوس‌قویاًهای‌نیم‌انقباضی،‌نقطه‌ثابت،‌عملگرهای‌‌نگاشت‌له‌نامساوی‌تغییراتی،ئمس: یکلیدی هاواژه

 
‌مقدمه

‌.باشدH یک‌زیر‌مجموعه‌محدب،‌بسته‌و‌ناتهی‌از‌فضای‌هیلبرت‌‌Cفرض‌کنید‌

‌     ست‌از‌یافتن‌عضوی‌مانند‌‌ا‌له‌نامساوی‌تغییراتی‌عبارتئمس.‌عملگری‌دلخواه‌باشدF: H H ‌اگر

‌که‌طوری‌به

               ,           

‌.شود‌نمایش‌داده‌می‌VI(F,C)له‌با‌ئهای‌این‌مس‌مجموعه‌جواب

‌سال ‌مس‌در ‌‌های‌نامساوی‌تغییراتی‌به‌لهئهای‌اخیر ‌آنالیز،‌‌‌بررسیمنظور ‌از ‌شده ‌مسایل‌برگرفته ‌وسیعی‌از انواع

‌(.را‌ببیند‌[3]،‌[2]،‌[9]‌عنوان‌نمونه‌مراجع‌به)سازی،‌اقتصاد‌و‌علوم‌مهندسی‌استفاده‌شده‌است‌‌بهینه

‌که‌‌طوری‌به‌موجود‌باشد‌ L > 0را‌‌پیوسته‌لیپشیتزی‌گوییم‌هرگاه‌ثابتی‌مانند‌‌F: H Hعملگر‌‌.1تعریف 

                                     H 

‌.را‌انقباضی‌گوییم‌F،‌عملگر      را‌ناانبساطی‌و‌اگر‌‌Fعملگر‌    اگر‌

‌را‌یکنوا‌گوییم‌هرگاه‌‌F: H Hعملگر‌

                                           H. 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 که‌طوریموجود‌باشد‌به‌0 <  گوییم‌هرگاه‌ثابتی‌مانند‌ یکنوا‌قویاًرا‌‌ F: H Hعملگر

                                                   H. 

 که‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌0 <  گوییم‌هرگاه‌ثابتی‌مانند‌ یکنوای‌معکوس‌قویاًرا‌‌‌F: H Hعملگر‌

                                                        H. 

‌ یکنوای‌معکوس،‌قویاًتوجه‌داریم‌هر‌عملگر‌ ‌و ‌استلیپشیتزی‌‌پیوستهعملگری‌یکنوا شویم‌که‌‌چنین‌متذکر‌می‌هم.

‌.[ 4]‌یستن‌یکنوا‌‌قویاًکه‌‌‌طوری‌موجودند‌به‌یکنوای‌معکوسی‌‌قویاًعملگرهای‌

‌ Cتوجه‌داریم‌مجموعه.‌T(x)=xگاه‌‌گوییم‌هر‌Tثابت‌‌ۀرا‌یک‌نقطx ‌ۀنگاشتی‌دلخواه‌باشد،‌نقط‌T: H Hاگر‌

با‌استفاده‌از‌این‌ایده،‌.‌عنوان‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌یک‌عملگر‌در‌نظر‌گرفته‌شود‌تواند‌به‌نامساوی‌تغییراتی‌می‌مسئلۀدر‌

‌که‌طوری‌به‌         ست‌از‌یافتن‌ا‌را‌در‌نظر‌گرفت،‌که‌عبارت‌‌VI(F, Fix(T))مسئلۀیامادا‌

               ,                

‌:‌دکر‌ارائه‌که‌به‌الگوریتم‌تندترین‌کاهش‌ترکیبی‌شهرت‌داردرا‌الگوریتم‌این‌‌[6]‌،[5]،‌یامادا‌مسئلۀمنظور‌حل‌این‌‌به‌

                 

مناسب‌‌تحت‌بعضی‌شرایط.‌استعملگر‌نا‌انبساطی‌‌Tیک‌عملگر‌لیپشیتزی‌پیوسته‌و‌یکنوای‌قوی‌و‌Fکه‌در‌آن‌

‌.است‌VI(F, Fix(T))فرد‌‌همگرای‌قوی‌به‌جواب‌منحصر‌به‌{  }‌ۀ،‌یامادا‌نشان‌داد‌که‌دنبال{  }روی‌

دانان‌‌ریاضی‌وسیلۀ‌به‌تغییراتیهای‌‌نامساوی‌‌مسئلۀمنظور‌حل‌‌در‌سال‌های‌اخیر‌الگوریتم‌تندترین‌کاهش‌ترکیبی‌به

‌(.را‌ببیند[‌99]-[9]‌عنوان‌نمونه‌به.‌)است‌بررسی‌شدهزیادی‌

‌تیان‌و‌جیانگ‌2699در‌سال‌ ‌الگوریتم‌‌[4]، ‌از ‌استفاده ‌برای‌حل‌این‌‌تندترین‌کاهش‌ترکیبیبا ‌مسئلۀالگوریتم‌را

VI(Fix(T), F) دادند‌ارائه‌:‌

   
                  
                         

  

‌Tکه‌در‌آن ‌‌ ‌است‌یکنوای‌معکوس‌قویاًعملگر‌‌Fنگاشت‌ناانبساطی‌و ‌همگرایی‌ضعیف‌دنبال. به‌جواب‌‌مذکور‌ۀآنها

‌.دندکررا‌اثبات‌‌مسئلۀ

‌μگوییم،‌هر‌گاه‌ثابتی‌مانند‌[92]انقباضی‌را‌نیم‌      نگاشت‌.2تعریف ‌ ‌که‌طوری‌بهموجود‌باشد‌‌      

                                           

‌μاگر ‌.را‌شبه‌ناانبساطی‌گوییم‌Tگاه‌نگاشت‌‌،‌‌آن  

μگوییم،‌هرگاه‌ثابتی‌مانند‌‌[93]‌انقباضیرا‌‌اکید‌شبه‌      نگاشت ‌که‌طوری‌بهموجود‌باشد‌‌      

                                                 

‌شبه‌ناانبساطیهای‌نگاشت‌های‌اکید‌شبه‌انقباضی،‌نگاشت‌‌ها‌مانند‌انقباضی‌رده‌‌وسیعی‌از‌نگاشتنیم‌های‌نگاشت

‌.شوند‌را‌شامل‌می‌های‌نا‌انبساطی‌نگاشت‌و

یک‌‌این‌مقاله‌با‌استفاده‌از‌روش‌تندترین‌کاهش‌ترکیبی‌و‌الگوریتم‌چسبندگی،‌الگوریتم‌جدیدی‌را‌برای‌حل‌در

‌ ‌خانواده ‌عملگرهای‌نیم‌دهاروی‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌مشترک‌خانو‌نامساوی‌تغییراتیهای‌‌مسئلۀاز ‌ارائهانقباضی‌‌ای‌از
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌921انقباضی‌عملگرهای‌نیمای‌از‌‌حل‌مسئلۀ‌نامساوی‌تغییراتی‌روی‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌مشترک‌خانواده

در‌پایان‌‌.کنیم‌را‌اثبات‌می‌مسئلۀاین‌الگوریتم‌به‌جواب‌‌وسیلۀ‌بهتولید‌شده‌‌ۀقوی‌دنبال‌همگراییچنین‌‌هم.‌دهیم‌می

‌.دهیم‌می‌ارائهنقطه‌ثابت‌مشترک‌شکافتنی‌‌‌مسئلۀکاربردهایی‌از‌این‌نتایج‌برای‌حل‌

 

هازپیشنیا  

‌ا ‌یادر ‌به ‌بخش ‌ین ‌دآوری ‌مفاهیم ‌لمبرخی ‌‌و ‌مقدماتی ‌های ‌که ‌در ‌انتایج ‌اصلی ‌مقاله ‌ستفااین ،‌شوند‌میده

 .یمدازمیپر

یک‌‌    اگر‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌     و‌‌نرم‌‌       را‌یک‌فضای‌هیلبرت‌با‌ضرب‌داخلی‌ H در‌سراسر‌این‌مقاله

‌    را‌با‌‌ به‌‌    قوی‌‌و‌همگرایی‌    را‌با‌‌ به‌‌     همگرایی‌ضعیف .باشد‌    و‌ Hدنباله‌در

دراین‌صورت‌عضو‌یکتایی‌.‌باشد‌   و‌ H ای‌محدب،‌بسته‌و‌ناتهی‌از‌زیرمجموعه‌ Cفرض‌کنید‌.دهیم‌نمایش‌می

‌‌ Cبه‌   را‌تصویر‌متریک‌از   .                 ،    برای‌هر‌که‌طوری‌بهوجود‌است‌‌م‌‌    مانند‌

‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌ PC =  ‌    ،برای‌هر.‌دهیمنشان‌می      با‌‌نامیم‌و‌می

                                  

‌(.را‌ببینید‌[94]برای‌جزییات‌)‌‌         و‌‌استنگاشتی‌ناانبساطی‌‌       چنین‌هم

‌‌‌ {xn}ۀبسته‌در‌صفر‌گوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌دنبال‌را‌نیم‌I-Uگاه‌‌نآنگاشت‌دلخواه‌باشد‌‌ U : H Hاگر‌. 9تعریف 

‌.    داشته‌باشیم‌‌‌                     ‌و‌     با‌شرایط‌‌Hدر‌

‌.استبسته‌‌در‌صفر‌نیم‌I-Uدر‌این‌صورت‌ .انقباضی‌باشد‌اکید‌شبه‌- ،‌نگاشتی‌U : H Hفرض‌کنید‌:‌[95]  .1 لم

‌.است،‌محدب‌و‌بسته‌Uگاه‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌‌آن.‌انقباضی‌باشد‌نگاشت‌نیم‌U : H Hاگر‌:‌[96]‌ .2 لم

 ‌          و‌    نیم‌انقباضی‌باشد‌‌آنگاه‌برای‌هر‌‌- نگاشت‌‌‌ U : H Hاگر‌:‌‌[99] .9 لم

                 
   

 
          

‌که‌طوری‌بهموجود‌باشد‌‌       را‌نگاشت‌میانگینی‌گوییم،‌هرگاه‌ثابتی‌مانند‌‌      نگاشت‌‌.4تعریف 

            , 

‌.استنگاشت‌ناانبساطی‌‌     نگاشت‌همانی‌و‌‌     که‌در‌آن‌

‌صورت‌در‌این.‌باشد‌نگاشتی‌دلخواه‌T: H Hو‌‌یک‌فضای‌هیلبرت‌Hفرض‌کنید‌ :[91] .4لم 

نگاشت‌‌I – Tناانبساطی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌ (الف
 

 
‌.‌یکنوای‌معکوس‌باشد‌قویاً‌‌-‌ 

،‌‌αTنگاشت‌0α<برای‌هر‌‌گاه‌باشد،‌آن‌یکنوای‌معکوس‌قویاً‌-βنگاشت‌T اگر‌‌(ب
 

 
‌.است‌یکنوای‌معکوس‌قویاً‌-‌ 

نگاشت‌‌I – Tمیانگینی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌- αنگاشت‌α   (0,1)‌،Tبرای‌(‌ج
 

 α 
‌.یکنوای‌معکوس‌باشد‌قویاً‌-‌ 

‌‌که‌طوری‌بهمنفی‌باشند‌‌یک‌دنباله‌از‌اعداد‌حقیقی‌نا{  }فرض‌کنید‌‌:[91]‌ .5 لم

      (1 -    )    +          n 0, 

‌:کنند‌که‌در‌شرایط‌زیر‌صدق‌‌می‌است‌ℝای‌در‌‌دنباله‌{  }و‌‌(    یک‌دنباله‌در‌      که‌در‌آن

   .(‌الف
                ‌

        یا                  (‌ب
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌922
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌.          ‌ 0=گاه‌آن

‌{n}از‌‌{ni}مانند‌ای‌‌،‌زیردنبالهi   ℕبرای‌هر‌‌که‌طوری‌بهیک‌دنباله‌از‌اعداد‌حقیقی‌باشد‌‌ {sn}اگر‌:[26] .6 لم

و‌     (n)   که‌طوری‌بهموجود‌است‌ℕ   {(n) } گاه‌زیردنباله‌نا‌نزولی‌مانند‌‌آن.‌       >   موجود‌باشد‌که

‌(‌کافی‌بزرگ‌ۀو‌به‌انداز)‌n   ℕبرای‌هر‌

                                

‌در‌حقیقت‌

 (n) = max {k  n :    <      }. 

αو‌‌‌‌x, y  گاه‌برای‌هر‌‌آن‌.یک‌فضای‌هیلبرت‌باشد‌ Hاگر‌:[94] .7 لم  داریم‌      

                   + (1-  )                    
 

 نتایج اصلی

‌‌مسئلۀاین‌بخش‌با‌استفاده‌از‌روش‌تندترین‌کاهش‌تقریبی‌و‌الگوریتم‌چسبندگی‌الگوریتم‌جدیدی‌را‌برای‌حل‌‌در

‌.می‌دهیم‌ارائهنامساوی‌تغییراتی‌روی‌مجموعه‌نقاط‌ثابت‌خانواده‌ای‌متناهی‌از‌عملگرهای‌نیم‌انقباضی‌‌

‌ i   {1, 2, …, m}یک‌فضای‌هیلبرت‌و‌برای‌هر H فرض‌کنید‌.1 ۀقضی ،Fi : H Hقویاً‌-   های‌‌نگاشت‌‌‌

چنین‌‌هم.‌بسته‌است‌در‌صفر‌نیم‌‌Ti - Iکه‌طوری‌بهانقباضی‌باشند‌نیم–‌  های‌نگاشت‌Ti :H Hیکنوای‌معکوس‌و‌

      )= Ωفرض‌کنید‌‌
              

         
‌‌ Hیک‌خود‌نگاشت‌انقباضی‌روی‌fفرض‌کنید‌‌.   

‌و‌با‌الگوریتم‌‌H     ‌ۀوسیل‌هتولید‌شده‌ب‌ۀدنبال‌{xn}فرض‌کنید‌.‌باشد‌b   (0, 1)با‌ثابت‌

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
            

       

 
        

 
                      

              
                                             

              
                                             

                              
                                                                      

                                                           

              
                                     

                                       

                        (9)  

  } ,{  }های‌‌اگر‌دنباله.‌باشد
   

  }و‌‌{
   

‌:شرایط‌صدق‌کننداین‌در‌‌{

                  , (0,1)     {  }(‌الف
       ،‌

        (‌ب
                           ،‌

   (‌ج
   
   و   

              
   
   .‌

xهمگرای‌قوی‌به‌‌{xn}دنباله‌‌گاه‌آن
*
   Ωبرای‌هرچنین‌‌هم‌.است‌j   {1, 2, … , m} ‌،‌

        متعلق‌به‌   
‌.است‌             
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‌.است‌0همگرای‌قوی‌به‌‌{xn}کنیم‌که‌دنباله‌‌مشاهده‌می

 نقطه ثابت مشترک شکافتنی مسئلۀ

‌.دهیم‌می‌ارائهاصلی‌را‌‌ۀدر‌این‌بخش‌کاربردی‌‌از‌قضی

.‌باشند‌کراندارعملگرهای‌خطی‌و‌‌      ‌،‌i   {1, 2, …,r}برایفضاهای‌هیلبرت‌و‌‌‌Kو‌Hفرض‌کنید‌

            ‌اگر
‌زیرمجموعه‌خانواده  ‌از ‌‌ای ‌فضای ‌از ‌ناتهی ‌و ‌بسته ‌محدب، ‌Hهای ‌‌           و

‌از‌خانواده  ای

ای‌عبارت‌است‌از‌‌پذیری‌شکافتنی‌چندمجموعهامکان‌مسئلۀ.‌باشند‌Kهای‌محدب،‌بسته‌و‌ناتهی‌از‌فضای‌زیرمجموعه

      ‌با‌این‌ویژگی‌که‌‌  یافتن‌
 
    ،‌‌‌ i   {1, 2, …,r}برای‌هر‌که‌طوری‌به‌‌‌   

       ‌‌.‌

این‌مسایل‌‌.‌دشمعرفی‌‌[22]‌،[29]‌سنسور‌و‌همکارانش‌وسیلۀ‌بهای،‌‌پذیری‌شکافتنی‌چند‌مجموعه‌امکان‌مسئلۀ

‌وسیلۀ‌به‌مسئلۀهای‌اخیر‌این‌‌در‌سال.‌[23]دارند‌‌سازی‌و‌پردازش‌تصاویر‌وغیره‌کاربردهای‌زیادی‌درحل‌مسایل‌بهینه

‌(.[25]‌و [24]‌عنوان‌نمونه‌به)شده‌است‌بررسی‌دانان‌زیادی‌‌ریاضی

‌‌ ‌سال ‌‌2661در ‌سگال ‌و ‌به‌مسئلۀ‌[26]سنسور ‌را ‌شکافتنی ‌مشترک ‌ثابت ‌از‌نقطه ‌تعمیمی ‌مسئلۀ‌عنوان

‌.‌کردند‌بررسیای‌‌پذیری‌شکافتنی‌چند‌مجموعه‌امکان

‌،‌ i   {1, 2, …,r}برایفضاهای‌هیلبرت‌و‌‌‌Kو‌Hفرض‌کنید‌ ‌      ‌ ‌کراندارعملگرهای‌خطی‌و‌‌

‌باشند ‌‌        اگر. ‌      و نقطه‌ثابت‌مشترک‌شکافتنی‌عبارت‌‌مسئلۀ‌.های‌غیرخطی‌باشند‌نگاشت‌

‌ ‌یافتن ‌از ‌  است ‌که‌ ‌ویژگی ‌این             ‌با
 
‌هر‌که‌طوری‌به‌    ،‌‌‌‌‌‌ i   {1, 2, …,r}برای

    
             ‌‌.‌
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‌‌‌Kو‌Hفرض‌کنید‌‌.2ۀ قضی ‌      ‌،‌i   {1, 2, …,m}برایفضاهای‌هیلبرت‌و عملگرهای‌خطی‌و‌‌

های‌ناانبساطی‌‌نگاشت‌‌      اکید‌شبه‌انقباضی‌و‌‌-  های‌‌نگاشت‌      فرض‌کنید‌.‌‌باشند‌کراندار

‌چنین‌‌هم‌.باشند

               

 

   

            
                                 

‌ۀوسیل‌هتولید‌شده‌ب‌ۀدنبال{xn}فرض‌کنید.‌باشد‌b   (0, 1)با‌ثابت‌‌‌ Hیک‌خودنگاشت‌انقباضی‌روی‌fفرض‌کنید‌‌

     Hو‌با‌الگوریتم‌‌‌

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
             

       
 

           

 

   

                                                    

              
      

                                                          

              
   
     

                                                       
                              

                                                                      
                                                           

              
      

                                                   

                                                                          
                               

  

  باشد‌که‌در‌آن‌
  }  ,{  }های‌‌اگر‌دنباله‌.است‌  ‌ملگر‌الحاقع‌‌ 

   
  }و‌‌{

   
‌:شرایط‌صدق‌کننداین‌در‌‌{

                  , (0,1)     {  }(‌الف
        .‌

          (ب
                 

 

    
         ‌

   (ج
   
   و   

              
   
  .    .‌

xهمگرای‌قوی‌به‌{xn}ۀگاه‌دنبال‌آن
*
‌است‌    

‌شبه :برهان ‌اکید ‌نگاشت ‌هر ‌که ‌داریم ‌نیم‌توجه ‌است‌انقباضی، ‌انقباضی ‌‌هم. ‌لم ‌از ‌بااستفاده ‌که‌می‌9چنین ‌دانیم

‌‌استبسته‌‌در‌صفر‌نیم             قرار‌می‌دهیم.
‌  پس‌عملگر‌             ،

 

      
یکنوای‌‌قویاً‌-‌   

‌ ‌)‌استمعکوس ‌جزییات ‌ببینید‌[24]برای ‌را ‌‌                 چنین‌هم(. ‌اگر ‌وتنها     اگر
     ‌‌.
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