
 9311‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌564پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
 پیوسته میانگین متحرکخود بازگشتی  یندهایآفر

 با محرک نیمه لوی
 

‌3،‌شیرین‌شعاعی2*،‌سعید‌رضاخواه9نویده‌مدرسی

‌،ریاضی‌و‌علوم‌کامپیوتر‌ۀ‌آمار،دانشکد‌دانشگاه‌علامه‌طباطبائی،.‌9
‌،و‌علوم‌کامپیوتر‌ریاضی‌ۀدانشکد‌دانشگاه‌صنعتی‌امیرکبیر،‌.2
‌یسنج‌می،‌گروه‌بیاضیعلوم‌ر‌ۀ،‌دانشکدید‌بهشتیدانشگاه‌شه‌.3

‌33/93/18پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌33/32/19دریافت‌‌‌

 چکیده
‌بازگشتی‌میانگین‌متحرک‌زمان‌های‌‌مدل ‌خود ‌کارما)پیوسته ‌محرک‌لوی( ‌دارای‌یک‌‌با ‌نموها ‌ایستایی ‌ویژگی با

نیمه‌‌در‌این‌مقاله‌با‌تعمیم‌فرآیند‌کارما‌به‌حالتی‌که‌محرک‌فرآیند.‌ندشو‌و‌باعث‌ایستایی‌فرایند‌می‌استمحدودیت‌قوی‌

اس،‌بر‌این‌اس.‌استتر‌‌ای‌و‌لذا‌دارای‌کاربرد‌بسیار‌وسیع‌د‌که‌فرایند‌کارما‌یک‌فرایند‌دورهشو‌ای‌ایجاد‌می‌لوی‌باشد‌زمینه

سازی‌شده‌در‌حالت‌گسسته،‌‌های‌شبیه‌و‌با‌استفاده‌از‌داده‌شدههای‌آماری‌فرایند‌کارما‌با‌محرک‌نیمه‌لوی‌بررسی‌‌ویژگی

‌.‌شود‌میخواص‌آماری‌اثبات‌شده‌تائید‌

 
‌.پیوستهان‌زمخود‌بازگشتی‌‌مدل‌میانگین‌متحرک‌ای،‌فرایندهای‌دورهلوی،‌‌نیمه‌ۀانداز :کلیدی های واژه

 
 مقدمه

‌مدل ‌از ‌‌یکی ‌برای ‌مشهور ‌سری‌نمونه‌بررسیهای ‌از ‌مساوی ‌فواصل ‌در ‌شده ‌مشاهده ‌ایستا،‌‌های ‌زمانی های

‌نویزهای‌ایستا‌‌که‌بر‌حسب‌نویزهای‌مستقل‌و‌هم‌است‌9(آرما)فرایندهای‌خودبازگشتی‌میانگین‌متحرک‌ توزیع‌و‌یا

یابند‌و‌دارای‌ساختار‌‌نسبت‌به‌زمان‌تحقق‌میطور‌پیوسته‌‌های‌زمانی‌فیزیکی‌به‌بسیاری‌از‌سری.‌شوند‌بندی‌می‌مدل

تر‌‌های‌زمانی‌بسیار‌مناسب‌گونه‌سری‌این‌بررسیتعیین‌مدلی‌در‌زمان‌پیوسته‌برای‌‌رو،‌از‌اینتغییرات‌پیوسته‌هستند‌

‌است ‌زمان‌گسسته ‌مدل ‌از ‌برای‌داده‌برتری‌این‌مدل. ‌برآورد ‌استنباط‌و ‌در ‌مشاهدات‌قابل‌‌ها ‌فرکانس‌بالا، های‌با

‌هم‌زهاندا ‌و ‌غیرمساوی ‌فواصل ‌در ‌داده‌گیری ‌با ‌که ‌زمانی ‌در ‌شده‌چنین ‌مفقود ‌اهمیت‌‌2های ‌دارای ‌هستیم مواجه

‌.کنند‌بررسی‌میرا‌‌3(کارما)این‌موارد‌از‌جمله‌دلایلی‌هستند‌که‌فرایندهای‌آرمای‌زمان‌پیوسته‌.‌[9]است‌تری‌‌بیش

‌می‌ها‌مدل‌این ‌تشکیل ‌را ‌پیوسته ‌زمان ‌ایستای ‌و ‌تجمعی ‌فرایندهای ‌از ‌کلاسی ‌لوی ‌اندازه ‌تحقیقات‌‌با ‌که دهند

همین‌‌ی‌تصادفی‌را‌دارند،‌بهها‌ها‌و‌تلاطم‌بندی‌جهش‌توان‌مدلاین‌فرایندها‌.‌است‌انجام‌شدهدر‌زمینه‌آنها‌‌گیری‌چشم

در‌حالت‌کلی‌فرایندهای‌کارما‌دارای‌تابع‌کواریانسی‌.‌ندرو‌کار‌می‌ای‌طبیعی‌و‌بازارهای‌مالی‌بهه‌پدیده‌بررسی‌دلیل‌در

‌بین‌مشاهدات‌به ‌افزایش‌فاصله ‌با ‌می‌هستند‌که ‌نمایی‌کاهش‌پیدا ‌مدت‌دارند‌طور ‌کنند‌بنابراین‌حافظه‌کوتاه در‌.

بندی‌‌مدل‌وجود‌دارند‌که‌قادر‌به‌ ای‌از‌این‌فرایندها‌به‌نام‌فرایندهای‌کارمای‌تفاضلی‌کسری‌مقابل‌کلاس‌تعمیم‌یافته
                                                           

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌rezakhah@aut.ac.irنویسنده مسئول*
1. Autoregressive moving average (ARMA)  

2. Missing data 
3. Continuous-time ARMA (CARMA) 
4.‌Fractionally integrated CARMA 
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‌های‌ریاضی‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌566
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

.‌شوند‌های‌مالی،‌اقتصادی‌و‌مخابراتی‌دیده‌می‌این‌ویژگی‌اغلب‌در‌داده.‌[2]‌هایی‌با‌حافظه‌طولانی‌مدت‌هستند‌پدیده

‌آستانه ‌کارمای ‌فرایندهای ‌براکول ‌بار ‌اولین ‌کرد‌9ای‌برای ‌معرفی ‌[3]‌را ‌معادل. ‌یک ‌یکتای ‌جواب ‌فرایندها ‌ۀاین

.‌کند‌این‌شرایط‌وجود‌و‌یکتایی‌جواب‌را‌تضمین‌می‌.ندهستو‌لیپشیتز‌‌2ای‌خطی‌دیفرانسیل‌تصادفی‌با‌ضرایب‌تکه

‌آن‌براکول‌و ‌از ‌برای‌مدل‌بندی‌لکه‌اشترامربعد ‌را ‌این‌فرایندها ‌بردند‌یدی‌بهشهای‌خور‌تقریبی‌از ‌[ ]‌کار ‌این‌. در

ر‌نتیجه‌جواب‌معادله‌یک‌دیفرانسیل‌تصادفی،‌حرکت‌براونی‌استاندارد‌است‌و‌د‌کار‌رفته‌در‌معادلات‌مقالات‌اندازه‌به

های‌زمانی‌مالی‌نیز‌به‌کار‌‌ها‌در‌حالت‌خطی‌و‌غیرخطی‌برای‌مدل‌بندی‌سری‌این‌مدل.‌استفرایند‌کارمای‌گوسی‌

‌.‌[ ]‌شدند‌گرفته‌می

کنند‌‌بازار‌ایفا‌می‌نوساناتگذاری‌دارایی‌و‌‌بندی‌قیمت‌نقش‌مهمی‌را‌در‌مدل‌ها‌تغییرات‌و‌جهش‌مالیی‌بازارهادر‌

‌ ،‌مرتن3شولز-گذاری‌اختیارات‌بلک‌های‌قیمت‌در‌فرمول‌ویژه‌های‌مالی‌به‌موضوع‌باعث‌شده‌که‌در‌مدل‌بندیو‌همین‌

‌تعمیم ‌‌آنها‌و ‌فرایندهای‌لوی‌نیز ‌شودااز ‌[6]‌ستفاده ‌نموهای‌‌.[9]، ‌با ‌تصادفی فرایندهای‌لوی‌فرایندهای‌پیوسته

‌هستند‌که ‌ایستا ‌راست‌مستقل‌و ‌از ‌نقطه ‌هر ‌‌،این‌فرایندها‌.استچپ‌‌ی‌حددارا‌پیوسته‌و‌در تغییرات‌مارکفی‌و

بازار،‌مدیریت‌ریسک‌و‌نرخ‌بازگشت‌‌تلاطم‌سهام،‌تعیین گذاری‌های‌قیمت‌مدلگیرند‌بنابراین‌در‌جهشی‌را‌در‌بر‌می

وجود‌پیوسته‌و‌کاربردهای‌آن‌در‌اقتصادسنجی‌و‌مالی‌ن‌های‌زما‌از‌مدل‌متعددیهای‌‌مثال‌.روند‌کار‌می‌به‌نیز‌سرمایه

 .مراجعه‌کرد‌[1]و‌[‌8]‌کتاب‌برگستروم‌بهتوان‌‌می‌آنها‌بررسیدارند‌که‌برای‌
بررسی‌را‌‌آنهای‌ها‌دوم‌را‌معرفی‌کرد‌و‌ویژگی‌ۀمرتب لوی ۀاندازپیوسته‌آرما‌با‌ن‌های‌زما‌برای‌اولین‌بار‌براکول‌مدل

مفصل‌بیان‌‌طور‌به[‌99]در‌‌نیلسن‌و‌شفارد-برندرف‌های‌تصادفی‌ها‌را‌در‌تلاطم‌کاربرد‌کلاسی‌از‌این‌مدل‌.[93]کرد‌

‌کردند ‌فرایندهای‌ایستای‌اورنشتاین‌در. ‌اندازهبک‌اولنب-این‌راستا ‌‌ا ‌تعمیمی‌از ‌نوساناتبندی‌‌برای‌مدل‌آنهالوی‌و

شرایط‌‌دبای‌پذیری‌‌معکوسو‌‌از‌جمله‌سببیت،‌ها‌این‌مدل‌آماری‌های‌در‌ارتباط‌با‌ویژگی.‌[92]‌معرفی‌شدند‌ تصادفی

‌نمایش‌خطی‌نمایش‌میانگین‌متحرک‌د‌تاباشمدل‌وجود‌داشته‌خاصی‌روی‌ضرایب‌ ‌موجود‌باشند‌ها‌این‌مدل‌از‌یا

مدل‌بسط‌داده‌شده‌و‌‌.است‌بررسی‌شدهنیز‌‌آنهابستگی‌و‌رفتار‌حدی‌‌هم‌ها‌و‌توابع‌خود‌‌در‌این‌مرجع‌هسته.‌[93]

شده‌‌بررسی‌آنهاطیفی‌‌و‌نمایش‌6حالت-با‌استفاده‌از‌نمایش‌فضالوی‌چندمتغیره‌‌ۀانداز‌‌با‌‌qو‌‌pۀمرتبی‌کارما‌مدل

های‌با‌فواصل‌یکنواخت‌در‌نظر‌‌های‌کارما‌را‌برای‌برازش‌داده‌های‌اخیر‌مدل‌براکول‌و‌همکارانش‌در‌سال‌.[ 9]‌است

‌[. 9]‌تحلیل‌کردندو‌بررسی‌‌ارز‌تغییراتقیمت‌‌روزانهدر‌مورد‌نوسانات‌‌فرایند‌مدلخود‌را‌برای‌مدل‌‌نتایج‌و‌گرفتند

دست‌آورده‌و‌سپس‌‌به‌اول‌ۀخود‌بازگشتی‌مرتب‌یندمدل‌زمان‌پیوستهآبرای‌پارامترهای‌فرمناسبی‌‌برآوردهای‌ابتدا‌آنها

گیری‌شده‌در‌نقاط‌گسسته‌‌ابتدا‌فرایند‌نمونه‌برای‌این‌کار.‌دادند‌ئهارادرحالت‌کلی‌را‌‌روش‌برآورد‌ضرایب‌مدل‌کارما

قل‌صورت‌مجموعی‌از‌فرایندهای‌مست‌توان‌به‌ظر‌گرفته‌و‌از‌این‌فرض‌که‌هر‌فرایند‌کارما‌را‌میبا‌فواصل‌مساوی‌را‌در‌ن

‌بازگشتی‌مرتب ‌خود ‌کمک‌روش‌،نوشت‌اول‌ۀزمان‌پیوسته ‌نهایت‌با ‌در ‌و ‌‌9های‌بازگشتی‌کالمن‌کمک‌گرفتند ‌باو

دوم‌‌ۀلوی‌از‌مرتب‌ۀاندازکه‌فرایند‌کارما‌با‌‌با‌فرض‌اینچنین‌‌هم‌.حالت،‌پارامترها‌را‌برآورد‌کردند-استفاده‌از‌نمایش‌فضا

                                                           
1. Threshold CARMA 

2. Linear piecewise 

3.‌Black-Scholes option pricing 
4. Merton 
5. Stochastic volatility 

6. State-space representation 
7.‌Kalman recursion 
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‌ایستای‌اکید‌ ‌کم‌9های‌خطی‌بینی‌کننده‌پیش‌،باشدسببی‌و ‌به‌2ترین‌مربعات‌خطا‌با امید‌شرطی‌به‌شرط‌صورت‌‌را

‌.‌[96]‌ندکار‌گرفت‌ها‌به‌بینی‌این‌مدل‌برای‌پیشرا‌گذشته‌فرایند‌

پوشش‌‌منظور‌بهدر‌این‌مقاله‌‌.اند‌طور‌مجانبی‌ایستا‌بوده‌تاکنون‌ایستا‌یا‌به‌معرفی‌شدهکارما‌فرایندهای‌تصادفی‌

‌هستند‌خانواده‌پدیده ‌ناایستا ‌‌هایی‌که‌ماهیتاً ‌فرایندهای‌کارما ‌ای‌از ‌‌3لوی‌‌نیمه‌ۀاندازبا ‌هسته‌نامنفی‌را که‌رفتار‌با

های‌فرایندهای‌لوی‌را‌دارند‌با‌این‌تفاوت‌که‌‌فرایندهای‌نیمه‌لوی‌تمامی‌ویژگی.‌کنیم‌میای‌دارند‌معرفی‌‌ایستای‌دوره

برای‌این‌.‌کنیم‌میرا‌بیان‌‌ اندازه‌نیمه‌لوی‌ساده‌برای‌معرفی‌مدل،‌ابتدا‌ساختار.‌ای‌هستند‌ایستای‌دوره‌آنهانموهای‌

ای‌متوالی‌تقسیم‌کرده‌و‌سپس‌هر‌‌صل‌دورهعنوان‌فوا‌هایی‌با‌طول‌ثابت‌به‌کار‌محور‌مثبت‌اعداد‌حقیقی‌را‌به‌زیربازه

های‌هر‌‌نحوی‌است‌که‌در‌زیربازه‌هبندی‌ب‌این‌تقسیم.‌کنیم‌میهای‌معین‌افراز‌‌یک‌را‌به‌تعدادی‌مشخص‌زیربازه‌با‌طول

‌است،سان‌‌ای‌متوالی‌نرخ‌رخداد‌پواسون‌یک‌های‌متناظر‌از‌فواصل‌دوره‌دوره،‌نرخ‌رخداد‌پواسن‌متفاوت‌ولی‌در‌زیربازه

سان‌‌ها‌یک‌ها‌در‌همه‌زیربازه‌توزیع‌بزرگی‌جهش.‌دشو‌ای‌می‌فرآیند‌رخداد‌پواسن‌دارای‌نموهای‌ایستای‌دوره‌رو،‌این‌از

‌شوند‌منظور‌می ‌دارای‌نموهای‌ایستای‌دوره. ‌استای‌‌بنابراین‌فرایند‌پواسون‌مرکب‌ناهمگن‌حاصل، ‌تابع‌. میانگین‌و

و‌درستی‌نتایج‌‌ای‌دارند‌دهیم‌که‌رفتار‌دوره‌دست‌آورده‌و‌نشان‌می‌ا‌بهرنیمه‌لوی‌حاصل‌‌ۀکواریانس‌مدل‌کارما‌با‌انداز

‌.کنیم‌میسازی‌بررسی‌‌های‌شبیه‌دست‌آمده‌را‌با‌تکنیک‌هب

‌ای‌در‌حالت‌گسسته‌متناظر‌یک‌فرایند‌چندبعدی‌ایستا‌است‌به‌این‌حقیقت‌که‌هر‌فرایند‌ایستای‌دوره‌توجهبا‌

ای‌بودن‌فرایند‌معرفی‌شده‌را‌‌مورد‌آزمون‌قرار‌داده‌و‌ویژگی‌ایستای‌دوره‌،‌ایستایی‌فرایند‌چندبعدی‌متناظر‌را[99]

ای‌مربوط‌به‌آنها‌نشان‌‌بستگی‌نگار‌فرایندها‌و‌رسم‌نمودار‌جعبه‌با‌استفاده‌از‌یک‌مثال،‌رسم‌هم.‌کنیم‌میگیری‌‌نتیجه

توزیع‌احتمالی‌آنها‌‌رو،‌از‌ایند،‌نهستدهیم‌که‌این‌فرآیندها‌هرکدام‌ایستا‌ولی‌دارای‌میانگین‌و‌واریانس‌متفاوت‌‌می

‌متفاوت‌است ‌نتیجه‌می‌یبستگی‌نگارها‌با‌رسم‌هم. شود‌که‌تشکیل‌یک‌فرایند‌چند‌‌متقابل‌و‌مشاهده‌ایستایی‌آنها

.‌ای‌است‌فرآیند‌اولیه‌دارای‌ویژگی‌وابستگی‌دوره‌رو،‌از‌این‌،های‌متفاوتی‌هستند‌دهند‌که‌دارای‌توزیع‌بعدی‌ایستا‌می

‌ر‌هم ‌فرآیند‌دوره‌سم‌همچنین‌با ‌می‌ای‌اصلی‌برحسب‌فاصله‌بین‌داده‌بستگی‌نگار ‌مشاهده ‌دوره‌ها ای‌‌شود‌که‌رفتار

 .استنیمه‌لوی‌متناظر‌‌ۀاندازای‌اکید‌سری‌زمانی‌کارما‌با‌‌گر‌وابستگی‌دوره‌نسبت‌به‌این‌فاصله‌وجود‌دارد‌که‌بیان

‌بندی‌شده‌است‌صورت‌زیر‌تقسیم‌این‌مقاله‌به .‌ ‌با نیمه‌لوی‌‌ۀاندازدر‌بخش‌دوم‌به‌توصیف‌و‌معرفی‌مدل‌کارما

های‌آماری‌فرایند‌از‌جمله‌ساختار‌‌سپس‌با‌تعیین‌ویژگی.‌کنیم‌مینیمه‌لوی‌ساده‌را‌بیان‌‌ۀپردازیم‌و‌ساختار‌انداز‌می

سازی‌فرایند‌براساس‌مثالی‌ساده‌‌بیهبخش‌سوم‌‌به‌ش.‌شود‌ای‌فرایند‌نتیجه‌می‌ای‌میانگین‌و‌کواریانس،‌رفتار‌دوره‌دوره

ای‌فرایند‌کارما‌با‌محرک‌نیمه‌‌رفتار‌دوره.‌از‌فرایند‌کارما‌با‌اندازه‌نیمه‌لوی‌ساده‌پواسن‌مرکب‌ناهمگن‌اختصاص‌دارد

بستگی‌‌علاوه‌بر‌این‌تابع‌هم.‌دهیم‌بعدی‌متناظر‌نشان‌می‌لوی‌معرفی‌شده‌را‌با‌نشان‌دادن‌ویژگی‌ایستایی‌فرایند‌چند

ای‌‌دهد‌نسبت‌به‌این‌فاصله‌رفتار‌دوره‌که‌نشان‌می‌کنیم‌میر‌فرآیند‌اصلی‌را‌برحسب‌فاصله‌بین‌مشاهدات‌رسم‌نگا

‌.ای‌اکید‌فرآیند‌است‌گر‌ایستایی‌دوره‌دارد‌که‌بیان
 

 نیمه لوی ۀاندازفرایند کارما با معرفی 

با‌در‌چنین‌‌هم.‌پردازیم‌ساختار‌اندازه‌آن‌مینیمه‌لوی‌را‌معرفی‌کرده‌و‌به‌تبیین‌اندازه‌در‌این‌بخش‌فرایند‌کارما‌با‌

دست‌‌هب‌نیمه‌لوی‌ۀبرحسب‌اندازمیانگین‌متحرک‌جواب‌را‌بر‌پارامترهای‌مدل،‌نمایش‌انتگرالی‌‌نظر‌گرفتن‌شرایطی

                                                           
1. Linear predictor 

2. Least square error 

3.‌Semi-Levy driven CARMA model 
4. Simple semi-Levy 
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‌تصادفی‌.آوریم‌می ‌فرایندهای ‌از ‌مستقل‌،کلاس‌بزرگی ‌و ‌ایستا ‌نموهای ‌دارای ‌که ‌هستند ‌ندهست‌فرایندهایی این‌.

های‌با‌بعد‌متناهی‌‌شود‌که‌بتوانیم‌توزیع‌سبب‌می‌آنهاو‌این‌ویژگی‌است‌تری‌بوده‌‌پذیری‌بیش‌دارای‌انعطاففرایندها‌

‌تعیین‌کنیم ‌را ‌آنها .‌ ‌فرایندهایی‌که ‌بهبه ‌شده، ‌آغاز ‌صفر ‌دارای‌نموهای‌مستقل‌از ‌تصادفی‌پیوسته، ‌‌طور ‌و‌و ایستا

که‌یکی‌از‌مشهورترین‌‌شوند‌لوی‌گفته‌می‌فرایندهای‌ستنداز‌راست‌پیوسته‌و‌دارای‌حد‌چپ‌ه‌آنهاای‌‌مسیرهای‌نمونه

ای‌باشند‌به‌آنها‌‌جای‌نموهای‌ایستا‌دارای‌نموهای‌ایستای‌دوره‌هاگر‌این‌فرایندها‌ب.‌این‌فرایندها‌حرکت‌براونی‌است

}عبارت‌دیگر‌کلاسی‌از‌فرایندهای‌سازگار‌به‌.فرایندهای‌نیمه‌لوی‌گویند ( ), }X t t ازای‌هر‌با‌این‌ویژگی‌که‌بهرا‌

0T و‌‌, 0s t داشته‌باشیم‌‌
d

t T s T t sX X X X   که‌
d

را‌فرایند‌نیمه‌لوی‌‌؛گر‌برابری‌توزیعی‌است‌بیان‌

 .گویند‌Tبا‌دوره
}کنید‌‌فرض ( ), }S t t لوی‌نامنفی‌نانزولی‌و‌دوم‌نیمه‌ۀیک‌فرایند‌مرتب‌{ ( ), }Y t t کارما‌یک‌فرایند

‌‌.باشد‌‌(9)ادله‌دیفرانسیل‌تصادفی‌و‌جواب‌معلوی‌‌نیمه‌ۀاندازبا‌‌qو‌‌pاز‌مرتبۀ‌
( ) ( ) ( ) ( )a D Y t b D DS t                                           (9)  

و‌‌‌tگر‌مشتق‌نسبت‌به‌بیان‌Dکه‌‌طوریبه
1

1( ) ...p p

pa z z a z a   
و 

1

0 1 1( ) ... p

pb z b b z b z 

   
 

,...,1.های‌مشخصه‌آنها‌باشند‌ای‌چندجمله pa a1و‌‌, ..., qb b1که‌‌طوری‌پارامترهای‌ضرایب‌هستند‌به‌qb 
ازای‌‌و‌به‌

q j p ‌ ،0jb ‌ )های‌ای‌چندجمله‌کنیم‌میچنین‌فرض‌‌هم. )a zو‌‌( )b zهای‌مشترک‌نداشته‌باشند‌ریشه‌‌.

‌:نوشت‌حالت-نمایش‌فضاصورت‌‌دینتوان‌ب‌را‌می‌مذکورمعادله‌

( ) ' ( )Y t b X t                                                  (2)  

( ) ( ) ( )dX t AX t dt edS t                                                    (3)  

ه‌ک‌طوریبه
0

p

I
A

a a

 
  

 
،eبردار‌ستونی‌یکه‌،bای‌مشخصه‌چندجمله‌های‌آن‌ضرایب‌که‌درایهای‌‌بردار‌ستونی‌‌

( )b zو‌aبردار‌سطری‌‌
1 2 1[ ]p pa a a   دیفرانسیل‌تصادفی‌‌ۀبا‌کمک‌فرمول‌ایتو‌جواب‌معادل‌.است‌

‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌دینب‌مذکور

( ) ( )( ) ( ) ( )

t

A t s A t u

s

X t e X s e edS u                                  ( )
 

‌رابط ‌به ‌توجه ‌با ‌این‌( )ۀ ‌‌و ‌فرایند ‌جواب‌ایستا‌،دارای‌نموهای‌مستقل‌است‌Sکه ‌حالتی‌که توان‌‌می‌،ستا‌مشابه

.مارکف‌است‌Xسادگی‌نشان‌داد‌که‌فرایند‌‌به
‌

 نیمه لوی ۀساختار انداز .1

حرکت‌براونی،‌لوی‌از‌جمله‌سه‌فرایند‌صورت‌مجموع‌‌توان‌به‌هر‌فرایند‌لوی‌را‌میایتو‌-بر‌اساس‌تجزیه‌مشهور‌لوی

‌یک‌مارتینگل‌ ‌مرتب‌انتگرالفرایند‌پوآسون‌مرکب‌و ‌جهش‌ۀپذیر ‌اندازه ‌نوشت‌که ‌‌های‌آن‌کم‌دوم ‌تعداد‌تر ‌یک‌و از

‌‌جهش ‌احتمال‌یک‌شمارا ‌با ‌دنباش‌ها ‌این. ‌به ‌توجه ‌طبیعت‌براساس‌‌با ‌لوی‌در ‌نیمه ‌یک‌فرآیند ‌شناسایی‌وجود که

‌:کنیم‌میصورت‌تعریف‌‌دیننیمه‌لوی‌ساده‌را‌ب‌ۀاست،‌یک‌انداز‌ساختار‌تقریبی‌نیمه‌لوی‌متناظر

‌انداز: 1تعریف  }تصادفیۀ ( ) : }M A Aیک‌انداز‌‌ ‌‌ۀرا ‌ساده ‌لوی ‌دورنیمه ‌افراز‌Tۀبا ‌هرگاه ‌مانندگویند ‌ی

1( , ]i i iB s s‌‌ ‌حقیقیiکه ‌اعداد ‌محور ‌بر ‌باشد،‌، ‌داشته 0که‌طوری‌به‌وجود 0s به‌‌ ‌ثابت‌‌و ازای‌مقادیر
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rداشته‌باشیم‌‌
1

| |
r

i

i

T B


‌.هر‌‌ایچنین‌بر‌همiBاندازه‌لوی‌‌iMکه‌‌طوری‌بهوجود‌داشته‌باشد‌‌i krM ‌،

kبر‌‌i krB را‌داشته‌باشد‌که‌توزیعی‌‌همان‌ساختار‌iMبر‌‌iBدارد‌‌.‌

iکه‌‌طوری‌باشد‌بهiBروی‌iیک‌اندازه‌پوآسون‌نیمه‌لوی‌ساده‌با‌نرخ‌‌iMاگر‌ kr i  آنگاه‌‌
1

1 1

1

(0, ] ( , ] ( , ]
kr j

i i i kr j j

i

M kT s M s s M s s
 

  



    

tکه‌‌بنابراین‌با‌فرض‌این.‌شود‌نامیده‌می‌GTبا‌دور‌ساده‌پوآسون‌نیمه‌لوی‌ۀیک‌انداز kT s و‌js B
داریم‌‌

( ) (0, ]N t M tفرایند‌پوآسون‌نیمه‌لوی‌با‌پارامتریک‌‌ 

1

1 1

( 1)

sjr
j j

t i i

i i j

l
k

l


 



 

                                    ( )  

‌دوره ‌نموهای ‌دارای ‌که ‌‌است ‌استای ‌که. ‌است ‌توضیح ‌به ‌دوره‌kلازم ‌‌تعداد ‌rها، ،
j jl B

‌
‌به ازای‌‌و

1,...,j r1داریم‌‌

s

j jl s s  .نیمه‌لوی‌پوآسون‌مرکب‌‌ۀبنابراین‌انداز‌( )S tکنیم‌میتعریف‌(‌6)صورت‌‌را‌به:‌
( )

1

( )
N t

n

n

S t t J


                                            (6)  

که‌در‌آن ،( )N t لوی‌با‌پارامتر‌‌یک‌فرایند‌پوآسون‌نیمهtۀبا‌دور‌T9و‌با‌افراز‌مطرح‌شده‌در‌تعریف‌‌‌

امین‌رخداد‌فرآیند‌پواسن‌‌nزمان‌در‌‌Fسان‌متغیرهای‌تصادفی‌مستقل‌با‌توزیع‌یک‌nJهای‌‌چنین‌جهش‌هم.‌باشد

( )N tاند‌فرض‌شده.‌

 های فرایند بررسی ویژگی .2

‌انداز‌چنان ‌با ‌کارما ‌فرایند ‌شد ‌بیان ‌یک‌معادل ۀکه ‌جواب ‌لوی ‌‌ۀنیمه ‌تصادفی ‌ویژگی‌استدیفرانسیل های‌‌که

گیریم‌تا‌نمایش‌انتگرالی‌جواب‌که‌یک‌‌منظور‌شرایطی‌را‌در‌نظر‌می‌بدین.‌کنیم‌میاحتمالی‌آن‌را‌تحلیل‌و‌بررسی‌قرار‌

شرایط‌برقرار‌‌این‌کنیم‌میها‌فرض‌‌جواب‌بررسیبرای‌.‌یک‌موجود‌باشد‌یک‌به‌ای‌صورت‌رابطه‌فرایند‌تصادفی‌است‌به

‌‌:باشند

tازای‌هر‌به.‌9 متغیرهای‌،( )X tاز{ ( ) ( ), }S r S t r t ندا‌مستقل.‌

limشوندکه‌در‌این‌صورت‌‌منفی‌فرض‌می‌Aهای‌حقیقی‌مقادیر‌ویژه‌ماتریس‌‌قسمت.‌2 0At

t
e




‌
‌.و‌برعکس

نیمه‌لوی‌باشد‌به‌‌ۀاندازیک‌Sکه‌‌و‌با‌فرض‌این‌sبا‌میل‌دادن‌(‌ )برقرار‌باشند،‌جواب‌‌مذکوراگر‌شرایط‌

‌شود‌نمایش‌میانگین‌متحرک‌زیر‌همگرا‌می

( )( ) ( )

t

A t uX t e edS u



                                        (9)  

)دست‌آوردن‌‌پس‌‌از‌به )X tتوان‌می(‌2)‌ۀو‌با‌کمک‌رابط‌( )Y tصورت‌‌را‌به‌( ) ( ) ( )Y t f t u dS u





 نمایش‌‌

,0]‌آن‌داد‌که‌در )( ) ' ( )Atf t b e eI tهسته‌فرایند‌کارمای‌( )Y tبرقرار‌است‌فرایند،‌تابعی‌‌9و‌چون‌شرط‌‌است‌

‌.استSسببی‌از

امید‌ریاضی‌و‌واریانس‌(‌6)‌ۀچنین‌برابری‌والد،‌بر‌اساس‌رابط‌های‌امید‌ریاضی‌و‌واریانس‌و‌هم‌با‌استفاده‌از‌ویژگی

‌‌:آوریم‌دست‌می‌هصورت‌ب‌دیننیمه‌لوی‌را‌ب‌ۀانداز
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[ ( )] tE S t t                                                   (1)
 [ ( )] tVar S t                                                       (93)  

]که‌در‌آن‌ ]nE J ‌،2[ ]nE J و‌‌[ ( )] tE N t  .‌

کواریانس‌فرایند‌را‌برای‌مدل‌،‌ابتدا‌میانگین‌و‌(9)های‌مدل‌معرفی‌شده‌بر‌اساس‌نمایش‌‌برای‌پیدا‌کردن‌ویژگی

‌به ‌شده ‌معرفی ‌میجدید ‌آوریم‌دست ‌زیربازه‌رایب. ‌به ‌را ‌حقیقی ‌محور ‌ابتدا ‌منظور )1های‌این , ]i i iB s sافراز‌

0که‌در‌آن‌‌کنیم‌می 1 10 ... kT j kT js s s s t       کنیم‌میچنین‌فرض‌‌و‌هم‌‌t kT s ای‌در‌‌نقطه‌

‌kTۀزیرباز jB توان‌‌پذیری‌انتگرال‌می‌صورت‌با‌خاصیت‌جمع‌در‌این.‌باشد‌( )X tصورت‌نوشت‌دینرا‌ب:‌

1

2 1

( 1) ( 1)
( )

( ) ( )
1 0 1

( ) ( ) lim ( ) ( ).
j i

j i j

d rk n T s k n T s kT s
A t u At Au At Au

k n T s k n T s kT sd
n n i

X t e edS u e e edS u e e e dS u
 

  

       
  

    
  

     

 

‌توجه‌به‌خاصیت‌خطی‌بودن‌امید‌ریاضی‌کافیست‌ ]با ( )]E dS tاین‌فرض‌که‌‌‌ ‌با ,را ju u du B کمک‌‌ ‌با و

‌.محاسبه‌کنیم(‌ )‌ۀرابط

[ ( )] [ ( )] [ ( )] ( ) u du uE dS t E S u du E S u u du u              

( ) ( )u du u j jdu du du du              

‌شود‌حاصل‌می‌(99)‌رابطۀ‌صورت‌هبنابراین‌امید‌ریاضی‌فرایند‌ب

1 2 1

1
1

0

[ ( )] [ ( )( ) ( )( )]j i j i j

j
As As AsAs As

i jAT
i

I
E X t A e e e e e e

I e
       


   



      


     (99)  

 .‌ندهستیک‌بردار‌ستونی‌واحد‌‌eوماتریس‌همانی‌‌Iکه‌در‌آن‌

)امید‌ریاضی‌فرایند‌ .1 لم )X tۀای‌با‌دور‌دوره‌Tاست‌. 

‌به‌:اثبات ‌مدل ‌مفروضات ‌به ‌توجه ‌میبا ‌‌سادگی ‌تبدیل ‌با ‌‌sتوان sبه Tرابط‌‌ ‌99)‌ۀدر برابری‌(

[ ( )] [ ( )]E X t T E X t را‌نشان‌داد‌.‌

‌یمقدار‌hست‌فرض‌کنیم‌ا‌له‌خللی‌وارد‌شود‌کافیئکه‌به‌کلیت‌مس‌دست‌آوردن‌کواریانس‌فرایند‌بدون‌آن‌برای‌به

,بسیار‌کوچک‌و‌ kr jt t h B  .در‌این‌صورت‌داریم‌:‌

1

2 1

1
' ' ' ' '

0 0

( ( ), ( )) [ ( ' ) ' ] .
j i

j i j

j
s s

As AnT Au A u A nT Au A u A s A h

s s
n i

Cov X t X t h e e e ee e du e e ee e du e e
 

  


   

 

     

 

‌‌‌‌‌‌(92)‌‌  

)کواریانس‌فرایند .2لم )X tۀای‌با‌دور‌دوره‌Tاست‌.‌

‌به‌:اثبات ‌مدل ‌مفروضات ‌به ‌توجه ‌می‌با ‌‌سادگی ‌تبدیل ‌با ‌‌sتوان sبه Tرابط‌‌ ‌99)‌ۀدر برابری‌(

cov( ( ), ( )) cov( ( ), ( ))X t T X t h T X t X t h    را‌نشان‌داد‌.‌

}توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌ای‌بودن‌توابع‌میانگین‌و‌کواریانس‌می‌با‌توجه‌به‌دوره ( ), 0}Y t t که‌ترکیبی‌خطی‌از‌‌

( )X tۀبا‌دورای‌‌نیمه‌لوی‌ساده‌و‌ایستای‌دوره‌ۀاندازاست،‌یک‌فرایند‌کارما‌با‌‌Tاست‌.‌

اندازه‌نیمه‌لوی‌ساده‌و‌سپس‌فرایند‌کارما‌تحت‌این‌محرک‌را‌بیان‌کرده‌و‌سازی‌‌شبیهبعد‌ابتدا‌الگوریتم‌‌بخشدر‌

‌.پردازیم‌میمدل‌با‌بیان‌مثالی‌به‌بررسی‌خواص‌

‌
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یساز شبیه  

گی‌ستدارای‌واب‌هپیوست‌زمانفرایند‌مبنی‌بر‌این‌که‌‌های‌قبل‌شده‌در‌بخشارائه‌‌در‌این‌بخش‌درستی‌نتایج‌تئوری

مقدار‌تجمعی‌فرآیند‌‌ۀمحاسب‌با‌سازی‌روش‌گسستهاز‌‌منظور‌یندب.‌دهیم‌می‌سازی‌نشان‌‌کمک‌شبیه‌است‌را‌به‌ای‌دوره

‌و‌یک‌روی‌زیربازه فرایند‌‌دهیم‌که‌سپس‌نشان‌می‌.کنیم‌میاستفاده‌‌های‌متوالی‌با‌طول‌ثابت‌سان‌از‌دوره‌های‌مجزا

با‌استفاده‌‌راد‌کارما‌زمان‌پیوسته‌یک‌فراین‌نابراین‌ابتداب‌.تگسسته‌اس‌زمان‌ای‌ایستای‌دورهک‌فرایند‌حاصل‌یتجمعی‌

‌صورت‌های‌را‌ب‌منظور‌فواصل‌دورهاین‌‌رایب.‌کنیم‌میسازی‌‌‌شبیهنیمه‌لوی‌‌ۀاز‌انداز ( 1) ,j T jTکه‌jعدد‌یک‌‌

‌متمایز r وسیلۀ‌به اول‌ۀدور‌.گیریم‌می‌نظر‌در‌؛است‌دوره‌ۀشمار‌گر‌نمایان‌و‌طبیعی صورت‌‌هب‌زیربازه

i,...,1،|  |با‌‌آنهاطول‌‌د‌کهشو‌افراز‌می9  2         rسایر‌دوره‌ها‌را‌با‌افرازهایی‌به‌.‌شود‌نشان‌داده‌می‌

‌ۀترتیب‌از‌شمار‌سازی‌شده‌را‌به‌شبیه‌ۀهای‌افراز‌کل‌دور‌شماره‌.کنیم‌میبندی‌‌تقسیم‌ها‌طولهمین‌تعداد‌و‌با‌همین‌

چنین‌‌هم‌.|  |=‌|     |‌داریم‌که‌jسپس‌در‌مورد‌طول‌اعضای‌افراز‌برای‌هر‌عدد‌طبیعی.‌گیریم‌یک‌در‌نظر‌می

نیمه‌لوی‌ساده‌‌ۀتولید‌انداز‌برایحال‌.‌هستند‌  یکسان‌نرخ‌رخداد‌دارای       و‌   عضوهای‌افراز‌این‌فرایند‌در‌

S(t)کنیم‌میعمل‌صورت‌‌دینب‌. 
‌با‌یک‌مقدار‌حقیقی‌مثبت‌ .9 ‌که‌برای‌شبیه‌‌kبررسی‌شدهی‌ها‌تعداد‌دورهو‌‌Tطول‌هر‌دوره‌را ‌ۀسازی‌انداز‌را

 .کنیم‌میمشخص‌لازمند‌‌‌S(t)نیمه‌لوی‌

 .نامیم‌ها‌را‌اعضای‌افراز‌می‌این‌زیربازه‌و‌کنیم‌میمشخص‌را‌r ‌ۀهر‌دور‌های‌مربوط‌به‌زیربازه‌تعداد .2

 .کنیم‌میمشخص‌‌|  |=‌|     |ها‌را‌با‌در‌نظرگرفتن‌برابری‌‌|  |اعضای‌افراز‌یعنی‌‌ۀهمطول‌ .3

 .گیریم‌مینظر‌در‌   =‌     واحد‌زمان‌کهدر‌را‌‌  یک‌توزیع‌پواسن‌با‌نرخ‌رخداد‌‌  عضو‌افراز‌‌برای‌هر . 

 .کنیم‌میتصادفی‌تولید‌‌عددی‌  عضو‌افراز‌‌از‌توزیع‌پواسن‌برای‌هر‌  نرخ‌رخداد‌‌براساس . 

بر‌تصادفی‌از‌توزیع‌یکنواخت‌پیوسته‌‌اعداد‌ ‌تصادفی‌تولید‌شده‌در‌قسمتبه‌تعداد‌عدد‌‌  برای‌هر‌عضو‌افراز‌ .6

‌(    ,  )‌‌ۀروی‌باز ‌که ‌مجموع‌طول‌‌بیان    ، ‌شمارگر ‌عضو ‌از ‌شمار‌ۀاعضای‌افراز ‌‌‌iۀیک‌تا تولید‌است،

‌بیان‌.کنیم‌می ‌تصادفی ‌اعداد ‌جهش‌این ‌وقوع ‌موضع ‌به‌گر ‌شده ‌حاصل ‌مقادیر ‌و ‌تصادفی ‌موضع‌‌های عنوان

 .استپواسن‌در‌آن‌عضو‌افراز‌خواه‌‌رخدادهای‌فرآیند

γه‌در‌نهایت‌با‌توجه‌به‌این‌ک .9 ‌Fتوزیع‌با‌تابع‌توزیع‌‌متغیرهای‌تصادفی‌مستقل‌و‌هم‌ها‌  و‌مقدار‌ثابت‌‌  

 .آوریم‌دست‌می‌هب‌(6)‌ۀرا‌با‌استفاده‌از‌رابط‌‌S(t)ندهست

را‌تولید‌‌کارما‌فرایندتوان‌‌میساخته‌شده‌‌S(t)نیمه‌لوی‌‌ۀاستفاده‌از‌انداز‌با‌و(‌3)‌و‌(2)‌از‌روابط‌کمکبا‌‌بنابراین

‌:استصورت‌‌دینب‌کارما‌فرایندتولید‌ساختار‌الگوریتمی‌‌.کرد

 .کنیم‌میرا‌تعیین‌‌qو‌‌pمقادیر‌ .9

های‌حقیقی‌مثبت‌‌هایی‌با‌بخش‌دارای‌ریشه‌a(z)ای‌‌که‌چندجمله(‌9)‌ۀدر‌رابط‌‌a(z)مطابق‌ساختار‌و‌شرایط .2

 .کنیم‌میرا‌محاسبه‌‌9  2      های‌‌،‌پارامتراست

 .سازیم‌را‌می(‌3)‌ۀارائه‌شده‌پس‌از‌رابط‌‌Aماتریس‌9  2      با‌استفاده‌از‌مقادیر‌ .3

 .کنیم‌میرا‌تعیین‌‌9  2      مقادیر‌ . 

‌بیان‌شده‌S(t)و‌ساختار‌‌(3)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط .  ،X(t)‌‌ های‌کوچک‌با‌‌بازه‌وسیلۀ‌بهسازی‌‌بر‌اساس‌گسستهرا

 .آوریم‌دست‌می‌هبهای‌مساوی‌‌طول

 .شود‌می‌تولید‌نظر‌وردم‌کارما‌فرایند‌(2)‌ۀو‌رابط‌9  2      ۀو‌مقادیر‌معین‌شد‌‌X(t)نهایت‌با‌استفاده‌از‌در .6
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‌ابتدا‌یک‌نمونه‌از‌فرایند‌ب :لمثا ‌با‌استفاده‌از‌الگوریتمکارما‌رای‌بررسی‌این‌مدل، شده‌قبل‌تولید‌‌‌های‌شرح‌داده‌را

‌کنیم‌می ‌پارامترهای‌‌این‌‌رایب. ‌ب‌S(t)منظور، ‌r=9صورت‌‌هرا ، = k‌ ‌بردار ‌مقادیر ‌به‌ 2 9 9 2 2 2 2 و عنوان‌‌را

‌‌طول ‌اعضای‌افراز ‌  های‌متناظر ‌نظر‌می‌ ‌در ‌هر‌دوره ‌گیریم‌در ‌بردار‌هم. را‌‌ 93 1   99 3   9 ‌چنین‌مقادیر

‌ای‌دنبالهعنوان‌‌ها‌را‌به   چنین‌‌هم.‌کنیم‌میبرای‌این‌اعضای‌افراز‌مشخص‌‌‌  عنوان‌نرخ‌رخدادهای‌پواسن‌متناظر‌‌به

‌.گیریم‌در‌نظر‌می‌9و‌واریانس‌‌3توزیع‌نرمال‌با‌میانگین‌‌و‌دارایاز‌متغیرهای‌تصادفی‌مستقل‌

آن‌های‌‌ریشه،‌a(z)بنابراین‌با‌توجه‌به‌ساختار‌.‌کنیم‌میسازی‌‌را‌شبیه‌2و‌‌ های‌‌کارما‌از‌مرتبهدر‌این‌مثال،‌مدل‌

9 صورت‌‌هرا‌ب   9،  2 3 و‌2     2 2    و‌   ‌پارامترهای‌مقادیر‌در‌نتیجه.‌گیریم‌میدر‌نظر‌‌  

‌:استصورت‌‌دینبA ‌ماتریس‌و‌دنشو‌حاصل‌‌93و‌‌‌9،‌91،‌23صورت‌هب‌  و‌‌ 3 ،9 ، 2 

   

 
 
 
 
 
 3

3

3

 93

9

3

3

 23

3

9

3

 91

3

3

9

 9 
 
 
 
 
 

  

‌ساختار‌ ‌از ‌استفاده ‌معادلS(t) ‌با ‌حل ‌(3)‌ۀو ،X(t)استفاده‌.آید‌دست‌می‌به‌‌ ‌با ‌نهایت ‌رابط‌‌در ‌2)‌ۀاز ‌مقادیر‌( و

3 ‌پارامترهای  3  ‌، 9  2‌، 2 3  و‌‌9   .‌آید‌دست‌می‌به‌2و‌‌ های‌‌کارما‌از‌مرتبهمدل‌‌3 

‌.بریم‌کار‌می‌هبزیر‌را‌‌،‌روشهای‌بیان‌شده‌این‌مدل‌سازی‌برای‌بررسی‌ویژگی‌در‌ادامه‌شبیه

نیمه‌لوی‌‌ۀبرای‌اندازY(t)یک‌مجموعه‌داده‌کامل‌گرفتیم،‌‌در‌نظرk = ها‌را‌‌تعداد‌دورهکه‌‌و‌اینمثال‌‌توجه‌بهبا‌

‌مرتبه‌فرایند‌مربوط‌به ‌از ‌‌ های‌‌کارما د‌که‌خروجی‌مدل‌یک‌فراین‌سپس‌برای‌نشان‌دادن‌این‌.کنیم‌میتولید‌‌2و

‌ا‌کافی‌؛پیوسته‌است‌ای‌ایستای‌دوره اساس‌مقادیر‌این‌فرایند‌بروسیلۀ‌‌بهست‌نشان‌دهیم‌فرایند‌گسسته‌تولید‌شده

گیری‌‌نقاط‌نمونه‌.دهد‌گسسته‌می‌ایستای‌چند‌متغیرۀبا‌طول‌مساوی‌تشکیل‌یک‌فرایند‌گیری‌شده‌در‌فواصلی‌‌نمونه

عنوان‌فرایند‌گسسته‌‌به‌گیری‌شده‌در‌نقاط‌نمونهشود‌و‌اندازه‌‌فرایند‌را‌‌یک‌از‌کل‌فرایند‌در‌نظر‌گرفته‌می‌ۀبه‌فاصل

‌ایستای‌فرایند‌گسسته‌تشکیل‌یک‌فراینداین‌نشان‌دهیم‌که‌‌داکنون‌براساس‌نتایج‌تئوری‌بای.‌گیریم‌جدید‌در‌نظر‌می

‌می ‌گسسته ‌فرضیات‌شبیه‌.دهد‌چندمتغیره ‌به ‌توجه ‌می‌ 2 9 9 2 2 2 2    ‌که‌این‌سازی‌و‌با ‌که‌‌نتیجه شود

‌بستگی‌نمودار‌هم،‌9شکل.‌را‌بدهد‌‌92ۀبا‌دور‌ای‌ایستای‌دورهتشکیل‌فرایند‌‌دبای‌یک‌طول‌‌مشاهدات‌فرایند‌گسسته‌به

‌‌ ‌فرایند‌است‌که ‌دورهنگار ‌وابستگی‌ای‌تابع‌هم‌رفتار ‌ساختار ‌تکرار ‌با ‌فواصل‌‌بستگی‌نگار ‌در ‌به‌92ها وضوح‌نشان‌‌را

‌.بستگی‌است‌ای‌اکید‌توابع‌خودهم‌وابستگی‌دورهگر‌‌بیاناین‌مطلب‌خود‌.‌دهد‌می

‌
 نگار فرایند  بستگی نمودار هم .1شکل 
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‌می‌بنابراین ‌را ‌آزمونتوان‌بر‌این‌اساس‌تشکیل‌داد‌و‌ایستایی‌این‌فرای‌فرایند‌چندمتغیره‌ایستا .‌دد‌چندمتغیره‌را

‌تا‌دوم‌ۀاول،‌زیرباز‌ۀتقسیم‌شده‌است،‌مشاهدات‌زیرباز‌9طول‌‌قسمت‌به‌92که‌به‌‌92طول‌‌هر‌دوره‌بهمنظور‌این‌‌رایب

‌داریممتغیره‌‌فرایند‌ایستای‌تک‌92پس‌.‌دهد‌میمتغیره‌ایستا‌‌92تشکیل‌یک‌فرایند‌را‌نشان‌داده‌و‌دوازدهم‌‌ۀزیرباز

.‌نیز‌ایستا‌است‌فرایند‌92این‌دهیم‌که‌وابستگی‌متقابل‌‌نشان‌می‌حال.‌شود‌آزمایش‌می‌آنهاکه‌این‌ویژگی‌ایستایی‌

‌.دشو‌مرحله‌زیر‌اجرا‌می‌3برای‌انجام‌این‌آزمون‌

‌تک‌هم‌.9 ‌شکل‌92تک‌این‌‌بستگی‌نگار ‌نشان‌می‌2فرایند‌در ‌که ‌است، ‌‌ترسیم‌شده ‌نظر‌‌92این‌دهد ‌از فرایند

‌.استبستگی‌ایستا‌‌ساختار‌هم

رسم‌شده‌‌3در‌شکل‌بعدی‌‌ۀترتیب‌هرکدام‌با‌شمار‌دو‌و‌به‌هصورت‌دوب‌هبفرایند‌‌92نگار‌متقابل‌این‌‌‌بستگی‌هم‌.2

ی‌ارفرایند‌دا‌92بستگی‌متقابل‌این‌‌هم‌رو،‌،‌از‌اینصفر‌قرار‌دارند‌ۀکه‌تمام‌مقادیر‌در‌باز‌شود‌و‌مشاهده‌می‌است

 .استساختار‌ایستایی‌

‌شکل‌‌.3 ‌جعبه‌ در ‌برای‌‌ای‌تک‌نمودار ‌‌9333تک‌این‌فرایندها ‌ارایه ‌بیان‌شود‌میدوره ‌ایستایی‌که ‌تک‌‌تک‌گر

فرآیند‌اصلی‌در‌‌رو،‌،‌از‌اینها‌متفاوت‌هستند‌است‌و‌در‌ضمن‌میانگین‌و‌واریانسدر‌میانگین‌و‌واریانس‌‌هافرایند

‌.ای‌دارد‌میانگین‌و‌واریانس‌رفتار‌دوره

‌.ای‌است‌دوره‌ایستایو‌خروجی‌مدل‌یک‌فرایند‌‌شود‌مییید‌أوسیله‌ت‌پس‌نتایج‌تئوری‌بدین

   
9ستون‌ 2ستون‌  3ستون‌   

   
6ستون‌  ستون‌  ستون‌  
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9ستون‌ 8ستون‌  1ستون‌   

   
93ستون‌ 99ستون‌  92ستون‌   
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 گیری و گسترش نتیجه

‌اندازه‌نیمه‌لوی‌براساس‌تقریب‌‌در‌این‌مقاله‌به‌بررسی‌ویژگی ‌با نیمه‌لوی‌‌ۀیک‌انداز‌وسیلۀ‌بههای‌فرایند‌کارما

نیمه‌‌ۀسازی‌انداز‌با‌‌‌شبیه.‌ای‌هستند‌نشان‌دادیم‌که‌گشتاورهای‌اول‌و‌دوم‌این‌فرایند‌ایستای‌دوره.‌ساده‌پرداختیم

‌.‌‌ای‌بودن‌نشان‌داده‌شد‌سازی‌کرده‌و‌ویژگی‌ایستای‌دوره‌حالت‌مدل،‌فرایند‌کارما‌را‌شبیه-لوی‌و‌با‌کمک‌نمایش‌فضا

‌ایستای‌دوره ‌ویژگی ‌به ‌توجه ‌با‌با ‌پارامترهای‌مدل‌ای‌فرآیند ‌‌می‌برآورد ‌برای‌داده‌توان ‌را ‌‌این‌مدل با‌های‌واقعی

این‌.‌دست‌آورد‌هکار‌برد‌و‌براساس‌نتایج‌این‌مقاله‌ساختار‌تغییرات‌فرآیند‌را‌با‌هرتقریب‌دلخواه‌ب‌ههای‌نیمه‌لوی‌ب‌اندازه

بلکه‌‌؛نیستها‌دارای‌مقادیر‌ثابت‌‌بر‌بازه‌ها‌در‌فرایند‌نیمه‌لوی‌لزوماً‌جهش‌ای‌مقاله‌به‌شرایطی‌که‌نرخ‌رخداد‌لحظه

uیعنی‌‌است،ای‌‌دارای‌رفتار‌دوره‌صرفاً T u  (0)‌ۀکه‌نرخ‌رخداد‌در‌باز,T]صورت‌‌‌هب‌
0

t

t udu  
‌

،‌(است

‌استقابل‌تعمیم‌ ‌بر‌این‌در‌مورد‌توزیع‌پرش. ‌تبیین‌ساختاری‌که‌بیان‌علاوه بدون‌‌ها‌پرش‌توزیع‌ای‌گر‌رفتار‌دوره‌ها

‌.دیگری‌برای‌تعمیم‌مقاله‌است‌ۀسان‌روی‌اعضای‌یک‌افراز‌باشد،‌زمین‌محدودیت‌توزیع‌یک
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