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 چکیده
‌گ‌کی ‌خودری-9راف‌را ‌گروه ‌به‌یختمنظم‌گوئیم‌هرگاه ‌عمل‌کند‌صورت‌منظم‌روی‌کمان‌های‌آن ‌ها ‌این‌مقاله‌. در

‌.بندی‌شده‌است‌یک‌عدد‌اول‌است،‌رده‌ ‌در‌آن‌که‌    ‌ۀمنظم‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌مرتب-9های‌‌گراف

‌.های‌کیلی‌گراف،‌های‌متقارن‌انتقالی،‌گراف‌–‌sهای‌‌گراف:‌کلیدی های واژه

‌                         

 مقدمه

برای‌یک‌.‌اند‌نظر‌گرفته‌شده‌چندگانه‌در‌یالو‌‌هقوطبند،‌بدون‌‌دار،‌متناهی،‌هم‌هتجها‌غیر‌گراف‌همۀدر‌این‌مقاله‌

‌ ‌ گراف ‌نمادهای ‌از ،               ‌ ‌یال‌      و ‌رئوس، ‌مجموعه ‌دادن ‌نشان ‌کمان‌برای ‌گروه‌‌ها، ‌و ها

‌است  های‌تیخخودری ‌شده ‌استفاده ‌        ‌فرض‌کنید. ‌‌دراین. ‌نماد ‌یال‌برای‌نشان‌دادن‌     صورت‌از

‌کنیم‌استفاده‌می‌ ‌گرافدر‌‌   ‌رئوس‌واقع‌بر ‌‌ گراف‌. هرگاه‌گوئیم‌(‌یا‌متقارن)انتقالی‌و‌کمان‌انتقالی‌ رأسرا

‌‌تیخریخودگروه‌ ‌      های‌آن، ‌ها‌عمل‌کند‌صورت‌انتقالی‌روی‌مجموعه‌رئوس‌و‌کمان‌به، ‌را‌ ‌فچنین‌گرا‌هم.

 .ها‌عمل‌کند‌صورت‌منظم‌روی‌مجموعه‌کمان‌های‌آن‌به‌تیخریخودمنظم‌گوئیم‌هرگاه‌گروه‌‌-9

.‌هرگاه‌یک‌دور‌باشد‌،ظرفیت‌دو‌استچنین‌یگ‌گراف‌از‌‌هم.‌بند‌باشد‌منظم‌باید‌هم-‌9فواضح‌است‌که‌هر‌گرا

.‌است‌سههای‌منظم‌از‌درجه‌‌های‌مکعبی‌یا‌همان‌گراف‌منظم،‌گراف-9های‌‌بندی‌گراف‌بنابراین‌اولین‌قدم‌برای‌رده

‌گراف ‌از ‌مکعبی‌-9های‌‌اولین‌مثال ‌استف‌وسیلۀ‌بهمنظم‌و ‌شده ‌آن‌کارهای‌تحقیقاتی‌‌.[93]‌روچت‌ساخته ‌از بعد

منظم‌-9های‌‌چنین‌گراف‌هم.‌،‌انجام‌شده‌است[1]،‌[7]،‌[6]،‌[5]،‌[3]‌منظم‌مکعبی‌در-9ی‌ها‌زیادی‌در‌مورد‌گراف

در‌مرجع‌‌ ‌ۀمنظم‌و‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌از‌مرتب-9های‌‌عنوان‌مثال‌گراف‌به.‌اند‌مورد‌توجه‌قرار‌گرفته‌،و‌از‌ظرفیت‌چهار

‌اند‌بندی‌شده‌رده‌]9[ ‌نامت‌هم. ‌از‌ظرفیت‌چهار‌روی‌گروه-9کیلی‌های‌‌ی‌از‌گرافناهچنین‌یک‌خانواده های‌‌منظم‌و

آبلی‌و‌دوری‌در‌‌های‌منظم‌و‌از‌ظرفیت‌چهار‌روی‌گروه-‌9کیلی‌های‌گراف‌.اند‌بندی‌شده‌رده‌]19[ع‌جمتناوب‌در‌مر

های‌‌منظم‌از‌ظرفیت‌چهار‌روی‌گروه-9های‌‌چنین‌گراف‌هم.‌اند‌بندی‌شده‌رده‌[31]،‌[39]،‌[11]،‌[16]،‌[13]‌مراجع

‌[13]در‌‌دو‌وجهی ،[16]‌ ‌اند‌بندی‌شده‌رده[‌11]، ‌اول‌باشند‌اعداد‌     ‌فرض‌کنید. ‌[1]‌باتوجه‌به. ،[14]‌،[15]‌،

های‌‌علاوه‌گراف‌به.‌استدوری‌ ،‌یک‌گراف  یا‌‌‌  ‌ۀمنظم‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌از‌مرتب-9هر‌گراف‌[31]،‌[39]،‌[17]

‌مرتب‌منظم‌از-9 ‌از ‌و ‌[4]‌در‌     ‌آن‌در‌که‌        ۀظرفیت‌چهار ،[99]‌ ،[91]‌ ،[93]‌ ،[94]‌ ،[34]‌

‌    ‌ۀمنظم‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌از‌مرتب-9های‌‌بندی‌گراف‌باتوجه‌به‌این‌نتایج،‌هدف‌این‌مقاله‌رده‌.اند‌بندی‌شده‌رده

‌.‌است
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 اتمقدم

‌.‌شود‌میکنیم‌که‌در‌ادامه‌برای‌اثبات‌قضایا‌استفاده‌‌و‌نتایجی‌را‌بیان‌می‌ها‌فنمادها،‌تعری‌،در‌این‌بخش

‌ چنین‌اگر‌‌هم.‌کنیم‌استفاده‌می‌ برای‌نشان‌دادن‌ظرفیت‌گراف‌‌     از‌نماد‌.‌یک‌گراف‌باشد‌ فرض‌کنید‌‌

یک‌‌ فرض‌کنید‌.‌کنیم‌استفاده‌می‌‌Bۀوسیل‌به‌شده‌اقبرای‌زیرگراف‌ال‌    د‌مااز‌ن‌،باشد‌    یک‌زیرمجموعه‌از‌

‌ چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌کند‌عمل‌می‌    صورت‌انتقالی‌روی‌‌به‌ که‌‌طوری‌به‌        گراف‌رأس‌انتقالی‌و‌

‌ ،‌گرافی‌است‌که‌مجموعه‌رئوس‌آن‌  ‌،منظور‌از‌گراف‌خارج‌قسمتی.‌استپایا‌– که‌‌باشد‌    ‌از یک‌افراز

دیگر‌در‌‌یک‌با‌vمانند‌‌Cاز‌‌یبا‌رأس‌uمانند‌‌Bاز‌یهرگاه‌رأس‌،هستند دیگر‌مجاور‌یک‌با‌      و‌دو‌رأس‌‌است

‌باشنداگراف‌اصلی‌مج ‌ور ‌‌Nفرض‌کنید‌. ‌‌نرمال‌‌ زیرگروه .‌باشد‌    روی‌‌Nمجموعه‌مدارهای‌عمل‌‌ باشد‌و

‌– یک‌مجموعه‌‌ دانیم‌‌می ‌استپایا .‌ ‌این‌حالت‌از‌نماد ‌‌  جای‌‌به‌  در ‌کنیم‌میاستفاده برای‌عدد‌صحیح‌و‌.

   از‌نماد‌‌‌،‌nۀبرای‌نمایش‌گروه‌دوری‌از‌مرتب‌،   ،‌از‌نماد‌nمثبت‌
برای‌‌   و‌از‌نماد‌‌‌   برای‌گروه‌ضربی‌‌ 

و‌از‌‌nطول‌‌برای‌نمایش‌دادن‌یک‌دور‌به‌  چنین‌از‌نماد‌‌هم.‌کنیم‌استفاده‌می‌  ‌ۀنمایش‌گروه‌دووجهی‌از‌مرتب

–را‌یک‌‌  گراف‌.‌کنیم‌استفاده‌می‌‌nۀگراف‌کامل‌از‌مرتببرای‌نشان‌دادن‌‌  نماد‌ ‌.‌گوئیم‌دور‌می‌ 

‌ ‌‌ فرض‌کنید ‌جایگشتیک‌گروه ‌‌ ی‌روی‌مجموعه ‌‌ و ‌از ‌باشد‌‌ عضوی .‌ ‌نماد ‌  از برای‌نمایش‌دادن‌‌

‌رأس‌ ‌‌ پایدارساز ‌می‌ در ‌کنیم‌استفاده ‌برای‌هر‌‌عمل‌می‌Ωروی‌منظم‌‌صورت‌نیم‌به‌ گوییم‌گراف‌. ‌هرگاه کند،

‌داشته‌باشیم‌  و  ،    ‌ ‌هرگاه‌‌عمل‌می‌Ωصورت‌منظم‌روی‌‌به‌ گوئیم‌. منظم‌و‌انتقالی‌‌نیم‌Ωروی‌‌ کند،

‌.‌منظم‌باشد‌نیم‌   هرگاه‌منظم‌است،‌‌نیم‌ چنین‌‌هم.‌باشد

روی‌گروه‌‌          ‌9کیلی‌گراف‌.    و     ‌که‌طوری‌به‌   و‌‌متناهی‌گروه‌یک‌ Gکنید‌فرض

Gنسبت‌به‌‌Sگرافی‌است‌که‌مجموعه‌رئوس‌آن‌اعضای‌‌Gهای‌آن‌‌یالۀ‌و‌مجموع‌است‌                ‌

ی‌جایگشتگروه‌.‌کنیم‌تعریف‌می‌         صورت‌‌را‌به‌ روی‌‌    ‌جایگشت.‌     فرض‌کنید‌.‌است

‌نمایش‌منظم‌راست‌ روی‌‌                  ‌‌1را ‌گوئیم‌ گروه ‌‌    واضح‌است‌که‌. یکریخت‌‌ با

‌ ‌و ‌منظم‌    است ‌است‌               زیرگروه ‌‌هم. ‌است‌که ‌واضح ‌اگر‌‌هم‌Xچنین ‌فقط ‌و ‌اگر ‌است بند

     ‌ ‌‌به. ‌‌                          علاوه ‌از ‌زیرگروه ‌است‌             یک ‌واقع‌. در

‌است‌              یک‌زیرگروه‌از‌‌          ‌‌          گراف‌کیلی‌. ‌نرمال‌گوئیم،‌هرگاه ‌    را

نرمال‌است،‌‌         ثابت‌کرده‌است‌که‌‌]97[گودسیل‌در‌مرجع‌.‌باشد‌               یک‌زیرگروه‌نرمال‌

‌ ‌اگر ‌فقط ‌و              اگر
 

‌‌هم)‌          ‌33]چنین ‌ببینید[ ‌را .)‌ ‌کنید ‌        فرض ‌در.

‌.‌نرمال‌باشد‌         نرمال‌است‌اگر‌و‌فقط‌‌اگر‌‌         راحتی‌نشان‌داد‌که‌‌توان‌به‌صورت‌می‌این

‌      فرض‌کنید‌ .‌کنیم‌استفاده‌می‌ در‌‌uبرای‌نشان‌دادن‌رئوس‌مجاور‌‌     صورت‌از‌نماد‌‌این‌در.

‌ ‌‌به‌  گراف ‌تصویر ‌نگاشت ‌یک ‌‌      همراه ‌گراف ‌از ‌پوشش ‌یک ‌‌ را ‌گوئیم، ‌پوشا‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌اگر ‌نگاشت یک

یک‌و‌پوشا‌برای‌‌به‌یک‌نگاشت‌یک‌                          که‌‌طوری‌وجود‌داشته‌باشد،‌به‌            

‌‌      رأس‌ ‌         و ‌‌ همراه‌نگاشت‌‌به‌ از‌‌  پوشش‌. ‌یک‌پوشش‌منظم‌یا گوئیم،‌‌3پوشش‌ –را

در‌.‌باشد‌    یکریخت‌با‌گراف‌خارج‌قسمتی‌‌ که‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌       از‌‌Kمنظم‌‌هرگاه‌یک‌زیرگروه‌نیم

                                                           
1. Cayley graph 

2. Right regular representation 
3. K-covering 
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در‌این‌مقاله‌ترکیب‌توابع‌از‌)‌        که‌در‌آن‌‌است‌   های‌‌ترکیبی‌از‌نگاشت‌          واقع‌نگاشت‌

‌1ری‌یا‌آبلی‌مقدماتیدو‌9را‌پوشش‌  گاه‌‌یک‌گروه‌دوری‌یا‌آبلی‌مقدماتی‌باشد‌آن‌Kاگر‌(.‌استسمت‌چپ‌به‌راست‌

یک‌پوشش‌از‌گراف‌خارج‌‌ چنین‌اگر‌‌هم.‌را‌گروه‌تبدیلات‌پوششی‌گوئیم‌Kگاه‌‌بند‌باشد‌آن‌هم‌  گویند‌و‌اگر‌‌ از‌

از‌یال‌یا‌رأس،‌یک‌لایه‌.‌است‌  یک‌پوشش‌نرمال‌از‌‌ گاه‌گوییم‌‌آن‌        که‌‌طوری‌باشد،‌به‌  قسمتی‌

‌رأس‌ ‌ نگاشت‌‌وسیلۀ‌بهعبارت‌است‌از‌تصویر‌معکوس‌آن‌یال‌یا ‌حافظ‌لایه‌گوئیم،‌‌  یک‌خودریختی‌از‌گراف‌. را

‌به‌یک‌لایه‌تصویر‌کند ‌ۀمجموع‌.استواضح‌است‌که‌هر‌عضو‌گروه‌تبدیلات‌پوششی،‌حافظ‌لایه‌.‌هرگاه‌یک‌لایه‌را

‌.شود‌گفته‌می‌3دهند‌که‌به‌آن‌گروه‌حافظ‌لایه‌ک‌گروه‌میتشکیل‌ی‌استها‌که‌حافظ‌لایه‌‌خودریختی‌همۀ

‌گراف‌K–یک‌‌  فرض‌کنید‌‌ ‌‌به‌Xپوشش‌از ‌نگاشت‌تصویر ‌باشد‌ همراه .‌ ‌‌        اگر ‌          و

‌می‌.است‌  از‌‌5یک‌تصویر‌ است‌و‌‌ از‌‌4یک‌خیز‌  گاه‌گوئیم‌‌،‌آن      که‌‌طوری‌به توان‌به‌‌این‌تعاریف‌را

‌‌زیرگروه ‌افزایش‌می‌      هایی‌از ‌زیرگروه‌که ‌از‌‌شوند‌و ‌تعمیم‌داد‌       های‌تصویر ‌و‌. ‌ واضح‌است‌که‌خیز

‌.است‌      و‌‌       هایی‌خود‌زیرگروهی‌از‌‌تصویر‌چنین‌زیرگروه

‌‌ فرض‌کنید‌ ‌در‌Nو ‌باشند، ‌‌این‌دو‌گروه ‌‌برای‌نشان‌دادن‌ضرب‌نیم‌   صورت‌از‌نماد ‌Nمستقیم‌گروه

برای‌نشان‌دادن‌مرکزساز‌‌     و‌‌     از‌نمادهای‌‌ از‌‌Hچنین‌برای‌زیرگروه‌‌هم.‌کنیم‌استفاده‌می‌‌Mۀوسیل‌به

علاوه‌از‌‌به‌.است‌     یک‌زیرگروه‌نرمال‌‌     واضح‌است‌که‌.‌کنیم‌استفاده‌می‌ در‌‌ ساز‌‌و‌نرمال‌ در‌‌ 

‌ ‌‌  نماد ‌مشتق ‌زیرگروه ‌دادن ‌می‌Gبرای‌نشان ‌کنیم‌استفاده .‌ ‌    درنهایت‌اگر ‌از ‌زیرگروه ‌آن‌ دو گاه‌‌باشند،

‌.دهیم‌‌نمایش‌می‌     را‌با‌نماد‌‌              جاگرهای‌‌جابه‌ۀهم‌وسیلۀ‌بهزیرگروه‌تولید‌شده‌

‌‌.است‌      یکریخت‌با‌زیرگروهی‌از‌‌           گروه‌خارج‌قسمتی‌[‌‌4.5ۀ،‌قضیI ‌،‌فصل91]. 6 حکم

‌‌.استیک‌گروه‌منظم‌‌Ωهر‌گروه‌آبلی‌و‌انتقالی‌روی‌[‌‌4.4،‌حکم‌I ،‌فصل11] .6 حکم

‌.مراجعه‌شود‌]‌9.9ۀ،‌قضی95[به‌‌3ۀ‌برای‌اثبات‌نتیج‌

صورت‌‌این‌در.‌باشد‌ یک‌زیرگروه‌نرمال‌از‌‌Nمنظم‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌-9بند‌و‌‌یک‌گراف‌هم‌Xفرض‌کنید‌ . 6 حکم

‌:استشرایط‌برقرار‌این‌یکی‌از‌

9. Nکند‌عمل‌می‌    صورت‌انتقالی‌روی‌‌به‌. 

 .کند‌صورت‌انتقالی‌روی‌هر‌بخش‌عمل‌می‌به‌Nیک‌گراف‌دو‌بخشی‌است‌و‌‌  .1

3. Nیک‌گروه‌‌ و‌‌است‌ یک‌دور‌به‌طول‌‌  است‌و‌گراف‌خارج‌قسمتی‌‌    مدار‌بر‌روی‌‌   دارای‌‌

 .کند‌القاء‌می‌  روی‌‌   خودریختی‌

4. Nاست‌و‌‌    مدار‌بر‌روی‌‌   دارای‌‌Nچنین‌گراف‌‌هم.‌کند‌عمل‌می‌    منظم‌روی‌‌صورت‌نیم‌به‌

–یک‌پوشش‌‌Xو‌‌استبند‌و‌از‌ظرفیت‌چهار‌‌انتقالی،‌هم-   یک‌گراف‌‌  خارج‌قسمتی‌ ‌  نرمال‌از‌‌ 

 ‌.است

 .مراجعه‌شود[‌‌4.3ۀ،‌قضی11]به‌‌4ۀ‌برای‌اثبات‌نتیج

                                                           
1. Cyclic 
2. Rlementary abelian covering 

3. Fibre-preserving group 

4. Lift 
5. Projection 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان‌،‌4،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌666
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

چنین‌فرض‌‌هم.‌باشد‌Ωروی‌‌Gزیرگروه‌سیلو‌از‌گروه‌جایگشتی‌‌  –یک‌‌ یک‌عدد‌اول‌و‌‌ فرض‌کنید‌ . 6ۀ قضی

–طول‌‌  اگر‌.‌   کنید‌ ‌.‌کند‌را‌عاد‌می‌ مدار‌شامل‌‌  –طول‌‌  گاه‌‌را‌عادکند‌آن‌ωمدار‌شامل‌‌ 

‌از‌گراف ‌‌باهای‌‌برای‌بیان‌نتیجه‌بعد‌نیاز‌به‌معرفی‌یک‌خانواده ‌داریظرفیت‌چهار برای‌اولین‌بار‌‌]96[م‌که‌در

 گرافی‌است‌که‌مجموعه‌رئوس‌آن‌‌            گراف‌.‌معرفی‌شده‌است
 

   
   

های‌آن‌‌و‌مجموعه‌یال‌

                    
 
     

   
‌‌هم‌.است‌   ‌به ‌باتوجه ‌96[چنین ‌تعریف های‌‌گراف‌]1.1،

 های‌کیلی‌روی‌‌همگی‌گراف‌            
 

  
   

‌:استو‌دارای‌مجموعه‌مولد‌زیر‌‌

                               
تمامی‌این‌‌]1.1 ،‌تعریف96[بنا‌به‌‌.    داریم،‌که‌در‌آن‌‌            نیاز‌به‌گراف‌‌‌‌99ۀدر‌اثبات‌قضی

 های‌کیلی‌نرمال‌روی‌‌،‌گراف    ها‌برای‌‌گراف
 

   
   

 .‌است‌

‌قضی96[‌.5 حکم ‌‌]‌9.9ۀ، ‌‌یک‌گراف‌هم‌ فرض‌کنید ‌مرتب‌– بند، ‌و ‌ظرفیت‌چهار ‌از .‌باشد‌    ‌ۀمتقارن‌و

   چنین‌فرض‌کنید‌‌هم
 

یک‌عدد‌اول‌‌ که‌‌طوری‌باشند‌به‌ با‌مدارهایی‌از‌طول‌‌ زیرگروه‌نرمال‌مینیال‌از‌‌

‌است ‌فرد ‌‌در. ‌عمل‌‌ نهایت‌فرض‌کنید ‌باشد‌     روی‌‌ هسته .‌ ‌‌       اگر     و
 

‌‌آن‌ ‌  گاه

‌.است‌            یکریخت‌با‌

‌قضی96[ .6 حکم ‌‌]‌9.1ۀ، ‌‌یک‌گراف‌هم‌Xفرض‌کنید ‌و ‌مرتب‌– بند ‌و ‌ظرفیت‌چهار ‌از .‌باشد‌    ‌ۀمتقارن

   چنین‌فرض‌کنید‌‌هم
 

  
 

یک‌‌pباشند،‌که‌در‌آن‌‌  با‌مدارهایی‌از‌طول‌‌Gزیرگروه‌نرمال‌مینیال‌از‌‌

    و‌‌      اگر‌.‌باشد‌     روی‌‌Gهسته‌عمل‌‌Kدر‌نهایت‌فرض‌کنید‌.‌عدد‌اول‌فرد‌است
 

‌ گاه‌‌آن‌

‌‌.است‌]1.4،‌لم‌96[های‌موجود‌در‌‌یکریخت‌با‌یکی‌از‌گراف

.‌پذیر‌باشند‌حل‌ یا‌‌ چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌کند‌عمل‌می‌ که‌روی‌گروه‌‌طوری‌یک‌گروه‌باشد‌به‌ فرض‌کنید‌

‌.‌           اول‌است‌هرگاه‌‌هم‌ روی‌‌ صورت‌گوئیم‌عمل‌‌این‌در

‌.‌مشاهده‌کرد‌]‌917،‌صفحه‌91[توان‌در‌‌نتیجه‌زیر‌را‌می

‌.‌            صورت‌‌این‌در.‌اول‌عمل‌کند‌صورت‌هم‌به‌ روی‌‌ فرض‌کنید‌ . 7 حکم

‌.‌معرفی‌شده‌است‌]14[حالت‌کلی‌این‌گراف‌در‌.‌کنیم‌را‌معرفی‌می‌            در‌نهایت‌در‌مثال‌زیر‌گراف‌

‌‌1فرض‌کنید‌ .8 مثال ‌‌   یک‌عامل‌از  گروه‌ضربی‌‌‌1ۀفرد‌از‌مرتب‌زیرگروه‌منحصربه‌       و
  

 
.‌باشد‌

‌    فرض‌کنید
 

 
‌‌طوری‌به‌              ‌‌         که ‌مرتب‌1ترین‌مضرب‌مشترک‌‌کوچک‌ و ‌ۀو

‌ ‌‌tعضو  در
 

 
‌باشد‌ ‌    درنهایت‌فرض‌کنید‌ . ‌   و‌           صورت‌‌این‌در. ‌این. ‌‌از رأس‌رو،

‌رأس‌‌      ‌‌     با ‌است‌هرگاه ‌‌         و        مجاور ‌یکریخت‌با‌. ‌نظر ‌واقع‌گراف‌مورد در

      گراف‌کیلی
  

  
 
‌              را‌با‌نماد که‌آناست‌‌                              

منظم‌-9این‌گراف‌یک‌گراف‌‌]‌14[چنین‌باتوجه‌به‌‌‌هم.‌استعلاوه‌این‌گراف‌یک‌گراف‌دوری‌‌به.‌دهیم‌نمایش‌می

‌‌.است

      ۀمنظم از مرتب-6های  گراف

‌:‌نیاز‌داریم‌93و‌‌1برای‌اثبات‌نتیجه‌اصلی‌به‌دو‌لم‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌665اصخمنظم‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌مرتبه‌-9های‌‌ای‌از‌گراف‌خانواده

چنین‌‌هم.‌‌     اعداد‌اول‌هستند‌و‌‌    باشد‌که‌در‌آن‌‌   یک‌گروه‌غیر‌آبلی‌از‌مرتبه‌‌Gفرض‌کنید‌ . 9 لم

‌ ‌ ‌‌   فرض‌کنید ‌‌ و ‌نرمال ‌‌ دارای‌زیرگروه ‌مرتبه ‌به‌ از ‌‌طوری‌باشد ‌دوری‌است‌   که ‌یک‌گروه ‌در.

 :یکرخت‌با‌گروه‌زیر‌است‌Gصورت‌‌این

                                            

‌.       و‌‌    (‌pپیمانه‌)که‌‌طوری‌به

 .مراجعه‌شود] 91[به‌مرجع‌‌:برهان 

‌یک‌عدد‌اول‌باشد‌و‌‌    فرض‌کنید‌ . 61 لم

                                               

و‌ظرفیت‌‌    ‌ۀمرتب‌منظم‌از-9صورت‌هیچ‌گراف‌کیلی‌نرمال‌‌این‌در.‌       و‌‌     (‌ پیمانه)که‌در‌آن‌

‌.وجود‌ندارد‌4

دهیم‌که‌این‌فرض‌‌نشان‌می.‌باشد‌4و‌ظرفیت‌‌    ‌ۀمنظم‌از‌مرتب-9یک‌گراف‌کیلی‌نرمال‌‌ فرض‌کنید‌‌:برهان

‌           گیریم‌که‌‌منظم‌است،‌نتیجه‌می-9یک‌گراف‌کیلی‌نرمال‌و‌‌ چون‌.‌منجر‌به‌تناقض‌خواهد‌شد

در‌‌Gگروه‌‌‌99ۀاعضای‌مرتب.‌استدارای‌مرتبه‌یکسان‌‌Sبنابراین‌تمام‌اعضای‌‌کند‌و‌صورت‌انتقالی‌عمل‌می‌به‌Sروی‌

‌رو،‌از‌اینبند‌است‌‌هم‌ چون‌.‌قرار‌دارند‌     در‌‌ و‌اعضای‌مرتب‌‌     یعنی‌‌   ‌وسیلۀ‌بهزیرگروه‌تولید‌شده‌

‌ گروه‌‌   ‌ۀبرای‌نشان‌دادن‌عضوهای‌مرتب‌    نماد‌‌از‌.است‌   ‌ۀدارای‌عضوی‌از‌مرتب‌Sو‌بنابراین‌‌     

‌بنابراین‌.‌کنیم‌‌استفاده‌می

                   
 
    

  

 
    

 

 
  . 

یک‌خودریختی‌از‌‌               واضح‌است‌که‌.‌   که‌در‌آن‌‌‌،        فرض‌کنید‌

‌ ‌اگر‌هم‌.است‌Gگروه ‌‌آن‌      ‌چنین ‌‌              گاه ‌گروه ‌از ‌.است‌ Gیک‌خودریختی

 توان‌فرض‌کرد‌بنابراین‌می

                                     

   که‌‌طوری‌به‌
  

 
     و

  

 
    

 
 و‌یا‌

                                 

   که‌‌طوری‌به
 

 
     و 

  

 
 ابتدا‌فرض‌کنید‌که.‌‌    

                                     

‌ ‌‌به‌        چون ‌روی ‌انتقالی ‌می‌ صورت ‌می‌عمل ‌نتیجه ‌‌کند، ‌که ‌است‌‌          گیریم موجود

 بنابراین.‌                 که‌‌طوری‌به

                               . 

    که‌‌طوری‌به‌             ‌رو،‌از‌این
 

    و‌‌
  

 
‌ و‌‌                      بنابراین‌.

 در‌نتیجه

                       
         . 

‌‌       ‌چون‌ ‌‌     داریم .‌ ‌                بنابراین ‌کنید‌‌هم. ‌فرض چنین

         ‌‌‌ ‌آن ‌در        که
 

‌ .‌ ‌‌                   بنابراین .‌ ‌‌  چون جا‌‌جابه‌     با
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

     چون‌.‌      یا‌‌    گیریم‌که‌‌شود،‌نتیجه‌می‌می
  

 
شود‌که‌‌نتیجه‌می‌     (‌‌ پیمانه‌)و‌‌

      ‌ ‌    توان‌فرض‌کرد‌که‌‌بنابراین‌می. و‌‌                              در‌نتیجه‌.

   ‌چون‌.      
        ‌داریم‌    

 

.‌                  ‌و‌     ‌و‌بنابراین‌       

    و‌‌     طرفی‌چون‌‌از
  

 
‌    نتیجه‌‌و‌در‌          بنابراین‌.‌          داریم‌‌

‌یک‌تناقض‌است که ‌فرض‌کنید. ‌                                 اکنون ‌‌طوری‌به، .‌   که

‌ ‌‌به‌        چون ‌روی ‌انتقالی ‌می‌Sصورت ‌‌عمل ‌پس ‌به‌          کند ‌است که‌‌طوری‌موجود

‌     که‌در‌آن‌‌،‌            توان‌فرض‌کرد‌‌می.‌              بنابراین‌.‌             

‌     و
  

 
‌ ‌                                  ‌رو،‌از‌این. گیریم‌که‌‌نتیجه‌می‌      چون‌.

‌و‌بنابراین‌     

–گیریم‌‌شود،‌نتیجه‌می‌جا‌می‌جابه‌     با‌‌  که‌‌علاوه‌از‌این‌به.‌‌           ‌ که‌‌               

‌.این‌یک‌تناقض‌است

‌‌.استاصلی‌این‌مقاله‌‌ۀنتیج‌99ۀ‌قضی

فقط‌اگر‌یکی‌‌منظم‌است‌اگر‌و-9و‌ظرفیت‌چهار‌    از‌مرتبه‌‌ Xگراف‌.‌یک‌عدد‌اول‌باشد‌ فرض‌کنید‌. 66ۀ قضی

‌:ها‌برقرار‌باشد‌حالتاین‌از‌

i.            ‌
ii.  ‌‌ ‌گروه ‌روی ‌کیلی ‌گراف ‌مولد‌است‌                       یک ‌مجموعه ‌مجموعه‌‌ و آن

 است،‌                   

iii.  بند‌کمان‌انتقالی‌دوری‌با‌هر‌مجموعه‌مولد‌‌یک‌گراف‌هم‌S‌،است‌ 

iv.  است‌]1.4،‌لم‌96[های‌موجود‌در‌‌یکی‌از‌گراف‌.‌‌

‌،44برابر‌با‌یکی‌از‌اعداد‌       گاه‌آن‌   اگر‌.‌باشد‌    ‌ۀمنظم‌از‌مرتب-9یک‌گراف‌‌ فرض‌کنید‌‌:برهان 

‌است‌531یا‌‌11،‌175 ‌[13]،‌[11]‌در‌643حداکثر‌‌ۀهای‌کمان‌انتقالی‌از‌ظرفیت‌چهار‌و‌مرتب‌لیست‌کامل‌گراف.

چنین‌‌هم.‌شود‌میکامل‌‌   اثبات‌قضیه‌در‌حالت‌‌magmaافزار‌‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌این‌مراجع‌و‌نرم.‌موجود‌است

‌ ‌‌آن‌    اگر ‌به ‌باتوجه ‌قضی‌1[گاه ‌] ‌4.9ۀ، ‌‌ گراف ‌با      یکریخت
     

  
‌بهاست‌    که‌‌طوری‌،

 
     

  
        ‌‌ ‌                   و ‌برای‌‌ۀقضی‌    این‌گراف‌حالت‌. نتیجه‌‌    را

 .دهد‌می

نهایت‌‌در.‌باشد‌ در‌‌ پایدارساز‌رأس‌‌  چنین‌فرض‌کنید‌‌و‌هم‌     و         اکنون‌فرض‌کنید‌‌

‌ ‌  ‌ ،فرض‌کنید ‌سیلوی ‌باشد‌ زیرگروه .‌ ‌پس‌-‌9 چون ‌است، ‌        منظم .‌ ‌‌آن‌     اگر ‌ گاه

و‌‌          بنابراین‌.‌          بنابه‌قضایای‌سیلو‌.‌‌    بنابراین‌فرض‌کنید‌.‌بود‌پذیر‌خواهد‌حل

.‌دارد‌Mمتمم‌مانند‌‌P-یک‌نرمال‌‌‌‌Pرو،‌از‌این.‌             جا‌‌و‌از‌آن‌             در‌نتیجه‌

از‌.‌نرمال‌خواهد‌بود‌ دهیم‌در‌‌نشان‌می‌ زیرگروه‌سیلوی‌آن‌که‌با‌نماد‌‌-99شود‌که‌‌نتیجه‌می‌      چون‌

زیرگروه‌سیلوی‌آن‌نرمال‌در‌‌–‌Pپذیر‌است‌و‌‌حل‌ بنابراین‌.‌است‌       که‌متناقض‌با‌‌          ‌رو،‌این

Aاست‌‌. 
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هسته‌‌‌Kو‌باشد‌‌Pگروه‌عمل‌مدارهای‌به‌مربوط‌‌Xگراف‌خارج‌قسمتی‌از‌گراف‌  ‌دوری،‌گروه‌یک‌‌Pکنید‌فرض‌ابتدا

‌                و   ‌بنابراین‌.است‌  طول‌‌دارای‌‌Pعمل‌مدارهای‌‌4حکم‌بنابه‌.باشد‌     ‌روی‌‌Aعمل

‌.‌کند‌عمل‌می‌  صورت‌کمان‌انتقالی‌روی‌‌به

 ‌‌3بنا‌به‌حکم

 
کند‌‌عمل‌می‌    منظم‌روی‌‌صورت‌نیم‌به‌Pیا‌‌        جا‌‌و‌از‌آن‌            

‌ و‌‌استکمان‌انتقالی‌‌  روی‌‌   که‌‌طوری‌،‌بهاستبند‌از‌ظرفیت‌چهار‌‌یک‌گراف‌هم‌  و‌گراف‌خارج‌قسمتی‌

.‌و‌ظرفیت‌چهار‌وجود‌ندارد‌‌99ۀبند‌کمان‌انتقالی‌از‌مرتب‌هیچ‌گراف‌هم‌]33[بنا‌به‌.‌است‌  یک‌پوشش‌منظم‌از‌

‌‌      بنابراین‌ ‌‌       چون‌. ‌‌   یک‌گروه‌غیرآبلی‌است‌و ،‌است‌   یک‌گروه‌خارج‌قسمتی‌از

صورت‌صادقانه‌روی‌مدارهای‌از‌طول‌‌و‌به‌   ‌ۀدارای‌مرتب‌Kچون‌.‌یک‌گروه‌غیرآبلی‌است‌   گیریم‌که‌‌نتیجه‌می

    بنابراین‌.‌کند‌عمل‌می‌    منظم‌روی‌‌صورت‌غیرنیم‌به‌Kگیریم‌که‌‌کند،‌نتیجه‌می‌عمل‌می‌  
 

،‌که‌در‌

‌‌      آن ‌به‌حکم. ‌‌   ‌،‌1بنا ‌زیرگروهی‌از  یکریخت‌با
‌       است‌که‌در‌آن‌       ‌   چون‌.

‌Pاکنون‌چون‌.‌     گاه‌‌آن‌     اگر‌.‌است‌ یک‌زیرگروه‌محض‌‌Pشود‌که‌‌غیرآبلی‌است،‌نتیجه‌می

‌نتیجه‌می صورت‌انتقالی‌و‌صادقانه‌روی‌مدارها‌‌به‌Kچنین‌‌هم.‌یک‌گروه‌آبلی‌است‌Kشود‌که‌‌یک‌گروه‌آبلی‌است،

‌کند‌که‌این‌یک‌تناقض‌است‌عمل‌می ‌نتیجه‌میاست‌Kزیرگروه‌سیلوی‌‌-1یک‌‌  چون‌. زیرگروه‌‌  گیریم‌که‌‌،

‌ ‌گروه ‌‌است‌Kمشخصه ‌در ‌بنابراین ‌‌Aو ‌‌.استنرمال ‌است    بنابراین ‌تناقض ‌یک ‌نیز ‌این ‌،که بنابراین‌.

‌و‌‌      

                         . 

     اگر‌‌
 

،‌      اگر‌.‌          و‌‌استیک‌گروه‌آبلی‌‌  واضح‌است‌که‌.‌       گاه‌‌،‌آن

‌Aدر‌‌ اکنون‌نرمال‌بودن‌‌.است‌ یک‌زیرگروه‌مشخصه‌‌  و‌بنابراین‌‌است‌ ‌سیلویزیرگروه‌-1یک‌‌  گاه‌‌آن

‌ گاه‌طول‌مدارهای‌‌،‌آن      حال‌اگر‌.‌،‌که‌یک‌تناقض‌است    و‌در‌نتیجه‌‌     کند‌که‌‌ایجاب‌می

‌ۀدارای‌زیرگروه‌مشخصه‌از‌مرتب‌   و‌بنابراین‌‌             ‌رو،‌از‌این.‌که‌یک‌تناقض‌است‌است‌   برابر‌

‌‌.است‌   مانند‌‌99 ‌     و‌در‌نتیجه‌‌         ؛         لذا ‌         علاوه‌چون‌‌به.

و‌‌         گاه‌‌،‌آن      اگر‌.‌           واضح‌است‌که‌.‌یک‌گروه‌آبلی‌است‌Hشود‌که‌‌نتیجه‌می

‌زیرگروه‌سیلوی-  یک‌گراف‌کیلی‌روی‌گروه‌آبلی‌با‌‌Xرو،‌از‌این.‌کند‌عمل‌می‌    صورت‌منظم‌روی‌‌به‌Hبنابراین‌

 واضح‌است‌که‌این‌گروه‌یکریخت‌با‌‌.استدوری‌
‌]‌1.7ۀ،‌قضی31[چنین‌بنا‌به‌‌هم.‌    که‌‌طوری‌به‌است‌    

Xزیرگروه‌سیلوی‌‌-99یک‌‌  گاه‌‌،‌آن       اکنون‌اگر‌.‌منظم‌است-9یک‌گراف‌‌Hیک‌‌  ‌رو،‌از‌این‌است‌

‌.‌که‌یک‌تناقض‌است‌    جا‌‌است‌و‌از‌آن‌Aیک‌زیرگروه‌نرمال‌‌  درنتیجه‌‌.است‌Hزیرگروه‌مشخص‌

.‌باشد‌Aیک‌زیرگروه‌نرمال‌مینیمال‌از‌گروه‌‌Pابتدا‌فرض‌کنید‌.‌یک‌گروه‌آبلی‌مقدماتی‌باشد‌Pاکنون‌فرض‌کنید‌

‌     روی‌‌Aهسته‌عمل‌‌Kفرض‌کنید‌.‌گیریم‌را‌درنظر‌می‌Pمربوط‌به‌مدارهای‌‌ از‌‌  گراف‌خارج‌قسمتی‌

منظم‌‌صورت‌نیم‌به‌Pو‌یا‌‌       و‌در‌نتیجه‌‌       و‌بنابراین‌‌      ،‌یا‌‌331بنا‌به‌حکم‌.‌باشد

صورت‌‌به‌   که‌‌طوری‌به‌استبند‌از‌ظرفیت‌چهار‌‌یک‌گراف‌هم‌  کند‌و‌گراف‌خارج‌قسمتی‌‌عمل‌می‌    روی‌

بند‌از‌‌هیچ‌گراف‌کمان‌انتقالی‌هم‌]33[بنا‌به‌.‌است‌  یک‌پوشش‌منظم‌از‌‌ Xکند‌و‌‌عمل‌می‌Xکمان‌انتقالی‌روی‌

    و‌بنابراین‌‌       توان‌فرض‌کرد‌‌میرو،‌‌از‌این.‌وجود‌ندارد‌‌99ۀظرفیت‌چهار‌و‌مرتب
 

حال‌بنا‌به‌حکم‌.‌

631‌،Xاست‌]1.4،‌لم‌96[های‌موجود‌در‌‌یکریخت‌با‌یکی‌از‌گراف‌.‌‌
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 با‌‌Aاز‌‌Nصورت‌زیرگروه‌نرمال‌مینیال‌‌دراین.‌نباشد‌Aزیرگروه‌نرمال‌مینیال‌‌Pاکنون‌فرض‌کنید‌
 

یکریخت‌‌

روی‌‌Aهسته‌عمل‌‌Kچنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌باشد‌Nباتوجه‌با‌مدارهای‌‌Xگراف‌خارج‌قسمتی‌از‌‌  فرض‌کنید‌.‌است

‌باشد‌      ‌‌دراین. ‌‌    و    صورت ‌می‌به‌     روی ‌عمل ‌انتقالی ‌کند‌صورت ‌‌به. ‌داریمعلاوه

           ‌ ‌حکم. ‌به ‌‌3بنا ‌طول‌‌  ، ‌از ‌‌است‌   یک‌دور ‌یا عمل‌‌    منظم‌روی‌‌صورت‌نیم‌به‌Nو

‌  صورت‌کمان‌انتقالی‌روی‌‌به‌   بند‌و‌از‌ظرفیت‌چهار‌است‌و‌‌یک‌گراف‌هم‌  کند‌و‌گراف‌خارج‌قسمتی‌‌می

‌        گاه‌‌،‌آن       اگر‌.‌تاس‌  یک‌پوشش‌منظم‌از‌‌Xتوجه‌شود‌که‌در‌این‌حالت‌.‌کند‌عمل‌می

    رو،‌‌از‌این.‌       و‌
 

‌  چنین‌اگر‌‌هم.‌است‌             یکریخت‌با‌‌‌X،‌5اکنون‌بنا‌به‌حکم.‌‌

گاه‌طبق‌‌کند‌آن‌عمل‌می‌   صورت‌کمان‌انتقالی‌روی‌‌به‌   که‌‌طوری‌بند‌از‌ظرفیت‌چهار‌باشد‌به‌یک‌گراف‌هم

‌‌3حکم ،Xمرتب‌‌ ‌از ‌گراف‌متقارن ‌ .است‌   ‌ۀیک‌پوشش‌از ‌به ‌]14[بنا ‌از‌‌            ، ‌گراف‌متقارن تنها

‌‌1مثال)است‌‌   ‌ۀظرفیت‌چهار‌و‌از‌مرتب .)‌  های‌گراف‌شامل‌منظم‌از‌گروه‌خودریختی-9در‌این‌حالت‌زیرگروه

‌ های‌گراف‌‌منظم‌از‌گروه‌خودریختی-9زیرگروه‌‌Hفرض‌کنید‌‌.است‌      زیرگروه‌منظم‌و‌نرمال‌یکریخت‌با

شامل‌زیرگروه‌منظم‌نرمال‌‌Hچنین‌چون‌‌هم.‌است‌ یک‌خیزش‌از‌‌‌ ‌رو،‌از‌اینمنظم‌است‌-X‌9چون‌.‌باشد‌  

‌ۀیک‌گراف‌کیلی‌نرمال‌از‌مرتب‌Xبنابراین‌.‌نیز‌شامل‌یک‌زیرگروه‌منظم‌نرمال‌است‌Aلذا‌‌است‌      یکریخت‌با‌

‌است‌        ن‌چو.
 

  ‌‌  و
  

  
 

‌نرمال‌مانند‌‌Aشود‌که‌‌نتیجه‌می‌   است‌‌ دارای‌یک‌زیرگروه

   که‌‌طوری‌به
 

  
 

  
  

 یکریخت‌با‌‌‌ گاه‌‌آبلی‌باشد‌آن‌ اگر‌.‌‌
 

  
   

 و‌یا‌‌
چنین‌‌هم.‌است‌    

‌یکریخت‌با‌ ،‌‌1گاه‌بنا‌به‌لم‌غیرآبلی‌باشند‌آن‌ اگر‌

                                           , 

   اگر‌.‌       و‌‌     (‌ پیمانه‌)‌که‌در‌آن‌است
.‌منظم‌است-X،‌9[‌‌7ۀقضی‌39]گاه‌بنا‌به‌‌آن‌    

‌‌به ‌اگر    علاوه
 

  
   

‌‌آن‌ ‌به ‌بنا ‌‌،33]گاه ‌‌333حکم ‌مثال ‌با‌‌Xگراف‌[133و ‌یکریخت

     
 

  
   

در‌نهایت‌.‌آورده‌شده‌است‌‌(ii)قسمت‌‌99ۀ‌در‌قضیاین‌گراف‌.‌است‌                   

‌‌‌.استاکنون‌اثبات‌قضیه‌کامل‌.‌نیستمنظم‌-9یک‌گراف‌‌ ،‌گراف‌‌93در‌حالت‌آخر‌بنا‌به‌لم
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