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a : (V M) N V (M N),    

 
( -دو) ۀو تانسور رست Homهای  تابعگون-الحاقی بین خود ۀرابط

 هاپف-روی یک جبر شبه مدولی-های جبرهای هممدول
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 چکیده
دراینمقاله.باشدHروی2مدولی-یکجبرهمAوkجاییهرویحلقهجاب9هوپف-یکجبرشبهHفرضکنید

Aها،مدول-کهگرچهرستهدودهیممینشان Aۀعملرست عمل-نیست،بااینوجودهم3ایتکوارهۀ،لزوماًیکرست

H Hروی A Aهایتانسورو5تابعگون-هایمناسبیازخودراباعثشدهوازاینرهگذرنسخهA Homۀازرست 

A Aهایوابستهبه9یکه-هاوهم6چنینیکههم.کنیمتوصیفمیهاراتابعگون-رامعرفیکردهوالحاقیبیناینخود

.کنیمآنهاراصریحاًمحاسبهمی

 
.ایای،عملیکرستهتکوارهمدولی،رستهتکواره-هوپف،جبرهم(-شبه)جبر:های کلیدی واژه



 مقدمه
،Vمدولk–وبرایهرسهاستمدولبودهk–مدولخودیکk–،ضربتانسوریهردوkجاییهرویحلقهجاب

MوNنگاشتطبیعی

(v m) n v (m n),     
هاستمدولk–ریختییک یکرستمدولk–ۀشاملهم  kبنابراینرسته. ایاستتکوارهۀها چنینازنظریههم.

دانیمکهزوجهامیمقدماتیمدول
k k

(V ,Hom (V, ))  هایتابعگون-ازخودk  یکزوجالحاقیبوده

:ندهستطبیعیصورتدینیکهمتناظرباآنب-ویکهوهماست

 k kM

M k

: M Hom (V,V M), m v v m ,

: V Hom (V,M) M, v f f(v).

  

   


 

,H)0جبر-برایدو , , , )   جاییهرویحلقهجابkبازایهردو، H-مدولچپH   M,N ضربحاصل

تانسوری
K

M N یک  مدولچپاستH–نیز . برایهرHعملحلقه اینضربتانسوری hروی H،

m Mوn Nصورتبهh.(m n) (h).(m n)  ۀسترازاینطریق.شودتعریفمی H

.شودایتبدیلمیتکوارهۀهایچپبهیکرستمدولH–ۀشاملهم

                                                           
 s.bagheri@malayeru.ac.irنویسنده مسئول*

1. Quasi- Hopf algebra 

2. Comodule algebra 

3. Monoidal category 

4.  Coaction 
5.  Endofunctor 

6. Unit 

7. Counit  
8. Bialgebra 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

هماینرستهتکواره9پذیریشرطشرکت از شودنتیجهمی3ضرب-هم2پذیریشرکت-ایمستقیماً واقعدر.

یکریختیطبیعیk–نگاشتNوM,VهایچپمدولH–برای

a { {(V M) N V (M N)
k k k k

V,M,N       

-Hستکهبرایهرا،اینبدانمعنا باتوجهبهنمادگذاریمنسوببهسویدلر.خطینیزهستv V،h H،

m Mوn Nداریم:

h.((v m) n) (h v h m) h n h v (h m h n) h.(v (m n)).          11 12 2 1 21 22  

.استضرب-پذیریهمشرکت-همانخاصیتهممذکوربرابریمیانی

جبریدومیاستk–دارایساختارEndk(H)هایریختی،حلقهدرونkرویHجبر-علاوهبراین،براییکدو

است*5کهعملضربآنهمانضربپیچشی . Sعضو End (H)kیک اگروارونضربیمی6پودآنتیرا نامند،

id*Sیعنی.باشد*نگاشتهمانینسبتبهعملضربپیچشی S*id   .

.نامنداگرداراییکآنتیپودباشدمیجبر هوپفرایکHجبر-دو

.جی.ویوسیلۀبهعنوانتعمیمیازجبرهایهوپفهوپفاستکهبه-موضوعاصلیاینمقالهدربارهجبرهایشبه

پذیریشرکت-هاییکجبرهوپفبهجزهمهوپفهمهویژگی-درواقعیکجبرشبه.معرفیشدهاست[90]درینفلد

بوده-هم دارا یکHجبر-دو-پذیریشبهشرکت-ودرآنعدمهماستضربرا 9Hدور-هم-3با H H  به

بنابرایندراینحالت.ایباقیبماندچنانیکرستهتکوارههمHهارویمدول(-دو)شودکهرستهایکنترلمیگونه

نگاشت
V,M,N

a لزوماً بالادیگر در لزوماHً–تعریفشده نتایجدربارهجبرهایهوپفرا بسیاریاز خطینیستو

بهوضعنمی یتجدیدتعمیمدادتوانمستقیماً اینحالتجبرپیچشی. در End)مثلاً (H),*)Kشرکت پذیرلزوماً

نیست برایکنترلمنطقیاینمشکلاتآناستکهشرطشرکت. پذیریبدیهییکراه
V,M,N

aۀدررست– H

پود،مفهومعنوانتعمیممفهومآنتیبه[90]چنیندرهم.گزینشودپذیرینابدیهیجایهابایکشرطشرکتمدول

0پودآنتی-شبه دشمعرفی آن. رستجااز -دو)ۀکه شبهمدول( یکجبر روی تکواره-ها یکرسته است،هوپف ای

میتابعگون را تانسور بههای خودتوان رستهتابعگون-عنوان این روی گرفتهایی نظر در ها .  ]در از[ انواعی

هایتانسوریتابعگون
k

Vو
k

V هایهایرستهتابعگون-عنوانخودرابه H،  Hیا HHبررسی

.ایمکرده

راستروییکشبه-جبرهایهم بهHجبر-دو-مدولیچپو -دو-عنوانتعمیمیازشبه، .افوسیلۀبهجبرها

-ایدوگانهکهتکوارهHهوپف-هاروییکجبرشبهمدول(-دو)ۀبرخلافرست.معرفیشدند،[99]نیل.هاوسرواف

ۀرست[.21]،[5]،[2]است90ایصلبحتیباافزودنبرخیشرایطمتناهیبودنتکواره[.93]،[5]،[3]است1بسته

رویاینجبرهاامکانوجودیکHعمل-بااینحالهم.اینیستمدولیلزوماًتکواره-هاروییکجبرهممدول(-دو)

هاهایتانسوررویاینرستهتابعگون-هارافراهمکردهوازاینطریقخودایرویاینرستهعملازیکرستهتکواره

                                                           
1. Associativity constraint 

2. Coassociativity  

3. Comultiplication  

4. M.E. Sweedler 

5. Convolution product 

6. Antipode  
7. 3-cocycle  

8. Quasi-antipode 

9. Biclosed monoidal 
10. Rigid monoidal 
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 743هاپف-روییکجبرشبهمدولی-هایجبرهایهممدول(-دو)ۀرستوتانسورHomهایتابعگون-الحاقیبینخودۀرابط

شوندتعریفمی تابعگون. از انواعی مقاله این در مانند تانسوری های
k

V و
k

V به خودرا -عنوان

-دو)هایهایرستهتابعگون راستروییکجبرشبه-هاییکجبرهممدول( Hهوپف–مدولیچپیا بررسیرا

.کنیممی

هوپفونیزبرخینتایجاخیردر(-شبه)هاودربارهجبرهایبرخیمفاهیممقدماتیازنظریهرسته2دربخش

.کنیممیهوپفرابررسی-هاییکجبرشبهمدول(-دو)وتانسوررویرستهHomهایخصوصارتباطبینتابعگون

مدولیچپیاراستباتوصیفعمل-دراینبخشبراییکجبرهم.اندآوردهشده3تراینمقالهدربخشنتایجاصلی

تابعگون-هایجبرهممدول(-دو)ایخاصرویرستهتکوارهۀیکرست تعریفینرستههایتانسوررویامدولی، ها

کنیموبیانمیHomهایتانسوریرابرحسبنوعمشخصیازتابعگوننمودهوالحاقیراستهریکازاینتابعگون

.کنیمهایوابستهبههرزوجالحاقیراصریحاًمشخصمییکه-هاوهمیکه



 هوپف( -شبه)ها و جبرهای تر درباره رستهمفاهیم مقدماتی

اینبخشبر یادآوریمیدر اینمقالهرا در تعاریفموردنیاز کنیمخینتایجو . در بارۀبرایاطلاعاتتکمیلی،

،[6]هابهنظریهرستهبارۀودر[20]و[96]،[ 9]،[1]،[9]جبرهایهوپفبهبارۀ،در[29]و[2]هابهنظریهمدول

.دشومراجعه[91]و[99]،[95]،[0]،[9]

جبرهاوجبرهای(-دو)وهمهاستجاییویکدارهایجابحلقهkکنیمکهقالههموارهفرضمیدرسراسراینم

وHomkترتیببدوناندیسبهوHomچنینهمهعلائمهم.شوندتعریفمیkهاپفرویحلقهزمینه
K



HomراباعلامتNبهMهاازریختیهمk–،مجموعههمهNوMمدولk–بازایهردو.خواهندبود (M,N)k

End.:دهیمدهیموقرارمینشانمی (M): Hom (M,M)k k

 و  هایبینرسته   :Rو   :Lهایشاملتابعگون(L,R)زوج: هااز تابعگون1زوج  الحاقی .1

:گوییمهرگاهیکیکریختیطبیعیمانندزوج الحاقی رایک

                             

 یکه-عبارتمعادل،تبدیلاتطبیعییکهوهمبه.وجودداشتهباشد

و                    

هایمثلثیزیرصدقکنندکهدربرابریطوریوجودداشتهباشندبه

L L 1 , R R 1
L R

       

نامیمهرگاهیکتابعگوندومتغیرهمانندمیایرسته تکوارهرایک رسته: ای های تکواره رسته .2

- -: × ویکشیءهمانیمانندEهایطبیعیویکریختی

):a(پذیریشرطشرکت) ) ( )  

E:(هایچپوراستیکه) id و: E id  

: دررستهWوX،Y،Zکهبرایهرچهارشیءطوریوجودداشتهباشندبه

(id ) ( idz) ,a a a a,Z _{W,X,Y} Zw(X Y) W,X,Y w X,Y,ZW
a_{X,E,Y}    

 

(id ) id .a_{X,E,Y} XX Y Y
     

                                                           
1. Adjoint pair of functors 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

:جاییباشندهجابعبارتدیگرنمودارهایزیربه















شود،هرگاهبرایهرشیءنامیدهمیبسته-ای دوگانهرسته تکوارهیک( , ,, ,a,E)ایرستهتکواره

Xدررسته   تابعگون - :هردو X: و X -: برای)الحاقیراستباشنددارایتابعگون

(.مراجعهکنید[95]و[ 9]تربهاطلاعاتبیش

ویافقطبا( , ,E)راگاهیباعلامت( , ,, ,a,E)ایصورتیکهبیمابهامنباشدرستهتکوارهدر

.دهیمنشانمی 

تعریفمیایروییکمفهومعملیکرستهتکوارهحال را ،[99]تربهبرایجزییاتبیش)کنیمرستهدلخواه

(.مراجعهکنید[91]و[90]

.ایباشدیکرستهتکواره( , ,, ,a,E)فرضکنید: ای بر یک رسته دلخواهعمل یک رسته تکواره. 7

,D)عبارتاستازیکچهارتاییمانندرسته راست-  یک , ,r) کهدرآنD D×:    یکرسته،

یکتابعگونو
r: E id  و :( ) ( )     

Mءایباشندکهبازایهرشیگونههایطبیعیبهیکریختی DواشیاءX,Y,Z  داشتهباشیم: 

 ( ) ( id) ,id a M,X Y,Z M,X,Y M,X,Y Z M X,Y,ZM X,Y,Z
               (9)  

( ) idid rM,E,X MM X                                               (2)  

:ارزندنمودارهایهماینجاییبودنههایفوقباجاببرقراریبرابری


,D)راسترسته   -هربرای , ,r) ءشیهرو  Xمانندتابعگون-خودیک

M M XX : D D, آیددستمیبه.
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 751هاپف-روییکجبرشبهمدولی-هایجبرهایهممدول(-دو)ۀرستوتانسورHomهایتابعگون-الحاقیبینخودۀرابط

یکبه مشابه ,D)چپ ۀرست   -طور ', ',l)  مانند رسته یک متغیرهDشامل دو تابعگون یک ، '

 هایطبیعیهمراهیکریختیبه      :

l : E ' id  و ' : ( ) ' '( ' )         

:داشتهباشیم درX,Y,ZواشیاءDدرMایکهبرایهرشیءگونهبه است

(id ' ) ( ' id )a' ' ' 'X,Y,(Z 'M) (X Y),Z,M Y,Z,M X,(Y Z),M X,Y,ZX M

(id 'M) ( ' id) (id ' l ) .'X,E,MXX M

       

    
 

,D)چپۀرست   -برایهر ', ',l) وهرشیءX  تابعگون-توانخودراحتیمیبه

X ' : D D, M X 'M     

.دستآوردرابه

,H)چهارتایی: جبرها -شبه دو. 4 , , )  نامیماگرمیجبر -شبه دورایکHیک–kپذیرویکداروجبرشرکت

وارون یکعضو در Hپذیر H H به همگونه، که باشد H:ضرب-ای H H  هم -و :یکه H k 

hوبرایهرعضواستریختیجبرهابودههم Hداشتهباشیم:

(id ) (h) h 1, ( id) (h) 1 h,                                 (3)  

1
(id ) (h) .( id) (h). ,

                                                         ( )  

(id id )( )( id id)( ) (1 )(id id)( )( 1),                                 (5)  

(id id)( ) 1 1.                                                                                   (6) 

یکهبرای-همانشرطهم(3)برابری.نامیممی9پذیر ساز درینفلدشرکتراعضو                                     

گیریباعضوکمکمزدوجاستکهبهHپذیریشرکت-درواقعتعمیمیازشرطهم( )تساوی.جبرهایهوپفاست

  ∊H H Hهمدورروی-3درواقعشرط(5)چنینبرابریهم.بیانشدهاستاست.

هایتانسوریراباحروفبزرگومؤلفههایتانسوریمؤلفه



1

:دهیمراباحروفکوچکنشانمی

X X X  
1 2 3

و  x x x   
1 2 3

1  

شرط.ایاستجبریکرستهتکواره–هاروییکدومدول(-هم)دانیمرستهکهازنظریهجبرهایهوپفمیچنان

اینرستهمشابهحالتکلاسیکتعریفمیشرکت شودپذیریدر روییکشبهبرایرستهمدول. جبرنیزبا-دو-ها

:کمیتفاوتخاصیتمشابهیوجوددارد

,H)دوجبر-برایهرشبه , , )  هایرسته H،    Hو   Hهمراهضربتانسوریبهkهایرسته

:صورتاستدینب HM,N,L هایمدولH–پذیریبرایبااینوجودشرطشرکت.ایهستندتکواره
: (M N) L M (N L),a k k k kM,N,L

((m n) ) .(m (n )).a M,N,L

   

       
 

:عبارتاستاز M,N,L  هایراستپذیریبرایمدولشرطشرکت  دررسته

 

 

 

                                                           
1. Drinfeld reassociator  

a ' : (M N) L M (N L),kM,N,L k k k

1
a ' ((m n) ) (m (n )). ,

M,N,L
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( ) ( ) ,    1 S . 

cop(S S) S. 

 

-دو-(H,H)مدولهایچپوراستشرطشرکتپذیریبرای-H باترکیبدوشرطشرکتپذیریدررستههای

:مدولهابهصورتزیربدستمیآید

'' : ( ) ( ),
, ,

1'' (( ) ) .( ( )).
, ,

M N L M N La k k k kM N L

m n l m n la M N L
 

    


    



5 90] جبرهای شبه هوپف. :[ 9]و[ یکشبهS,𝛼)  ,آنتی پود-شبهیک -دو-برای پادHجبر -یک

در   ایکهبرایهرعضودلخواهگونهراشاملمیشودبه𝛼   ,واعضای H S:Hریختیماننددرون

:هاصدقکنندبرابریاین
(9) S( ) (h) ,h hh 1 2      S( ) (h) ,h hh 1 2                                            

1 2S( ) 1,X X X3    (0) 1 2 3S( ) 1,x x x                  

.   𝛼   آنتیپود-همراهیکشبهبهHدوجبر-عبارتاستازیکشبههوپف-جبر شبهیک

:تواننتیجهگرفتسادگیمیبهεیکه-هایهمآنتیپودوویژگی-ازتعریفشبه



صورتتاکیدکنیمآنرابهHهوپفمانند-مشخصاتیکجبرشبهۀهنگامیکهبخواهیمبرهم

           𝛼   دهیمنشانمی.

جبرهاست،یعنی-درونریختیهم-یکپادS،آنتیپودHبرایهرجبرهوپفمانند



h∊H،(h)کهدرآنبرایهر h hh 1 2  هماننمادگذاریسویدلراستوcop(h) h hh 2 1  .

     (h)=    ،              . 

:کندپیرویمی(1)ازبرابری   برایهر ضرب-چنیندراینحالتارتباطبینآنتیپودوهمهم
 S( ) h 1,h h hh 1 2 3                                                        (1)  

(.رامشاهدهکرد[91ۀصفح،20]توانبرایمثالمی)

 شبه   𝛼           اگر هم-یکجبر باشد، -هوپف شرکت-هم ضرب نیستپذیر دارای       و

.دکرهوپفنیزاثبات-توانبرایجبرهایشبهرامی(1)هاییشبیهبرابریبااینحالبرابری.جبرنیست-ساختارهم

.راتعریفکردندH⨂ Hاعضایزیراز[99]نیلدر.هاوسرواف.برایاینکاراف
21 1 312p p ( ) ,p X XSXL LL

      (90)  

21 1 2 3q q ) ,q S(x x xL LL       (99)  

 21 2 31p p S( ),p x xxR RR               (92)  

 21 3 211q q ( ) ,q X XSXR RR
               (93)  

ب با ویژگیهآنها و ایناعضا در-هایشبهکاربردن یافتههایشکل[99]آنتیپود برابریتعمیم 1)ایاز برای(

.[ ]هوپفراارائهکردند-جبرهایشبه
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وتانسوردرHomهایالحاقیکلاسیکبینتابعگونۀایمشابهرابطنشاندادهشدهاستکهرابطه[95]،[1]در

نیزمیH ۀرست .نیزبیانکردHهایچپرویجبرهوپفشاملهمهمدولH  ایتکوارهۀتوانبرایرسترا

تعمیمی[ ]در.هادرحالتکلاسیکهستندیکه-هاوهمطورصوریهمانیکهههابهایاینالحاقییکه-هاوهمیکه

دراینحالتتعمیمیافتهاخیر،به.هوپفارائهشدهاست-هاروییکجبرشبهبرایرستهمدولازاینروابطالحاقی

-هاباحالتکلاسیکتفاوتداشتهوبهناورداهایجبرشبهیکه-هاوهمضرب،یکه-پذیریهمشرکت-همنبوددلیل

.وابستههستندHهوپف

ایتکوارهۀیکرست         دوجبر-روییکشبهH Hهایمدول-ذکرشد،رستهدو کهدرچنان

H    وبرایهراستبوده  H H   ⨂ داریم   Hمدولیحاصلضربتانسوری-کهساختاردو

.شودتعریفمی ضرب-طورقطریازطریقهمهب

به اگر شبهHعلاوه شبه-یکجبر با -هوپف پود آن   𝛼   آنتی باشد، شیء دو هر برای     گاه

H  Hیکساختار(H,H)-شودتعریفمی( 9)صورتداریمکهبه         دومدولیروی:

       ' '.  .  . . . .h f h m h f S h m S h h  
 

 1

1 2 2 1
                               (9 )  

) مدولیراباعلامت-بااینساختاردو         ،[90، .3]باپیرویازنمادگذاری , )s t

kHom M Nنشان

:آیددستمیهوتانسوربHomهایالحاقیزیربینتابعگونۀترتیبرابطبدین.دهیممی

H       وباشد   𝛼   پود-آنتیباشبههوپف-جبرشبهیک Hکنیدفرض[.99، .3] .6ۀ قضی  H

ریختیطبیعیماننددراینصورتیکیک

: ( , ) ( , ( , )),
s tbHom M V N Hom M Hom V NkH H H H k

   

 { [v . . ) },R Rf f p m vm q   

:ضابطهاستاینبا  ریختینگاشتواروناینیک.وجوددارد

      1 2 1 2 1{ . . . .R R R Rg m q g m S q v Sv p p 
 

  

   =کهدرآن
 ⨂  

   =و   
 ⨂  

ستکهزوجزیرازابدانمعنااین.اندتعریفشده(93)و(92)در   

هاتابعگون
b

k
V :  H    H  ,     

s t

k
Hom (V, ) :  H    H  , 

 :شوندصورتدادهمیدینب  Hیکهاینزوجالحاقیدررسته-یکهوهمیکزوجالحاقیتشکیلدادهو

1 2 1 2 1

: ( , ), [ .( ). ],

: ( , ) , .[ ( ( ). . ( ))]. .

s t

M k k R R

s t

M k R R R R

M Hom V M V m p m q

Hom V M V M f q f S q S p p

  

   

  

   
 

چنان در زوجمی[99.3و90.3، ]که هر برای دید، میH  M,N 𝜖 توان روش دو به مدول-kتوان

ۀبنابراینعلاوهبرساختاردادهشدهدرقضی.دکرمدولیچپیاراستمجهز-Hرابهیکساختار         

6 . دو Mمدول-دو-(H,H)برایهر رویمیNو      توان      مدولیدیگری-دو-(H,H)ساختار

:تعریفکرد(95)صورتبه

 ' 1 ' '( . . )( ): .[ ( ( ). . ( ))]. ,2 1 1 2h f h m h f S h m S h h                            (95)  
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آن ,h     کهدر              و    ، اینحالت.      مدول-kدر این     با

)ساختارراباعلامت , )t s

kHom M N :نشاندادهودراینحالتداریم 

در  H       باشدو   𝛼   آنتیپود-هوپفباشبه-یکجبرشبهHفرضکنید[.92.3، ].3ۀ قضی

 ریختیطبیعیاینصورتیکیک

( . ) ( , ( . )).

{ [ ( .( ). )]},

b t s
HH H k H k

L L

Hom V M N Hom M Hom V N

f m f p m q



 

 


 

:ضابطهاستاینبا'وجودداشتهووارونآن
2 1 1 1 2{ .[ ( )( ( ). . ( )]. ,L L L Lg m q g m S q S p p    

1کهدرآن 2

L L Lp p p 1و 2

L L Lq q q ستااینبدانمعنا.اندتعریفشده(99)و(90)در

کهزوج

 
:شوندتعریفمیصورتدینب  Hۀیکهاینالحاقیدررست-یکهوهمهایکزوجالحاقیاستوازتابعگون

: ( , ), [ .( ). ],

1 1 1 22: ( , ) , .[ ( ( ). . ( ))].

t s
M Hom V V M m p m q

M k k L L

t s
V Hom V M M g q g S q S p p

LM k L L L

  

  

  


  

 

هایمدول-Hایتکوارهۀصورتیکجبردررستبه(راست)مدولیچپ-H،یکجبرHجبر-دو-شبه-روییک

،مشابهHجبر-دو-ضربدرشبه-پذیریهمشرکت-خاصیتهمنداشتنباتوجهبهوجود.شودتعریفمی(راست)چپ

تعریفی[99]نیلدر.هاوسرواف.اف.پذیرنیستمدولیامکان-برایمعرفیجبرهایهم(ایبهزبانرسته)اینتعریف

مفهومجبرهم میارائهدادندکهآنHجبر-دو-مدولیرویشبه-صوریاز مفهومشبهرا جبر-دو-توانتعمیمیاز

:تلقیکرد

جبر رایکBپذیرویکدارجبرشرکت.جبرباشد-دو-یکشبه         فرضکنید:مدولی-جبرهای هم. 3

مانند-kریختینامنداگریکهممیHرویمدولی چپ-هم :جبرها B H B  پذیرمانندوعضویوارون

H H B

  ایکهگونهوجودداشتهباشندبه:

( )( ( )). .( )( ( )) , ( 1)

(1 ).( )( ).( 1 ) ( )( ).( )( ), ( 2)

( ) , ( 3)

( )( ) 1 1 . ( 4)

id b id b b B L

id id id id id id LH B

id id LB

id id L
H B

    
 

        

 

 


     

       

 

   

 

):مدولیچپمانند-برایهرجبرهم , , )B  


:داریمHجبر-دو-روییکشبه

( )( ) 1 1id id H B      
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همراه،بهAپذیرویکدارمانندعبارتاستازیکجبرشرکتHرویمدولی راست-جبر همطورمشابهیکبه

همیک مانند-kریختی A:جبرها A H  وارون عضوی مانندو Aپذیر H H  ایگونهبه در اینکه

:شرایطصدقکنند

.( ) ( ) ( ) ( ). . ( 1)

(1 ).( )( ).( 1 ) ( )( ).( )( ) ( 2)

( ) ( 3)

( )( ) 1 1 . ( 4)

id a id a a A R
H H

id id id id id id RA p H

id id RA A

id id R
A H A H

     

       

 

 


     

       

 

   

 

)اگر , , )A  جبر-دو-مدولیراسترویشبه-جبرهمیکHداریممذکورهایگاهبااستفادهازویژگیباشد،آن:

( )( ) 1 1id id A H      

ببه نمادهای با مشابه شرکتهطور برای رفته کار یکشبه پذیرساز -دو-از نمایشمHجبر برای هایلفهؤ،

( )  براینمایشم حروفبزرگو 1هایلفهؤاز 1( )   می حروفکوچکاستفاده کنیماز عبارتدیگربه.

 :داریم

1 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1 1 2 3

, ,

, ,

X X X x x x

X X X x x x

       

       

 

 





     

     

 

 
 

 اعضای[99]نیلدر.هاوسرواف.،افHجبر-دو-مدولیراستروییکشبه-برایهرجبرهم      ⨂ 

:صورتتعریفکردنددینراب

2 2 31 1
( )pp x xSxp                                         (96)  

 3 22 11 1( )q X Xq q X S    
                               (99)  

a،برایهرعضو[99]از9,1باتوجهبهلم Aداریم:

( ). .[ ( )] .[ ],11(0) (1) pS apa a HA                                     (90)  

 1 . .[ ( )] ( ) [ ].11 (1) (0)q qaS a a HA  
                                 (91)  

چنینهم
1 2( ). .[ ( )] ,1 11q S qp A HA                                               (20)  

2 11 . .[ ( )] ( ) 1 11 qp pS A HA  
                                             (29)  

و(22)صورتبه ⨂       ،اعضایBمانندHجبر-دو-مدولیچپرویشبه-علاوهبرایهرجبرهمبه

 :تعریفمیشوند(23)

21 3212 ( ) ,p p p S X XX    
             (22)  

21 31 2)(q q q S x x x   
                                            (23)  

:هایبرقرارندبرابریاین   برایهرعضو 
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1( ). .[ ( ) ] .[ ],11(0) ( 1) p bpb S b HB 
                                  (2 )  

. .[ ( ) ] ( ) [ ]. .1 1(0)( 1) q qS bbb B H                                      (25)  

چنینهم

. .[ ( ) ] ( ) [ ]. .1 1(0)( 1) q qS bbb B H                                  (26)  

نیزو 
21 . .[ ( ) ] ( ) .1 1 1q ppS B H B                                    (29)  



 مدولی-و تانسور برای جبرهای هم Hom های  بین تابعگون ۀرابط

ذکرشدکه[5]در.باشدHمدولیچپروی-یکجبرهم       )هوپفو-یکجبرشبهHفرضکنید

B:همعملچپ H B  (ضابطۀبا( ) ( 1) (0)b b b   )ۀرویرست  ایتکوارهۀیکعملچپازرست

      :کندصورتمعرفیمیدینمدولهایچپب-Bشامل   

 :   ,              ,   :H B B V N V N V N        

V،bازایهربهV⨂ Nمدولی-Bمدولچپوساختار-Bیک  مدولچپ،-Hیک   کهدرآن B

nو Nشودصورتتعریفمیدینب:

.( ) . . ( ).( ),( 1) (0)b n b b n b n          

kVحاصلضربتانسوری NهمراهساختاربهB-راباعلامتمذکورمدولی
'b

kV Nدهیمنشانمی.

،خودتابعگونVمدولچپ-Hبااینروشبرایهر

: ,          b

B B kV N V N


    

.آیددستمیبه

)مدولیچپروی-Bچنینیکساختارهم , )Hom V Nkکنیمصورتتعریفمیدینب:
1( . )( ) . ( ( ). ),(0) ( 1)b f b f S b    

bکهدرآن B،Vو( , )kf Hom V N.

اینصورت )مدول-kدر , )Hom V Nk ساختار علامتوذکممدولیچپ-Bبا با را ر
'

( , )
t

kHom V N

.دهیمنشانمی

یکجبر        و   𝛼   پود-هوپفباشبهآنتی-یکجبرشبهHفرضکنید.[3.2ۀقضی.5] .3ۀ قضی

ریختیطبیعیدراینصورتیکیک.           مدولیچپباشد،-هم
' '

: ( , ) ( , ( , )),b tHom V M N Hom M Hom V NB B kk
    

f {m {v  f(p .(v m) ) ] },   

:صورتاستدینازآنب  تابعوارونۀوجودداردکهضابط
2 1 1{ .[ ( )( ( ). )]}g m q g m S q     

      که
 ⨂  

      و 
 ⨂  

Hاعضاییاز  Bاندتعریفشده(23)و(22)هستندکهدر.
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عبارتدیگرزوجبه


' '

 : ,        ( ,  )b t

k B kB B BV Hom V      

:آینددستمیهصورتبدینیکهاینزوجب-ستویکهوهماهایکزوجالحاقیازتابعگون
''

: ( , ), [ .( )],
t

M Hom V V M m p m
M k k

  


    

'' 1 12: ( , ) , [ ( ( ). )].
t

V Hom V M M f q f S q
M k
  

 


    

.آیدمی90ۀدرقضی(هامدول-برایدو)تراثباتاینحکمدرحالتکلی.برهان

B:عملچپ-همHجبر-دو-رویشبه        مدولیچپ-براییکجبرهم H B  یکعملچپ

:کندصورتمعرفیمیدینمدولهاب-دو-(B,B)ۀشاملهم  Bۀرویرست  Hایتکوارهۀازرست

 :   ,               ,   : ,b

H H B B B B V N V N V N


       

       که
 ,      

 ساختار مدولی-دو-(B,B)و
'bV Nهر برای b,را a B ،V و

n Nکنیمصورتتعریفمیدینب:

( 1) ( 1) (0) (0).( ). : . . . . ( ).( ). ( ),b n a b a b n a b n a           

k-مدول
'b

kV N ساختار با )را , )B Bمدولی روذکمدو علامترا با
'b

kV Nدهیمنشانمی این. از

تابعگون-وجودیکخودبهVدومدولمانند-(H,H)طریقوجودهر

B BV -: , Vb b

k kN N
 

    

)دوجبرباشبهآنتیپود-یکشبهHچنیناگرهم.شودمنجرمی , , )S  باشد،یکساختار( , )B Bمدولی-دو

)روی , )Hom V Nkکنیمصورتتعریفمیدینب:
1

(0) ( 1) ( 1) (0)( . . )( ) .[ ( ( ). . ( ))].b f a b f S b S a a 

   

b,که a B،V )و , )f H o m V Nk . صورت این -kدر )مدول , )Hom V Nkساختاربه همراه

( , )B Bرراباعلامتوذکممدولی-دو
'
Hom_k(V,N)tدهیمنشانمی.

)آنتیپود-هوپفباشبه-یکجبرشبهHفرضکنید.13ۀ قضی , , )S  و( , , )B  مدولیچپ-یکجبرهم

  باشد،     
     و     

،دراینصورتنگاشت 
' ' '

: ( , , ) ( , ( , )),b t sHom V M N Hom M Hom V NB B B Bk k
  

{ [ ( .( ). )]}f m f p m q   

:استصورتدینازآنب'تابعوارونۀیکیکریختیاستکهضابط
2 1 1 1 2{ .[ ( )( ( ). . ( ))]g m q g m S q S p p       

1که 2p p p   1 2q q q و   اندتعریفشده(23)و(22)در.

عبارتدیگرزوجبه
' ' '

: ,        ( , ) :b t s

k kB B B B B B B BV Hom V     

صورتستکهیکهآنبهاهایکزوجالحاقیازتابعگون
' '' : ( , ), [ .( ). ]t s

M k kM Hom V V M m p m q       
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 .آیددستمیهبصورتدینیکهآنب-وهم
' '' 2 1 1 1 2: ( , ) , .[ ( ( ). . ( ))].t s

M kV Hom V M M f q f S p S p p          

برهان )برایهر. , )
b

f Hom V M N
B B k

 دهیمکهنشانمی( )fیکنگاشت( , )B Bدوخطی

برایهر.است
,،baBm MوVداریم:

1 1 2 2

[ ( )( . . )]( ) ( .( . . ). )

( . . . . )

( .(1 ).( ).(1 ). )H H

f b m a f p b m a q

f p q p b m aq

f p b m a q

 

   

 

  





 

 

   

  

 ،(25)و( 2)بنابه
1

(0) ( 1) ( 1) (0)( ( ). .( ( 1 ).( ).( ( ) 1 ). . ( ))B Bf b p S b m S a q a   

      

 دوخطیاست،fچون
1 1 1 2 2

(0) ( 1) ( 1) (0).[ ( ( ). . ( . . )].b f p S b S a q p m q a   

    

ازطرفدیگر،
1

(0) ( 1) ( 1) (0)[ .( ( )( )). ]( ) .[( ( )( ))( ( ). . ( ))].b f m a b f m S b S a a   

   
1 1 1 2 2

(0) ( 1) ( 1) (0). ( ( ). . ( ) . . ).b f p S b S a q p m q a   

    

)ترتیببدین , )B Bدوخطیبودن( )fشودثابتمی.

vبالعکسبرایهر V،m M،,b a Bوهر
'

( , ( , ))tg Hom M Hom V NB B kداریم: 

' '

( 1) ( 1) (0) (0)

2 1 1 1 2

(0) (0) ( 1) ( 1)

2 1 1 1 2

(0) (0) ( 1) ( 1)

2 1 1

(0,0) (0, 1

[ ( )]( .( ). ) [ ( )]( . . . . )

.[ ( . . )( ( ) . . ( ))].

.{[ . ( )). ]( ( ) . . ( ))}.

.{ .[ ( )( (

g b m a g b a b m a

q g b m a S q b a S p p

q b g m a S q b a S p p

q b g m S q b

   

   

 

   





 



 



 





  













 1 2

) ( 1) ( 1) (0, 1) (0,0)

2 1 1 1 2

'

) . . ( ))].

.{ .[ ( )( ( ). . ( ))]. }.

.{[ ( )]( )}. .

b a S a p a p

b q g m S q S p p a

b g m a

 

   





 

  



 



 

)'بنابراین )gنیز(B,B)-دوخطیاست. 

mبرایهر:دیگرندوارونیک ˊو دهیمکهحالنشانمی M،VهروHom (M  V , N)B B f    

:داریم
12 1 1 2[( ' )( )]( ) .[( ( )( ))( ( ). . ( ))].f v m q f m q v S p pS     


   
12 1 1 1 1 2 2 2.[ ( ( ). . ( ) . . )].q f p q v S p q p m q pS       


    

1
2 1 1 2( ( ). ( ) ).( ).( ( ) ). . ( )].( 1 1B B

f q q v m S p q pp S     




   
 

(( ).( ).( ) ( ).1 1 1 1H B H B
f v m f v m       

mازطرفدیگربرایهر M، Vهرو   ∊B   B      tˊ    k
sˊ       داریم:

[( ')( )]( )( ) '( )( .( ). )g m v g v m qp   


   

f دوخطی است   
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1 2 21'( )( . . . . )g v q p m qp
  

                                   

12 2 2 1 1 1 1 2.[ ( . . )( ( ) . . ( ))].q g p m q q p v q S p pS       


    

12 2 2 1 1 1 1 2.{[ . ( ). ]( ( ) . . ( ))}.q p g m q q p v q S p pS       


  

2
1 1 1 2

( 1) (0)(0)

12 1 2 2 2.{ ( )( . . ( ))}.
( 1)

( )( ) ( ) ( )( )q g m p v q S p pq pS q qp         





      

(2.26), (2.27) ( )( )g m v  

.است ˊریختیاستونگاشتوارونآنیک  بنابراین 

هایمدول-AۀشاملهمA ۀرست.باشدHجبر–دو–مدولیراسترویشبه–یکجبرهمAحالفرضکنید

عملراست–حالهمبااین.راستیکرستهتکوارهاینیست
  

(0) (1)
: ,A A H a a a      

:بهشکلزیرمعرفیمیکند A رویرستهH یکعملراستازرستهتکوارهای

:                       ( , )N V N Vk           

:صورتاستدینبn 𝜖Nوv 𝜖 V،a𝜖 AبرایاعضایدلخواهN⨂k Vمدولیراست-Aکهساختار

(0) (1)
( ). . . ( ). ( ).n v a n v n v aa a       

N  kراباعلامتمذکورمدولی-AباساختارN  k Vمدول-Aدراینصورت
 b' 

Vدهیمنشانمی.

 ریختیطبیعییک

( ) ( )     

      ،    وبازایاعضای Nمدولراست-Aو       هایراستمدول-Hبرای

:شودصورتتعریفمیدینب       و

N,V,W
: (N V) W N (V W), (n v) w [n (v w)]. ,




         

1  

برابری
( ) ( ) ,id a idN,V W,Z N,V,W N,V,W Z N V,W,ZN ZV,W,Z

         

.مدولیراستاست-درتعریفجبرهم(R2)  مستقیمبرابریۀنتیج

تابعگون-یکخودVمدولراستمانند-Hازاینطریقبرایهر
' '

: , A A

b b

k kV N N V   

.آیددستمیهب

باشد   𝛼   هوپفباشبهآنتیپود-یکجبرشبهHحالفرضکنید . مدولیراستبرای-Aیکساختار

( , )Hom V Nkکنیمصورتتعریفمیدینب:
1

(1) (0)( . )( ) ( . ( )). ,f a f S a a    

aکه A،V و( , )f Hom V Nk.دراینصورت( , )Hom V NkباساختارA-رامذکورمدولیراست

باعلامت
'
( , )tHom V N

k
.دهیمنشانمی

:توانثابتکردکهمی90ۀباروندیمشابهبابرهانقضی

)و    𝛼   پودهوپفباشبهآنتی-یکجبرشبهHفرضکنید.11ۀ قضی , , )A  مدولیراست-یکجبرهم

ریختیطبیعییک      و    ازایهرهب.باشدHروی

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

34
7 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.1

0.
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
09

 ]
 

                            13 / 16

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.347
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.10.3
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2799-fa.html


هایریاضیپژوهش9311پاییز،3،شماره6جلد763
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

' '

( , ) ( , ( , )),b t

A k A kHom M V N Hom M Hom V N   

   .f m v v qf m  
   

:صورتاستدینازآنب'نگاشتوارونۀوجودداردوضابط

   
2 1

1{ . ].g m v g m v S p p 


  
   

  
  

  که    
 ⨂ 

   و    
 ⨂ 

  از A⨂Hاعضایی در که 96)هستند ) 99)و .اندتعریفشده(

عبارتدیگرزوجبه
'

:b

k V                
'

( , ) :t

kHom V        

:شوندصورتدادهمیدینب  یکهاینزوجالحاقیدررسته-یکهوهم.ستاتابعگونها-یکزوجالحاقیازخود
'

: ( , ),t

M k kM Hom V M V                 .m qv m v 
    

'

: ( , ) ,t

M kHom V M V M       
1

1 2. .].pf v f v S p 

   

,A)فرضکنید.ایاستایتکوارهرسته   دانیمکه،میHجبر–دو–برایهرشبه , )


 یکجبرهم-

  Hمدول-دو-(H,H)هروA   Nمدول-دو-(A,A)دراینصورتبرایهر.باشدHمدولیراستروی

 Vضربتانسوری
k

N Vیک -دو-(A,A)دوباره دواستمدولبوده ساختار صورتدینمدولیآنب-و

:شودتعریفمی

( ) ( ) ( )( )
b.(n v).a .n.a b .v.ab  0 1 10

 

:کندصورتعملمیدینب   ۀازراسترویرست   ایچنینرستهتکوارههم

:           A   , 
k

(N,V) N V.  

 تابعگون-،خودVمدول-دو-(H,H)ازاینطریقبرایهر

k
V : A    A                 k

N N V  

 .آیددستمیبه

:صورتتعریفکرددینبHomk(V,N)مدولیروی-دو-(A,A)توانساختاریچنینمیهم

( ) ( ) ( ) ( )
(b.f .a)(v) b . f (S(b ).v.S (a )) .a


 

   
 

1

0 1 1 0
 

 ،v   که Vو
k

f Hom (V, N).

ضربتانسوریحاصل
k

N Vهمراهساختاربه(A,A)-مدولیدادهشدهدربالاراباعلامت-دو
b '

k
N V

مدولk–چنینهم.دهیمنشانمی
k

Hom (V, N)بهانضمامساختار(A,A)-مدولیدادهشدهدربالارابا-دو

علامت
k

s ' '

Hom (V, N)


.دهیمنشانمی

 :توانثابتکردکهمشاهدهکردیم،می90ۀچهدربرهانقضیباروندیمشابهباآن

,A)و   𝛼   پودآنتی-هوپفباشبه-یکجبرشبهHفرضکنید. 12ۀ قضی , )


 مدولیراست-یکجبرهم

ریختیطبیعییک,A   NMوهرH   Vبرایهر.باشدHروی
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b' s ' '

A A k A A k
Hom (M V.N) Hom (M, Hom (V, N)),

f m v f (p .(m v).q ) ,





 

 

   

 

:صورتاستدینازآنب'نگاشتوارونۀوجودداردوضابط
1 2 1 2 1

g m v q . g(m)(S(q ).v.S (p )) .p ,


   

  
   

  

 

که
1 2

p p p
  
  و

1 2

q q q
  
  اعضاییازA Hاندتعریفشده(99)و(96)هستندکهدر.

ستکهزوجااینبدانمعنا
b '

k
V :  A    A  ,     

s ' t '

k
Hom (V, ) :  A    A  , 

 :ترتیبعبارتندازیکهاینزوجبه-یکهوهم.است  Aۀهایرستتابعگون-یکزوجالحاقیازخود
s' t '

M k
: M Hom (V,M V), m [ [p .(m v).q ],

 
       

s ' t ' 1 12 1 2
: Hom (V, M) V M, f v q . f (s(q ).v.S (p )) .p .

M k

 
          

 

)هوپف،-یکجبرشبهHفرضکنید:سؤال باز , , )  مدولیچپو-یکجبرهم(A, , ) یکجبرهم-

:باشندHمدولیراستروی

توانتعریفکرد؟می  Aۀیارست  Bۀرویرست  Hایتکوارهۀآیایکعملازرست.9

توانتعریفکرد؟می  Aۀیارست  BۀرویرستHomهایتانسوروتابعگون-آیاخود.2

هاییقابلتعریفاست؟دراینصورتآیاروابطالحاقیبینچنینتابعگون
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