
 ‌0011‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌133تابستان،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (خوارزمی‌نشریه‌علوم‌دانشگاه)

 ‌‌‌‌‌‌sahlehj@guilan.ac.irنویسنده مسئول*

 
 یادداشتی روی مدول های هیلبرت

‌
 لیلا‌نجارپیشه‌،*عباس‌سهله

 علوم‌ریاضی‌ۀدانشگاه‌گیلان،‌دانشکد
‌22/12/77پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌20/12/77دریافت‌‌‌

 چکیده
‌و‌اشتقاق‌اشتقاق-dدر‌این‌مقاله‌به‌بررسی‌ارتباط‌بین‌‌.جبر‌باشد-*cیک‌‌‌فرض‌کنید مدول‌-Aها‌روی‌یک‌‌ها

،‌تحت‌شرایط‌مدول‌هیلبرت‌دو‌طرفه-Aعلاوه‌برای‌یک‌‌به.‌پردازیم‌عنوان‌یک‌جبر‌باناخ‌خاص‌می‌به‌هیلبرت‌چپ

جبر‌عملگرهای‌الحاق-*Cتوان‌با‌جبر‌ساخته‌شده‌را‌می-*Cدهیم‌که‌کنیم‌و‌نشان‌میتعریف‌می‌*Cخاص،‌یک‌ساختار‌

 .یکی‌گرفتپذیر‌روی
 

‌.اشتقاق-‌d،جبر-*Cجبر‌باناخ،‌‌،مدول‌هیلبرت-*C:واژه های کلیدی

 

 مقدمات و پیش نیازها
 هیلبرت‌فضاهای تعریف از گرفتن ایده با را هیلبرت مدول *C–نام‌به جدیدی فضای‌کاپلانسکی 07۵٣ سال در

–‌یک به مختلط اعداد میدان از هیلبرت فضای طبیعی گسترش هیلبرت مدول *C– یک واقع در.‌[٣]‌کرد معرفی

C*است‌جبر.‌

زمان‌یک‌فضای‌برداری‌روی‌میدان‌‌هم)‌مدول‌چپ‌باشد-Aیک‌‌‌Xفرض‌کنید.‌باشد‌جبر *C-یک‌‌Aفرض‌کنید

‌در‌این‌صورت‌.است شده مجهز‌X×XA‌‌::X:‌مقدار‌مانند-‌Aداخلی ضرب یک به که.(‌هست‌نیز‌مختلط اعداد

Xرا‌یک‌‌A-نامیم‌هرگاه‌برای‌هر‌مدول‌پیش‌هیلبرت‌چپ‌می‌

0.  

2.  

٣.  

 .و‌‌‌ .0

 .کندمی تعریفروی نرم یک ،هر باشد‌برای چپ هیلبرت پیش مدول‌-یکاگر
نباشته‌ا چپ هیلبرت مدول-‌A.نامیم‌می‌چپ هیلبرت مدول-Aرا‌یک‌‌باشد کامل نرم این به نسبت‌اگر

 عنوان‌به‌.باشد چگال‌در‌مجموعهوسیلۀ‌‌به شده تولید خطی فضای هرگاه شود می نامیده

-Aیک‌.‌است چپ‌انباشته هیلبرت مدول-Aیک‌‌داخلی ضرب با‌جبر‌ *C-هر مثال

 .شود می تعریف مشابه روش‌به انباشته راست هیلبرت مدول
زمان‌طور‌همبهنامیم‌اگر‌می‌مدول‌هیلبرت‌دو‌طرفه-‌Aرا‌یک‌.‌مدول‌دو‌طرفه‌باشد-Aیک‌‌فرض‌کنید

‌.صدق‌کند‌ۀرابطدر‌‌علاوه‌برای‌هرمدول‌هیلبرت‌چپ‌و‌راست‌باشد،‌به-Aیک‌

‖‌داریم رکنیم‌که‌در‌این‌حالت‌برای‌ه‌توجه‌می ‖ ‖ ‖‌ تر‌در‌‌برای‌کسب‌اطلاعات‌بیش.

 .مراجعه‌کنید [2]مدول‌های‌هیلبرت‌دو‌طرفه‌به‌-‌Aمورد‌
 نگاشتی هرگاه نامیممی پذیر الحاق را‌نگاشت. باشد چپ‌هیلبرت مدول‌-یک‌ کنید‌فرض

‌باشیم داشته‌هر برای که‌طوری‌به باشد داشته وجود مانند  به.
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌ کرد بررسی توان‌می‌آسانی ‌نگاشت‌الحاقکه ‌‌هر ‌‌هر برای ،علاوهبه‌.است کراندار و خطیپذیر ،‌و

 با را‌روی پذیر الحاق های نگاشت ۀهم ۀمجموع‌.کند‌می صدق‌‌ۀرابط در‌پذیر‌نگاشت‌الحاق

 صورت‌دینب‌نگاشت ،‌برای]. ‌0[جبر‌است-یک‌.دهیم می نمایش‌نماد

 :شود می تعریف
 

 که کرد بررسی توان می‌.دهیم می‌نمایش‌‌با را‌وسیلۀ‌به شده تولید ۀبست خطی فضای زیر

 .نامیم می فشرده عملگرهای معمولاً را‌عناصر]. ‌0[است‌‌در بسته طرفه دو آل ایده یک

‌باشیم‌داشته‌هر برای اگر نامیم می‌باناخ جبر روی اشتقاق را‌یک  خطی نگاشت مقاله، این در

‌صورتبه شده تعریف‌نگاشت‌،کنید‌‌فرض.‌

 است جبر- *Cیک‌مقاله این در‌سرتاسر‌.نامیم می‌وسیلۀ‌به‌شده القا درونی اشتقاق را اشتقاق این‌.است اشتقاق یک
‌

d-هیلبرت های مدول روی ها اشتقاق 

‖با‌در دلخواه عضو‌یکو‌چپ هیلبرت مدول-Aیک‌‌کنید‌فرض نگاشت‌.باشد‖

 باناخ جبر یک به را آن که است‌روی ضرب یکوسیلۀ‌به شده تعریف ‌

 .]2 [دهیم‌می نمایش‌نماد با را جبر‌باناخ این.‌کند‌می تبدیل

 اگر تنها و اگر‌گاه‌آن.‌‌و باشد انباشته چپ هیلبرت مدول‌-‌یک‌کنید فرض‌]2‌.0،‌لم‌‌۵[. 3 لم

‌.‌باشیم داشته هر برای

 یافتهتعمیم اشتقاق یک‌خطی نگاشت‌.باشد انباشته چپ هیلبرت مدول‌-‌یککنید‌فرض‌.3 تعریف

 باشیم داشته‌هر و‌هر برای که‌طوری‌باشد‌به داشته وجود‌‌نگاشت اگر شود‌می نامیده
 

‌.خوانیممی اشتقاق d–را‌یافته تعمیم این‌اشتقاق ارجاع، در سادگی برای

 ثابت ،]0 [در‌.باشد‌روی اشتقاقd-یکو باشد انباشته چپ هیلبرت مدول-Aیک‌ کنید فرض .1 ملاحظه

آیا که شود می مطرح سوال این است، باناخ جبر یک‌چون حال.‌است‌‌روی اشتقاق یککه است شده

‌است؟‌روی اشتقاق‌نیز‌یک

 سوال به و اشتقاق‌است d-یک باناخ جبر یک روی اشتقاق هر که کنیم‌می استفاده واقعیت این از ما زیر، مثال در

‌.دهیم می منفی پاسخ شده مطرح

‖که‌طوری‌به باشد از دلخواه عضو یک‌ ‌و‌‌روی اشتقاق یک‌‌کنید فرض .4 مثال  کلی، حالت در‌.‖

دو‌ هیلبرت‌مدول-یک‌‌گاه‌آن ،کنید فرض مثال برای‌.نیستباناخ جبر روی اشتقاق یک

‖که کنیم‌می توجه ،کنید‌فرض اکنون‌.است انباشته طرفه  .نیست ‌از یکانی عضو یکو‖

‌:داریم‌برای‌.باشد‌‌روی وسیلۀ‌به شده القا درونی اشتقاق یک‌‌کنید فرض حال

 

 .نیست‌روی اشتقاق یکبنابراین ،که‌حالی در
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌131یادداشتی‌روی‌مدول‌های‌هیلبرت

 اشتقاق یک باشد،انباشته چپ هیلبرت مدول‌-روی‌اشتقاق-یک‌اگر کلی،‌حالت‌در‌،‌0مثال به توجه با‌‌‌‌‌
‌.کنیمرا‌بیان‌می باشد روی‌یک‌اشتقاقکه‌این برای کافی، و لازم شرط یک ۵ۀ‌قضی در‌.نیست‌روی

 اشتقاق یک‌‌δگاه‌آن‌.باشد‌اشتقاق‌روی d-یکδ و‌ انباشته چپ هیلبرت مدول-Aیک‌‌کنید فرض .5ۀ قضی

‌.باشیم داشته‌هر برای اگر تنها و اگر است روی‌

‌است‌داریم‌روی اشتقاق d-چون‌یک که کنیم‌می توجه ابتدا.‌اثبات

. 

 :داریم‌هر برای صورت این در باشد، روی یک‌اشتقاق‌کنید فرض اکنون‌

 

‌‌نتیجه در

 

‌بنابراین

 

‌نتیجه در و

‌.  

‌. که کند‌می ایجاب ‌0لم است، انباشته‌چون اکنون

‌داریم و نتیجه در‌.کنید فرض قضیه، عکس اثبات برای

‌.استیرو اشتقاق‌که‌یک کند‌می ایجاب تساوی این

‖که‌طوری‌به باشد از دلخواه عضو یک‌کنید فرض‌.6ۀ نتیج  .باشد‌روی اشتقاق یک کنید فرض و‌‖

 اگر تنها و اگر است ‌روی اشتقاق یکگاه‌ن‌آ
‌داریم‌هر برای صورت این در ،‌کنید فرض .اثبات

 

‌.است‌روی اشتقاق یککه کندمی ایجاب ۵ۀ‌قضی‌اکنون.‌نتیجه در

  داریم هر برای ۵ۀ‌قضی به توجه با بنابراین‌.باشد‌روی‌ اشتقاق یک‌کنید‌‌فرض برعکس،

 

که کند‌می ایجاب‌بودن انباشته نهایت در .که گیریم‌می نتیجه است، اشتقاق یک‌اکنون‌چون

 
‖کهطوریبه باشد‌از‌ دلخواه عضو یک‌کنید فرض .7 مثال  شده القا درونی اشتقاق یککنید فرض و‖

 .استروی اشتقاق یککه کند‌می ایجاب 2ۀ‌نتیج و‌صورت این در‌.باشد‌روی‌وسیلۀ‌به

‌2[‌.8ۀ قضی  و کنید فرض علاوهبه .باشد چپ هیلبرت مدول-Aیک‌‌کنید فرض‌‌]2.٣ ۀقضی‌،

کنید فرض و‌کهطوریبه باشند باناخ جبرهای روی ها اشتقاق‌ 
 گاه‌آن باشد،‌وسیلۀ‌به شده القا اشتقاق‌درونی‌  

 .است درونی  آنگاه باشد انباشته‌اگر .0

‌.است درونیگاه‌،‌آن که طوری به باشد داشته وجود‌و باشد یکدار‌اگر .2
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 ممکن مرحله این در‌.است درونی نیزگاه‌آن باشد درونی اشتقاق d-اگر خاص، شرایط تحت که، دیدیم 8ۀ‌قضی در

 ایجاب را‌بودن درونی‌بودن درونی آیا یعنی‌است؟ درست نیز قضیه این آیا‌عکس که شود مطرح سوال این است

 .دهیم می منفی پاسخ سوال این به 7 مثال ارائه کند؟‌با می 

 صورت این در.‌باشد‌‌شمارای ۀیک متعامد ۀپای پذیر‌با تفکیک هیلبرت فضای یک‌کنید‌‌فرض .9 مثال

 اگر .وآن در گرفت،‌که نظر در مدول-یک عنوان‌به‌عمل با راتوان‌می

‌ ضرب‌روی ‌ بهکنیم،‌تعریفوسیلۀ‌به را مقدار‌-داخلی  روی چپ مدول-*Cیک

 وسیلۀ‌به شده القا روی درونی اشتقاق یک‌کنید‌فرض‌و‌دهید قرار اکنون‌.شود‌می تبدیل

 تعریف‌نگاشت .‌داریمهر برای نتیجه در باشد، 

  داریم وهر برای زیرا است اشتقاق-dیک‌‌‌وسیلۀ‌به‌شده

‌داریم ،نچو علاوه‌به

 دارد وجود باشد، درونی‌اگر اکنون .است‌روی اشتقاق‌یک‌که کند‌می ایجاب ۵ۀ‌قضی بنابراین

‌داریم‌‌هر برای که‌طوری‌به

 

 داریم‌برای‌ اما

‌‌‌‌ 

 درونیروی تواندنمی‌نتیجه در. است یکه متعامد ۀپای یککهحالی‌،‌دربنابراین

 .باشد

‌.کند‌می فراهم را‌8ۀ‌قضی عکس برقراری برای مناسب شرایط برخی 01ۀ‌قضی 

کنید فرض علاوه‌به .باشد انباشته طرفه دو هیلبرت مدول‌-یک‌و یکدار کنید فرض  .31ۀ قضی

گاه‌آن باشد درونی‌و روی اشتقاق یک اگر.‌باشدروی اشتقاق -یک و‌
 .است درونی 

 که‌کند‌می ایجاب ‌۵ۀقضی است، انباشته‌‌Xچون .باشد ،وسیلۀ‌به‌شده القا ،روی درونی‌اشتقاق یککنید‌فرض .تاثبا

 

  داریم بنابراین

 

 

  که گیریم‌می نتیجه‌،و‌ است انباشته طرفه دو هیلبرت مدول-Aیک‌چون اکنون

 

 .کند‌می کامل را برهان این و است‌روی‌وسیلۀ‌به‌شده القا درونی یک‌اشتقاقبنابراین

‌وسیلۀ‌به‌شده القا درونی اشتقاق یک‌اگر .باشد‌یکدار جبر-از یکانی عضو یک‌فرض‌کنید .33ۀ نتیج

‌.است‌روی درونی یک‌اشتقاق گاه‌آن باشد،‌روی
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌135یادداشتی‌روی‌مدول‌های‌هیلبرت

‌‌صورت‌این در باشد،‌روی‌وسیلۀ‌به شده القا درونی اشتقاق یک‌کنید‌‌فرض .اثبات  بنابراین .

 که گیریم‌می نتیجه ،01ۀ‌قضی بردن کار به با حال .است‌روی‌ اشتقاق یک‌که کند‌می ایجاب 2ۀ‌نتیج

 .است درونی‌روی‌ اشتقاق
C* -طرفه دو هیلبرت های مدول ساختار روی 

‖بااز دلخواه عضو یککنید فرض و باشد چپ هیلبرت مدول-یککنید فرض    که دیدیم .باشد‖

 جبر یک به راکه روی‌استضرب یک‌‌وسیلۀ‌به‌شده تعریفنگاشت

 دهیم ‌می قرار‌روی برگشت یک ما بخش، این در.‌دادیم نشانوسیلۀ‌به‌را باناخ جبر این .کندمی تبدیل باناخ

 عملگرهای جبر- *Cبا توان‌می را جبر-*Cاین‌ دهیم‌می نشان و شود‌می تبدیل جبر-*Cیک بهآن وسیلۀ‌‌به‌که

‌ .گرفت یکی‌روی پذیر‌الحاق

 .است طرفه دو هیلبرت مدول-‌Aیک‌بخش این تمام در
 نگاشت وکه باشد‌از عضوی‌و باشد یکدار‌کنید فرض .33ۀ قضی

  .‌است جبر-یک برگشت و ضرب با‌صورت این در‌.کنیم‌می تعریف را‌وسیلۀ‌به

 در .و‌‌کنید فرض منظور، این برای.‌استروی برگشت یک ⋆که دهیم‌می ابتدا‌نشان. اثبات

 داریم صورت این
 

 

‌‌‌‌‌‌‌  

‌.کندمی صدق‌خاصیت درنرم که دهیم می نشان اکنون .است‌روی برگشت یکبنابراین

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‌‌‌‌‌‌ 

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

 

 .کند‌می کامل را برهان این و شود‌می تبدیل جبر-*Cیک‌ به ساختار این ترتیب‌بااین به

  .دهیممی نمایش‌نماد با را جبر‌-این

عنوان‌‌به‌،02ۀ‌قضی از استفاده با صورت این در .باشد‌یکدار‌ جبر-*Cاز‌ یکانی عضو یک  کنید‌فرض .31 مثال

  .شود می تبدیل‌‌جدید ساختار با جبر-*Cیک به طرفه، دو هیلبرت مدول-Aیک‌

‌که باشد‌از عضوی‌و یکدار کنید فرض .34 ۀقضی صورت این در.

‌ .است طولپا یکریخت‌‌با‌است‌که‌با  جبر‌زیر‌-*Cیک‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌136
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 که شود می دیده آسانی به .است جبر زیر-*Cیککه دهیم می نشان ابتدا .اثبات

 دهیم می نشان حال .است‌جبر زیر یک‌‌بنابراین . علاوه‌به .استزیرفضای‌ یک

‌صورت این در.‌کنیم می فرض منظور این برای .است بسته نیز برگشت تحت‌که

‌‌نتیجه در ۀدنبال وکنیم فرض .است بسته‌که دهیم‌‌می نشان سرانجام.

‌که‌این به توجه با .ستا‌همگرا‌به‌‌‌ۀدنبال که ای‌باشد‌گونه‌به 

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

‖‌که گیریممی نتیجه ‖ ‖  عضوی به نتیجه است‌و‌درفضای‌باناخ در کشی دنباله یکبنابراین‌‌.‖

‖چون حال‌.ستا‌همگرا‌مانند ‖ ‖ ‖  بستهو‌که گیریم‌می نتیجه 

 سادگیبه .کنیممی تعریف‌هر برای‌صورتبه را نگاشت حال .است

 ‌ علاوهبه .است برو و خطی‌که کرد توان‌بررسی‌می

. 

‌زیرا کند،‌می حفظ نیز را برگشت‌نهایت‌ در‌.است ضرب حافظ نگاشت یک ترتیب این به

 

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 

 .کند می کامل را برهان این و‌،‌هر برای نتیجه در

 .است طولپا یکریخت‌با‌،00ۀ‌قضی شرایط با .35ۀ نتیج

 صورت این در.‌و‌کنید فرض‌.اثبات

 

 

 .که دهد‌می نشان مطلب این و‌‌نتیجه در

‌ کهزمانی علاوهبه.گاه‌آن باشد یکداراگر که است شده داده نشان] 0[‌در .36ۀ ملاحظ

 کند‌که‌می ایجاب 0۵ۀ‌نتیج است، یکانی عضو یکچون‌ ،0٣ مثال دررو،‌‌از‌این‌داریم
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