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 بررسی تبدیلات همدیس انحناهای خاص مترکروپینا


*بهمنرضایی،لعیاقاسمنژاد

علومۀدانشکد،دانشگاهارومیه
24/92/19پذیرش22/24/19دریافت

 چکیده
  بههوهور βفرمی-9وαمترریمانیوسیلۀبهترینمترهایفینسلری،مترکروپینانامداردکهیکیازمهم

  

 


دراینمقالهبهه.شودوکاربردهایبسیاریدرعلمفیزیک،میدانهایمغناطیسیوسیستمهایدینامیکیداردتعریفمی

وابستهبهمترکروپیناپرداختهشدهوشرطپایداریاینانحناههاتحهت وχبررسیتبدیلهمدیسانحناهایغیرریمانی

.یابنداستونشاندادهشدهکهدرحالتخاصاینتبدیلا بهتبدیلمتجانستقلیلمیشدهتبدیلا همدیسبررسی

 

. ،انحنایχتبدیلا همدیس،مترفینسلر،مترکروپینا،انحنای: واژه های کلیدی

 

 مقدمه

یکضرب ،     ازایهربردارغیروفربه.باشد بعدی– رویمنیفلد9یکمترفینسلر فرضکنید

کندالقامی   رویفضایمماس  داخلیمانند

                 
    

 

 
               

نمهایشداده     𝜃بینایندوبردارکهباۀگاهزاویباشند،آن   دوبرداردلخواهازفضایمماس و حالاگر

:وور قابلتعریفاستدینشودبمی

   𝜃          
                 

      

            کهدرآن
ۀحالتکلیزاوییکمفهوممتقارننیست،یعنیدرۀنکتهقابلتوجهایناستکهزاوی. 

𝜃     ۀبازاوی و بیندوبردار𝜃     و حالفرضکنیددومترفینسلری.برابرنیست و بیندوبردار

     θۀزاویه            وهربهردار   ازایهرکهبهطوریوجوددارندبه بعدی- رویمنیفلد  

استو  با2طورهمدیسمرتبطبه باهمبرابرند،دراینوور   نسبتبهمتر      𝜃بازاویه نسبتبهمتر

.شودنامیدهمی3یکتبدیلهمدیس     تبدیل

تغییرانحناهایمختلفتحتاینتبدیلا یکیازمسایلمهوردۀتبدیلا همدیسدرفضاهایمتریونحوبررسی

پرداختههونشهاندادهاسهتکههتحهت همهدیس- بهبررسیتبدیلا 4هاشیگوشی.توجههندسهدانانبودهاست

کارهایهاشیگوشیۀبهادام9هابعدوینسهسال.9شوندتحدیدمی6شرایطخاویاینتبدیلا بهتبدیلا متجانس

                                                           
b.rezaei@urmia.ac.irنویسنده مسئول*

1. Finsler metric 
2. Conformally related 
3. Conformal transformation 
4. M. Hashigushi 
5. C-conformal transformation 
6. Homothetic 
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 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

درسهال.2اسهتهمدیسدرمنیفلدهایغیرریمانییهکتبهدیلمتجهانس- پرداختونشاندادکههرتبدیل

Sوانحنای6،لندزبرگ ،ریمان4تغییرا انحناهایغیرریمانیمانندانحنایریچی3وچنگ2باچکو2229
رابررسهی9

همهدیسو- تبهدیلا ۀههاییدربهاراندوبحثبیانکردههاتحتتبدیلا همدیسراند،شرطپایاییاینکمیتکرد

1تبهدیلهمهدیسبهینمترههایرانهدرز لینگ.3عنوانکردند(تبدیلهمدیسحافظانحنایریچی)تبدیلا لیوویل

وثابتکردهاستکههههرتبهدیلهمهدیسبهیندومتهربررسیچنینمترهایکروپیناانیشتینیراوهم92انیشتینی

99چنگ.4استچنینهرتبدیلهمدیسبیندومترکروپیناانیشتینییکتبدیلمتجانسانیشتینیوهمراندرزی

تبهدیل. غیرراندرزییکتبدیلمتجانساست92وهمکاراننشاندادندکهتبدیلهمدیسبینمترهایداگلاسی

چنینوینشاندادهاستکهدرمنیفلدهایغیرریمهانیمعرفیشدهاستوهم93شنتوسط همدیسحافظانحنای

.6همدیساست-cیکتبدیل94بسته- هرتبدیل

وهور درایهنردهمترههابهه.شهوندنامیهدهمهی 9متهر-     خاویازمترهایفینسلریوجهودداردکههۀرد 

       ،  
 

 
                 شههوندکهههدرآنتعریههفمههی

یههکمتههرریمههانی،   

β               
مترهایمختلفدر.استبازۀرویباز  یکتابع   φو فرمیرویمنیفلد-9یک 

متهر     گهاهمتهرآن       φعنهوانماهالاگهربه.شوندمعینمی   φاینکلاسباتعریفتابع

    φشود،راندرزنامیدهمی
 

 
  متر

  

 
    φمتهرکروپینهاواگهر

 

   
  آنگهاه

  

 
96متهرماتسهوموتو

معرفهیشهدهاسهتوکاربردههایزیهادیدر9169درسهال99کروپینهاوسیلۀبهمترکروپینااولینبار.شودنامیدهمی

آنوهور ۀزیادیدربارهایپژوهشدلیلکاربردهایفیزیکیاینمتر،به9هایمغناطیسیداردفیزیکمانندمیدان

.گرفتهاست

وور تعریفمیشونددینمترهانمادهاییب-     درحالتکلیدر

    
 

 
                             

 

 
                                      (9)  

هادرادامهاسهتفادهعبار اینچنینهم.استαمشتقکواریاننسبتبهالتصاقلویچویتاازمترۀدهندنشان"|"که

:شوندمی
                                               

      
                      

     
                                               

      
          

         و        که
  .

                                                                                                                                                                          
1. Cs. Vincze 
2. S. Bacso 
3. X. Cheng 
4. Ricci curvature 
5. Riemann curvature 
6. Landsberg curvature 
7. S-curvature 
8. Z. Xiao-ling 
9. Randers metric 
10. Einstein metric 
11. G. Cheng 
12. Douglas 
13. B. Shen 
14. S-closed 
15.      -metric 
16. Matsumoto metric 
17. V. K. Kropina 
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 592بررسیتبدیلا همدیسانحناهایخاصمترکروپینا

.تعریفشدهاست...و درمنیفلدهایفینسلریانحناهایغیرریمانیمتعددیازجملهانحنایریچی،ریمان،انحنای

:ثابتشدهاست9ۀدرمترهایکروپیناپرداختهوقضیχدراینمقالهبهبررسیتبدیلهمدیسانحنای

    دراینوور .         طورهمدیسمرتبطباشندیعنیدومترکروپینابه  و فرضکنید.1 ۀقضی

.              کهطوریوجودداشتهباشدبه روی      اگروفقطاگرتابعیمانند

تحتتبدیلا همدیسپایاستاگروتنهااگرتبدیلχگاهانحنایآن          درحالتخاصاگر. 5ۀ نتیج

.همدیسیکتبدیلمتجانسباشد

هایغیرریمانیاستکهبااستفادهازمشتقکوواریانافقیانحنایمیهانگینبروالهددریکیدیگرازکیمت   انحنای 

 بابررسیتبدیلهمهدیسانحنهای. وارتباطنزدیکیباانحنایپرچمیدارد شودهاتعریفمیامتدادژئودوزیک

:رابیانکرد3ۀتوانقضیمترکروپینا،می

درایهنوهور .         طهورهمهدیسمهرتبطباشهندیعنهیدومترکروپینابه  و  فرضکنید.3ۀ قضی

کهطوریوجودداشتهباشدبه روی      اگروفقطاگرتابعیمانند    

              .  

 .4ۀ نتیج حالتخاصاگر انحنایآن          در اگراتحتتبدیلا همدیسپایا گاه تنها ستاگرو

.تبدیلهمدیسیکتبدیلمتجانسباشد



 مفاهیم مقدماتی

:کندشرایطودقایناستکهدر          وور تابعیبه یکمترفینسلررویمنیفلد

  است      روی  تابعی. 

 ازایتابعمابت،یعنیبهاستهمگنمابتازدرجهیک نسبتبه تابعλداریم: 
                

 9ماتریسهسیان     ازایهربردارمماسبه  

 
:شودوور تعریفمیدینکهب

     
 

 
        

.استمعینمابت

     وور به2میداناسپری فینسلرهرمتر

            
 

:کندالقامی   

        
 

 
          

    

   
      

    

   
                            (2)  

.نامندمی3راضرایباسپریژئودوزیک  .است     وارونماتریس     کهدرآنماتریس

تهوانرامهی نسهبتبههمتهر   4،فهرمحجمهی بعدی- رویمنیفلد       بافرضمختصا موضعی

           وور به
:تعریفکردکه     

      
          

                               
 

،انحهرا      ازایبهردارغیروهفربهه.حجهمگهویاقلیدسهیواحهداسهتۀدهندنشان          عبار 

𝜏  𝜏     شودوور تعریفمیدینب:

                                                           
1. Hessian 
2. Spray vector field 
3. Spray geodesic coefficients 
4. Volume form 
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τ        
              

     
  

ریمانیاستاگروفقطاگرانحرا ثابتباشد،امادرحالتکلیدرمنیفلدهایفینسهلریایهن تواننشاندادمترمی

سهرعتتغییهرانحهرا درامتهداد.ههایبرخهیمترههایفینسهلریثابهتباشهدتوانددرامتدادژئودوزیهککمیتمی

فهرض.کنهدهاییاستکهبهشناختبهترمنیفلدوتمییزآنازمنیفلدهایریمانیکمهکمهیازکمیت،هاژیودوزیک

وهدق       و      دردوشهرطژئودوزیکیباشهدکهه    ،        ازایبردارغیروفرکنیدبه

:شودتعریفمیوور دینب انحنای.کندمی

        
 

  
 𝜏                   

توانباتوجهبهتعریفانحرا وضرایباسپریمی.استیکۀهمگنمابتازدرج کهکمیتیفینسلریونسبتبه

:وور نوشتدینرابۀمذکوررابط

       
   

   
   

 

              

χانحنای      
 شودکهاگهراستوبهاینوور تعریفمی  کمیتغیرریمانیدیگریرویکلا مماس 

گاهباشدآن بعدی- یکمترفینسلررویمنیفلد
                 

مشتقۀدهندترتیبنشانبه";"و"."و نسبتبهفرمحجمیرویمنیفلد ازمتر انحنایۀدهندنشان که

.    واضحاستکهدرمنیفلدهایریمانی.استعمودیوافقینسبتبهالتصاقبروالد

       انحنای
وهور دینبه  توانباکمکضرایباسپریژئودوزیکرویکلا مماسرانیزمی    

:1تعریفکرد

       
    

            
    

    

            
 
   

   

    

         
 
   

   

    

         
 

:92شودشرحبیانمیدیننیزبχکمکانحنایتواننشاندادکهاینکمیتبهمی

    
 

 
 
   
   

 
   

   
   

  فرضکنید
  

 
ضهرایباسهپریآن(2)ۀگهاهبهااسهتفادهازرابطهآن.باشهد یهکمتهرکروپینهارویمنیفلهد

:استوور دینب

     
  

  

  
    

 

   
 
  

 
        

  
 

  
    

 

  
     

   

  کهدرآن
درزمینهانحناهایغیرهاییپژوهشطی2ولیو9چن.استαضرایباسپرینسبتبهمترۀدهندنشان 

.92اینمتررامحاسبهکردندχریمانیمترکروپینا،انحنای

  فرضکنید.قضیه
  

 
:وور قابلبیاناستدینآنبχگاهانحنایباشد،آن یکمترکروپینارویمنیفلد

   
   

   
        

      
 

       
        

      
        

 

      
  

                 

2       2 4 00|0 4  0     22  0|0 4       00| ,                          (3)  

                                                           
1. G. Chen 
2. L. Liu 
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 599بررسیتبدیلا همدیسانحناهایخاصمترکروپینا

    کهدرآن
  

  
    

 

    
  

 
        

  
 

      
 

       
مشتقنسبتۀدهندنشان";"و 

.استαبهالتصاقلویچویتامتر

:وور محاسبهشدهاستدینبχاینمتربااستفادهازمشتقا عمودیانحنای چنینانحنایهم

  فرضکنید.قضیه
  

 
:شودمیوور بیاندینآنب گاهانحنایباشد،آن یکمترکروپینارویمنیفلد

    
   

     
        

   
        

 

      
        

 

      
  

       
              

   
      

        

  
              

   
      

               
    

        
 

          
 

   
  

 
          

        
 

      
 
  

 

      
 

          –
  

       
        

 

     
  

 
    

  

 
     

 
  

    
 
   

 

      
        

 

      
  

            
        

 

          
 

   
  

 
          

        
 

      
 
  

 

      
 

          –
  

       
        

 

     
  

 
    

  

 
     

 
  

    
 
   

 

      
        

 

      
  

            
  

         
 

      
 

           

     
 
      

 
   

 

    
 

        
        

 

     
  

 
      

 

        
        

 

     

  

 
       

 

      
   

      

      
  

            
 

      
   

      

      
  

             (4)  

    کههههدرآن
  

  
    

 

    
  

 
        

  
 

      
 

       
                و 

(.رجوعشود99تربهبرایجزییا بیش)

:توانگفتومی      گاهبهطورهمدیسمرتبطباشندآن و  اگردومترفینسلری

                                        

          و                کهدرآن
تواننشاندادکهسادگیمیبه. 

                           
                                                

                            

 چنینوهم

                          

   ،است      و  نسبتبه   مشتقکوواریانۀدهندنشان     که
 

و    

            
 

 
                                                     ( )  

            
 

 
                                                              (6)  

:استوور دینب  و   بینضرایباسپریۀدراینحالترابط

          
  

 

 
      

      و        که
     ،اگهر 

 

     
      و 

 

     
 
  

  

        
گیهریازگهاهبهامشهتقآن 

:دستآوردروابطرابهاینتوانمیۀمذکوررابط

       
     

     
 
     

   

        
      

 
     

 
      

                                              (9)  
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 ایااثبات قض

.،ضروریاستتبدیلهمدیسچندکمیتموردنیازبررسیشود2و9هایدرادامهبرایاثبا قضیه

:گاه،آن      طورهمدیسمرتبطباشندیعنیمتربه-     دو و  فرضکنید.لم

       
 

 
                                                        ( )  

       
 

 
                                                (1)  

                                                              (92)  

         
 

 
                                                    (99)  

       
 

 
                                                          (92)  

       
 

 
                                                            (93)  

             
 

 
                                     (94)  

                
 

 
                                              

 

 
               

         +         +      +      +      +        +        ,  (9 )  

                                                             
   

2  0 2+2 2  0    2     ,                                                                (96)  

                
 

 
                          

 

 
        

           
 

 
      

12 2   +2             12       +    0                      (99)  

           
 

 
 
                                                

                
  

                                                                                       (9 )  

           
 

 
    

                 
 

                             

    0+   + 2    0+ 0  + 2   0.                          (91)  

           عنوانماالواضحاستکهبه.آیددستمیتمامروابطموجوددراینلمبامحاسبا مستقیمبه: اثبات
،با 

:تواننوشتمی( )ۀاستفادهازرابط

           
 

 
                  

         

:تواننوشتطبقتعریفمشتقافقیمی.آیددستمیبه( )ۀسازیلازمرابطکهباساده

       
 

   
           

 
              

:آیددستمیتساویبهاینۀمذکوردررابط(9)و( )گذاریباجای
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                                                                (26)  

  گاهمتر،آن(اسهت تابعیاسکالرروی که)          درحالتخاصاگر
  

 
واسهت   ازانحنهای

χدراینحالت :نوشتوور دینراب(26)توانومی    

β                   
.استوتبدیلهمدیسیکتبدیلمتجانس    وور کهدراین
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