
 ‌9311‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌906زمستان،‌‌4ۀ،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 ‌‌‌‌‌‌soheili@um.ac.irنویسنده مسئول*

 
 شعاعی ۀتقریب توابع پایروش  شولز کسری به -بلک ۀعددی معادل حل
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 گروه‌ریاضی‌کاربردی،دانشگاه‌فردوسی‌مشهد،‌

 عبدالساده‌نیسی

‌کامپیوتر،‌گروه‌آمار،‌ریاضی‌و‌دانشگاه‌علامه‌طباطبایی
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 چکیده
‌دارد‌قیمت ‌ریسک ‌مدیریت ‌و ‌کنترل ‌در ‌مهمی ‌بسیار ‌نقش ‌اختیارات ‌گذاری ‌قیمت. ‌فرآیند‌‌بحث ‌نیازمند گذاری

در‌این‌مقاله‌در‌نظر‌داریم‌یک‌.‌است‌بررسی‌شدههای‌واقعی‌در‌یک‌بازار‌‌های‌حل‌و‌اجرای‌مدل‌با‌داده‌سازی،‌روش‌مدل

های‌تصادفی‌است‌را‌بیان‌‌های‌تصادفی‌کسری‌که‌نوع‌خاصی‌از‌رفتار‌تغییرات‌دارایی‌مدل‌برای‌دارایی‌پایه‌مبتنی‌بر‌مدل

های‌‌روش‌تری‌نسبت‌به‌های‌دقیق‌دهیم‌که‌جواب‌شعاعی‌ارائه‌می‌‌علاوه‌بر‌آن‌یک‌روش‌عددی‌مبتنی‌بر‌توابع‌پایه.‌کنیم

‌دیگران‌دارد‌ی‌شدهبررس .‌ ‌بر‌داده‌.شود‌بررسی‌میپایداری‌این‌روش‌نیز های‌واقعی‌بازار‌سکه‌با‌‌سرانجام‌مدل‌حاصل‌را

 .کنیم‌استفاده‌از‌نرم‌افزار‌متلب‌اجرا‌می

‌مطالعه‌این‌مقاله‌یک‌رویکرد‌جدیدی‌در‌قیمت گذاری‌مشتقات‌در‌مطالعات‌بازارهای‌آن‌کشور‌صورت‌‌امید‌است‌با

 .گیرد

‌.مشتق‌کسری،‌معادله‌بلک‌شولز‌کسری،‌روش‌توابع‌پایه‌شعاعی‌:های کلیدیواژه

 

 مقدمه

‌های‌اولیه‌آن‌به‌کارهای‌لایب‌نیتز،‌لاگرانژ،‌آبل‌و‌آغاز‌شد‌و‌بحث میلادی‌‌‌99 حساب‌دیفرانسیل‌کسری‌از‌قرن

‌دیگران‌مرتبط‌بوده‌است ‌معادلات‌دیفرانسیل‌از‌مرتب‌در‌دهه. های‌مختلف‌مانند‌جریان‌‌کسری‌در‌حوزه‌ۀهای‌اخیر،

بلک‌و‌شولز،‌مدل‌ ‌‌9190 در‌اوایل‌دهه.‌]9[‌سیال،‌الکترومغناطیس،‌مهندسی‌و‌اقتصاد‌و‌مالی‌مورد‌توجه‌بوده‌است

در‌زمینه‌.‌های‌مشهور‌در‌بازار‌مالی‌است‌این‌مدل‌از‌مدل.‌گذاری‌حق‌اختیار‌معرفی‌کردند‌معروف‌خود‌را‌برای‌قیمت

‌]1[‌شولز‌در‌تعیین‌قیمت‌دارایی‌دارای‌ریسک‌بالا‌نقش‌مهمی‌را‌دارد-مالی،‌مدل‌بلکسازی‌‌مدل -بلک‌ۀدر‌معادل.

های‌‌دست‌آوردند‌و‌یا‌به‌استخراج‌مدل‌ههای‌عددی‌یا‌تحلیلی‌ب‌شولز‌محققان‌برآنند‌که‌ارزش‌حق‌اختیار‌را‌با‌روش

 .دکند،‌بپردازن‌گذاری‌جدید‌که‌بازار‌مالی‌واقعی‌را‌منعکس‌می‌قیمت

برخی‌از‌.‌کنند‌هایی‌را‌در‌بازار‌ایجاد‌می‌ا‌محدودیته‌است‌که‌این‌مفروض‌هایی‌شولز‌مبتنی‌بر‌مفروض-معادله‌بلک

ها،‌مانند‌مدل‌پرش‌انتشار،‌مدل‌نرخ‌بهره‌تصادفی‌و‌مدل‌نوسان‌تصادفی‌‌های‌پیشرفته‌برای‌حذف‌این‌محدودیت‌مدل

نشان‌دادند‌‌(1090)‌وانگ‌و‌منگ‌.‌هایی‌نداریم‌چنین‌محدودیت‌در‌این‌پژوهش‌تمرکز‌بر‌وضع.‌‌]3[پیشنهاد‌شده‌است‌

‌فرضیه‌که‌توزیع‌بازده ‌دارند‌که‌با ‌دامنه‌بلند‌مدت‌را های‌معادله‌بلک‌و‌شولز‌‌های‌قیمت‌سهام‌خاصیت‌وابستگی‌با

برای‌پیش‌برد‌.‌این‌امر‌سبب‌شد‌که‌در‌این‌مقاله‌از‌ایده‌مدل‌سازی‌کسری‌استفاده‌کنیم.‌]4[‌‌یستکلاسیک‌سازگار‌ن

‌[6]کنیم‌‌استفاده‌می‌(9163)‌ماندلبروت‌‌وسیلۀ‌بهاین‌ایده‌از‌خصوصیات‌کسری‌بازار‌سهام‌مطرح‌شده‌ ،[5]‌‌ دانکن‌.

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

60
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.8

.3
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
28

 ]
 

                             1 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.609
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.8.3
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2813-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌‌4ۀ،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌910
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

جای‌حرکت‌‌کردن‌حرکت‌براونی‌کسری‌بهگزین‌‌شولز‌کسری‌را‌با‌جای-معادله‌بلک‌‌(1003)‌و‌هو‌و‌اکسندال‌‌‌(1000)‌

‌ ‌بخشیدند ‌بهبود ‌استاندارد ‌[8]براونی ،[9]‌‌ ‌‌‌(1000)‌ویس‌. ‌جوماریه ‌بلک‌‌(1090)‌و ‌مشتق‌-معادله ‌با ‌کسری شولز

های‌بانک‌‌فو‌و‌همکارانش‌برای‌داده‌‌‌1008در‌سال‌.‌‌[1]،‌[90]‌گذاری‌حق‌اختیار‌ارائه‌دادند‌زمان‌را‌بر‌قیمت‌-کسری

‌معادله‌بلک-ادند‌که‌معادله‌بلکچین‌نشان‌د ‌است-شولز‌کسری‌از ‌شولز‌کلاسیک‌بهتر‌عمل‌کرده ‌میانگین‌. ‌از آنها

 .‌‌‌‌]99[عنوان‌ارزیابی‌برای‌معادلات‌استفاده‌کردند‌‌تقریبی‌مجذور‌خطا‌به

های‌‌بلند‌مدت‌وابسته‌است‌که‌داده‌ۀها‌به‌دامن‌هایی‌که‌توزیع‌قیمت‌سهام‌آن‌بلک‌شولز‌کسری‌برای‌داده‌ۀمعادل

‌ۀمحققان‌زیادی‌به‌حل‌معادل.‌دهد‌شولز‌کلاسیک‌ارائه‌می-این‌مقاله‌هستند،‌جواب‌بهتری‌از‌مدل‌بلک‌بررسی‌شده

‌.شولز‌کسری‌پرداختند-بلک

های‌‌د‌و‌نشان‌داد‌که‌روشکرروش‌تفاضل‌متناهی‌ضمنی‌حل‌‌شولز‌کسری‌زمانی‌را‌به-بلک‌ۀمعادل(‌‌‌1093)‌سونگ

-بلک‌ۀبا‌روش‌اختلال‌هموتوپی‌به‌حل‌معادل(‌‌‌1093)اسما‌علی‌.‌‌]3[‌کار‌گرفته‌شده،‌پایدار‌نامشروط‌و‌همگرا‌است‌‌هب

‌‌]91[شولز‌کسری‌پرداخت‌ با‌ترکیب‌روش‌تبدیل‌لاپلاس‌و‌اختلال‌هموتوپی‌جواب‌دقیق‌و‌سریعی‌(‌‌‌1091)کومار‌.

‌‌]93[‌دست‌آورد‌‌شولز‌کسری‌زمانی‌به-بلک‌ۀبرای‌معادل .‌ ‌نیز ‌رنجبر ‌‌‌1094)قندهاری‌و روش‌‌به‌حل‌این‌معادله‌به(

د‌و‌به‌بررسی‌همگرایی‌کرروش‌صریح‌حل‌‌شولز‌کسری‌را‌به-بلک‌ۀمعادل(‌‌‌1094)برایتو‌.‌‌]94[‌مضرب‌لاگرانژ‌پرداختند‌

‌.‌‌]95[و‌پایداری‌آن‌پرداخت‌

ها‌و‌‌که‌بدون‌نیاز‌به‌شبکه‌به‌حل‌معادله‌هایی‌دارند‌های‌اخیر‌دانشمندان‌سعی‌در‌ایجاد‌و‌توسعه‌روش‌در‌سال

ها‌در‌مسائل‌مختلفی‌‌این‌روش.‌اند‌های‌بدون‌شبکه‌معروف‌شده‌ها‌به‌روش‌این‌دسته‌از‌روش.‌ها‌بپردازد‌تقریب‌جواب

‌مشتقات‌جزئی‌استفاده‌شده‌است ‌مانند‌تقریب‌جواب‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌و‌یا ‌این‌مقاله‌قصد‌داریم‌از‌. در

دلیل‌‌این‌روش‌به.‌شولز‌کسری‌استفاده‌کنیم-بلک‌ۀتوابع‌پایه‌شعاعی‌و‌تفاضل‌متناهی‌برای‌حل‌معادل‌ترکیب‌روش

‌بزرگهای‌دیگر‌در‌ابعاد‌‌پذیر‌است‌و‌در‌مقایسه‌با‌روش‌انعطاف‌یکه‌به‌جایگاه‌قرارگیری‌نقاط‌وابسته‌نیست‌روش‌این

‌.دارای‌زمان‌اجرای‌کوتاهی‌است

شولز‌کسری‌-بلک‌ۀسازی‌معادل‌در‌بخش‌دوم‌مدل.‌گیریم‌صورت‌زیر‌در‌نظر‌می‌ا‌بهبا‌این‌توضیحات‌ساختار‌مقاله‌ر

‌معرفی‌می ‌کنیم‌را ‌حل‌عددی‌معادل. ‌بخش‌سوم، ‌بیان‌می-بلک‌ۀدر ‌کنیم‌شولز‌کسری‌را ‌پایداری‌. ‌بخش‌چهارم، در

‌.پردازیم‌و‌در‌بخش‌پنجم‌به‌نتایج‌عددی‌و‌پیشنهاد‌برای‌کارهای‌آتی‌می‌شود،‌میروش‌بررسی‌

 

 سازی معادله بلک شولز کسریدلم

سازی‌بازارهای‌سهام‌با‌استفاده‌از‌معادلات‌کسری‌‌در‌مقدمه‌بیان‌شد،‌ایده‌مطرح‌شده‌در‌این‌مقاله‌مدل‌که‌چنان

برای‌این‌منظور،‌فرض‌کنید‌دارایی‌پایه‌مورد‌.‌رسیم‌شولز‌کسری‌می-بلک‌ۀپس‌از‌مدل‌سهام‌کسری‌به‌معادل.‌است

‌‌:کند‌نظر‌از‌فرآیند‌حرکت‌براونی‌زیر‌تبعیت‌می

                     
 

                                               (9)  

          در‌این‌مدل.‌استاین‌مدل‌با‌مدل‌کلاسیک‌حرکت‌براونی‌متفاوت‌
 

 گزین‌حرکت‌براونی‌استاندارد‌جای  

dW پارامتر.‌گر‌رفتار‌کسری‌حرکت‌براونی‌است‌شده‌است‌که‌بیان‌ 
 

 
بدون‌.‌نقش‌اساسی‌در‌رفتار‌قیمت‌سهام‌دارد 

‌‌     کنیم‌‌پرداختن‌به‌کلیات‌برای‌رسیدن‌به‌اهداف‌ترسیم‌شده‌در‌مقدمه،‌فرض‌می و‌‌‌(1008)‌جوماریه‌.

 .کرددنبال‌‌‌[90]و‌[‌96]‌توان‌مطالب‌تکمیلی‌را‌در‌مفیدی‌در‌این‌زمینه‌دارد‌که‌می‌های‌پژوهش‌‌(1090)‌
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‌دنبال‌کردن‌مدل ‌به‌این‌که‌هدف‌اصلی‌مقاله، ‌با‌‌های‌قیمت‌نظر ‌مبتنی‌بر‌دارایی‌مدل‌شده گذاری‌حق‌اختیار

‌.پردازیم‌معادلات‌تصادفی‌کسری‌است،‌به‌تشریح‌مدل‌حاصل‌می

زمان‌-واحد‌از‌دارایی‌پایه‌تصادفی‌کسری‌ ‌یک‌سبد‌مالی‌متشکل‌از‌یک‌اختیار‌و‌‌‌πفرض‌کنیدبرای‌این‌منظور،‌

‌‌ ‌tنسبت‌به‌ Vکه‌در‌آن‌‌ V(s, t)یعنی‌است‌ ‌sو‌دارایی‌پایه t ‌در‌این‌صورت‌ارزش‌حق‌اختیار‌تابعی‌از‌زمان.‌باشد

استراتژی‌سبد‌مورد‌نظر‌به‌این‌شکل‌.‌استپذیر‌‌دو‌بار‌مشتق s ‌و‌نسبت‌به‌(     )‌‌ ‌مشتق‌کسری‌مرتبه‌

‌‌است‌که‌سبد‌همیشه‌باید‌ارزشی‌معادل

                                                            (1)  

‌باشد ‌داشته .‌ Vزمان‌‌ ‌تصادفی‌کسری‌و ‌یک‌متغیر ‌استتابعی‌از ‌این، ‌که‌دیفرانسیل‌می‌رو،‌از با‌ ‌V توان‌نشان‌داد

‌:[90]،‌[99]‌‌شود‌‌محاسبه‌می‌(3)صورت‌‌شولز‌به-مدل‌بلک‌‌ۀاستفاده‌از‌توسع

     
        

      
              

 
1         

 

 
           

                 (3)  

‌:کنیمرا‌محاسبه‌می‌ تغییرات‌‌سبد‌مالی‌‌مذکوراکنون‌‌با‌توجه‌به‌مطالب‌

                                                 (4)  
‌:کنیمگزین‌می‌جای(‌4)در‌را‌(‌3)‌ۀمعادل

     
        

      
        

 

 
           

                        
 

1      

ضریب‌عامل‌ریسک‌‌رو،‌باید‌از‌این.‌استریسک‌و‌فرصت‌آربیتراژ‌‌نبودیکی‌از‌خصوصیاتی‌که‌سبد‌باید‌داشته‌باشد،‌

‌‌:بنابراین‌داریم‌        زمانی‌‌ۀدر‌باز‌    ‌که‌دهد‌این‌وقتی‌رخ‌می.‌یا‌تصادفی،‌صفر‌شود

     
        

      
 

 

 
           

                                      (5)  

نظر‌به‌فرضیه‌‌رو،‌از‌این،‌را‌دارد‌    رشد‌‌   بعد‌از‌زمان‌‌ با‌نرخ‌بهره‌بدون‌ریسک‌‌ سبد‌مالی‌علاوه‌بر‌آن،‌

‌‌:عدم‌آربیتراژ‌داریم

                                                                                  (6)  

‌‌:آوریمدست‌می‌به(‌6)در‌(‌5)گزین‌کردن‌معادله‌‌حال‌با‌جای

     
        

      
 
 

 
           

                         

   
        

      
 

 

 
           

                                            (9)  

   ‌ۀتبدیل‌کنیم‌از‌رابط‌     را‌به‌‌(9)ۀ‌در‌رابط‌  که‌‌منظور‌اینبه
    

            
     ‌،      ‌،

‌گیریم‌هره‌میب ‌مراجعه‌کنند‌[96]به‌‌ۀتوانند‌برای‌اطلاعات‌تکمیلی‌و‌اثبات‌این‌رابط‌خوانندگان‌می. در‌این‌صورت‌.

‌:خواهیم‌داشت

  
        

      
 

 

 
           

    
    

            
           

    

            
               (8)  

با‌ضرب‌عبارت‌
      

     
‌:آوریمدست‌می‌به(‌8)ۀ‌در‌معادل‌ 

  
    

      

 
          

    

      
     

    

      
    

                                                                                           (1)  

‌.بلک‌شولز‌کسری‌است‌ۀمعادل‌(1)ۀ‌معادل
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌‌4ۀ،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌916
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

تعریف‌‌توان‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌رانیاز‌به‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌داریم،‌با‌توجه‌به‌نوع‌اختیار‌می‌(1)برای‌حل‌معادله‌

‌:استصورت‌‌دینعنوان‌نمونه‌برای‌حق‌اختیار‌فروش‌شرایط‌‌ب‌به.‌نمود

 

‌                                                              
                                                                               

                                              

                           (90)  

قیمت‌سهام‌و‌ ‌s ،‌متغیر‌زمان ‌‌t که‌در‌آن له‌مقدار‌اولیه‌و‌مرزی‌استئیک‌مس‌(90)‌همراه‌با‌‌شرایط‌(1)ۀ‌معادل

تغییرپذیری‌سهام‌،‌نرخ‌بهره‌بدون‌ریسک‌و‌‌،‌تاریخ‌سررسید‌‌‌ترتیب‌قیمت‌توافقی‌یا‌اعمال‌به‌ و ‌‌K‌ ‌‌‌،T‌ ‌،‌ ‌rپارامترهای

‌هستند ‌میئاین‌مس. ‌دکرهای‌متفاوتی‌حل‌‌روش‌توان‌به‌له‌را ‌برای‌تخمین‌. ‌بخش‌بعد‌روش‌توابع‌پایه‌شعاعی‌را در

‌.ایم‌جواب‌انتخاب‌کرده

 بلک شولز کسری ۀحل عددی معادل

‌نشان‌می ‌قیمت‌یک‌برگه‌اختیار‌خرید‌اروپایی‌را ‌رفتار ‌بخش‌قبل، ‌دهد‌مدل‌حاصل‌در ‌پ. ایه‌رفتار‌این‌مدل‌بر

هایی‌با‌‌روش‌حل‌آن‌دارای‌تفاوت‌رو،‌از‌این.‌گذاری‌شده،‌استوار‌است‌های‌کسری‌قیمت‌تصادفی‌دارایی‌پایه‌که‌با‌مدل

‌استشولز‌کلاسیک‌-گذاری‌مدل‌بلک‌قیمت ‌تقریبی‌از‌مشتق‌کسری‌ارائه‌‌،برای‌این‌منظور. پس‌کنیم‌و‌س‌میابتدا

‌ ‌برای‌حل‌اختیار ‌کنیم‌میروش‌توابع‌پایه‌شعاعی‌را ‌نقاط‌متساوی. ‌به ‌نیاز ‌این‌روش‌لزوماً ‌نرخ‌‌در ‌نداریم‌و الفاصله

‌تواند‌نمایی‌باشد‌همگرایی‌روش‌می ‌سایر‌روش‌تواند‌جواب‌قابل‌قبول‌بنابراین‌روش‌توابع‌پایه‌شعاعی‌می. ‌از های‌‌تر

‌:داریم‌‌‌[99]در‌ابتدا،‌با‌استفاده‌از‌تعریف‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌.‌عددی‌ارائه‌دهد
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‌:آوریم‌دست‌می‌موجود‌در‌مدل‌مورد‌نظر،‌به ‌V(s,t) گذاری‌با‌اعمال‌این‌تعریف‌بر‌تابع‌قیمت
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 [T,0] ۀزمان‌سر‌رسید‌بوده‌و‌باز ‌T اکنون‌برای‌رسیدن‌به‌تقریبی‌از‌جواب‌در‌نقاط‌گسسته‌سازی‌زمانی،‌فرض‌کنید

    ‌زمانی‌‌زیربازه‌با‌طول‌گام‌M ‌به
 

 
زمانی‌پیوسته‌و‌‌ۀگذاری‌در‌باز‌با‌توجه‌به‌این‌که‌تابع‌قیمت.‌افراز‌شده‌است‌‌

‌:کنیم‌و‌داریم‌بازنویسی‌می‌    ‌را‌در‌گام‌زمانی‌(91)ۀ‌،‌معادلاستدارای‌مشتقات‌پیوسته‌
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توان‌مشتق‌زمانی‌را‌با‌‌کند‌که‌می‌نسبت‌به‌زمان‌تبدیل‌می V ،‌مشتق‌کسری‌را‌به‌انتگرال‌مشتق‌تابعمذکوردستور‌‌

‌.تفاضلی‌تبدیل‌کرد‌ای‌به‌معادله‌(93)صورت‌‌رو‌و‌به‌استفاده‌از‌تفاضلات‌متناهی‌پیش
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 :آوریم‌دست‌می‌در‌نتیجه‌به

           

   
 

 

      
 

       

  
          

    

 

     

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

60
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.8

.3
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
28

 ]
 

                             4 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.609
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.8.3
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2813-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌916تقریب‌توابع‌پایه‌شعاعیروش‌‌شولز‌کسری‌به‌-عددی‌معادله‌بلک حل

 

 
 

      
 

       

  
             

    

  
                                      

    (94)  
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                 (95)  

   ،‌            که‌در‌آن‌‌
    

      
 .‌

که‌‌پس‌از‌این‌  در‌روش.‌آید‌دست‌می‌به (96) ۀمعادل   ‌ و‌با‌استفاده‌از‌روش(‌1)‌ۀدر‌معادل(‌95)گزین‌معادله‌‌با‌جای

را‌در‌(  ‌-1) ‌و ‌ ‌‌n+1را‌در‌مشتق‌مکان‌با‌گام‌زمانی‌  دیم،‌کرگسسته‌سازی‌ ‌‌‌n+1 معادله‌مورد‌نظر‌را‌در‌گام‌زمانی

‌.است‌     کنیم‌که‌‌‌ضرب‌می n مشتق‌مکان‌با‌گام‌زمانی
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‌    ازای‌‌که‌به‌است ‌s دو‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌بر‌حسب‌دارایی‌پایه‌ۀسیستم‌مرتب‌کی‌(96)ۀ‌معادل

‌‌.است‌صورت‌دینب

                                                                                (99)  

‌:داریم‌   ‌ازای و‌به

                                                                                 (98)  

‌که‌در‌آن
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توان‌برای‌حل‌آن‌از‌روش‌‌که‌می‌استگر‌عملگر‌مشتقات‌معمولی‌بوده‌و‌سیستم‌اخیر‌یک‌سیستم‌دینامیکی‌‌بیان‌ ‌‌

   ‌ صورت‌ترکیبی‌از‌توابع‌پایه‌در‌روش‌توابع‌پایه‌شعاعی،‌تابع‌مجهول‌به.‌بدون‌شبکه‌توابع‌پایه‌شعاعی‌استفاده‌کرد

‌:شود‌صورت‌نوشته‌می‌‌دینب
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                                                                           (91)  

‌.مجهول‌هستند‌          ،‌  که‌در‌آن‌

‌پایه ‌حسب‌داده   ‌‌ تابع ‌انتخاب‌میئهای‌مس‌بر ‌مجهولات‌له ‌نظر ‌مورد ‌مدل ‌در ‌این‌تابع ‌دادن ‌قرار ‌با ‌که ،‌  شود

‌شوند‌دهیم،‌حاصل‌می‌در‌ادامه‌ارائه‌می‌روشی‌که‌به‌            نمایی،‌‌ۀبرای‌داشتن‌نرخ‌همگرایی‌از‌مرتب.

‌این‌نوع‌توابع‌پایه‌ای‌بی‌نیاز‌به‌یک‌تابع‌پایه ‌ای‌است‌نهایت‌هموار‌داریم‌که‌تابع‌گاوسین‌یکی‌از بنابراین‌تابع‌پایه‌.

‌:‌کنیم‌صورت‌فرض‌می‌دینشعاعی‌را‌ب

𝜙          𝜙                 
 
                                                

‌:است‌(10)‌صورت‌به ‌n+1 گذاری‌در‌گام‌تابع‌قیمت ‌،‌           ،‌           ‌حال‌با‌قرار‌دادن

            
          

 
                                                                   (10)  

چون‌این‌پارامتر‌روی‌شکل‌تابع‌.‌شودکاربر‌تعیین‌می‌وسیلۀ‌بهپارامتری‌آزاد‌است‌و‌‌ پارامتر‌‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که

‌.گذارد‌به‌پارامتر‌شکل‌معروف‌استتأثیر‌می

‌:‌داریم‌(10)ۀ‌از‌معادل

                                                                                     (19)  

‌ ‌آن ‌در           که
      

        
     ،‌          

      
        

     ‌‌ یک‌‌ و

 .های‌آن‌بر‌حسب‌توابع‌پایه‌شعاعی‌است‌که‌درایه‌است‌   ماتریس‌‌
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  :با‌استفاده‌از‌تعریف‌مشتق‌داریم

   

  
    

       

  
      

                      
    

   
    

        

   
 
                              (11)  

‌10)‌هایمعادله )‌ ‌در‌(11)و ‌‌(99)‌هایمعادله‌را ‌(98)و ‌کنیم‌گزین‌می‌جای، ‌توجه‌به‌شکل‌ماتریسی‌معادله. های‌‌‌با

دست‌آورده‌و‌سپس‌با‌قرار‌دادن‌‌را‌به،‌‌‌          ،‌  ‌ ‌که‌در‌ادامه‌ذکر‌شده‌است،‌در‌هر‌مرحله‌(98)و‌(‌99)

‌.‌آید‌دست‌می‌،‌قیمت‌برای‌اختیار‌به(91)ۀ‌ها‌در‌معادل‌آن
            

‌که‌در‌آن
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‌:داریم‌(98)ۀ‌معادلطور‌مشابه‌برای‌‌به
                 

          که
      

        
‌و‌      

           
          

   

      
   

               

      
 
 

  
 
      

 
     

  

   
          

                                                                                                                                      

  

  
    

 
 
 
 

 
 
 
                                                                                                                                            

      
               

      
     

 

  
 
      

 
         

  

   
    

 

                                          
        

   

   

   

                         

                                                                                                                     

  

 :استصورت‌‌دیندر‌حالت‌کلی‌روند‌حل‌عددی‌معادله‌ب

 گذاری‌مدل‌مورد‌نظر‌با‌مشتق‌کسری‌کاپوتو؛‌قیمتتقریب‌مشتق‌کسری‌تابع‌.‌‌‌9

‌مورد‌نظر؛‌ۀدر‌معادل‌‌‌ گزین‌کردن‌مشتق‌کسری‌و‌استفاده‌از‌روش‌جای‌.‌1

‌؛    ‌و‌‌    دست‌آمده‌در‌‌هنمایش‌سیستم‌مرتبه‌دو‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌ب‌.‌3

دست‌‌مجهول‌را‌به‌ ‌مذکور،‌که‌با‌کدنویسی‌به‌زبان‌متلب‌در‌هر‌مرحله‌ۀاعمال‌روش‌توابع‌پایه‌شعاعی‌در‌معادل‌.‌4

‌.آید‌دست‌می‌قرار‌داده‌و‌قیمت‌حق‌اختیار‌به (91)‌ۀدست‌آمده‌را‌در‌معادل‌ههای‌ب  آوریم‌و‌سپس‌‌می

 

 ی پایداری روشبررس

 (95) ۀرا‌بر‌اساس‌معادل (1) ۀبر‌این‌اساس‌ابتدا‌معادل.‌پردازیم‌در‌این‌بخش،‌به‌بررسی‌پایداری‌روش‌مورد‌نظر‌می

 :کنیم‌و‌داریم‌بازسازی‌می
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‌:‌صورت‌نوشت‌دینتوان‌ب‌را‌می‌مذکور‌ۀمعادل
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‌:برقرار‌است،‌[19]طبق‌‌(15)فرض‌
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‌.است‌  در‌‌     

‌:کنیمضرب‌می‌(16)‌را‌در‌  ابتدا.‌کنیم‌برای‌اثبات‌از‌روش‌استقرا‌استفاده‌می:‌اثبات
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‌:استصرت‌‌دینب ‌    ‌ برای (19)ۀ‌معادل

     
    

      
        

      

 
     

   

  
 
  

  
    

    

      
    

  

  
  

         
                                                                                          (18)  

‌:و‌نامساوی‌شوارتز‌داریم‌         ‌جاکه‌و‌از‌آن‌(‌18)ۀ‌در‌معادل‌    گزین‌کردن‌‌با‌جای

     
          

            
     

‌:صورت‌در‌این
              

‌.برقرار‌باشد(‌11)‌ۀکنیم‌رابط‌فرض‌می
                                                                       (11)  

‌.کنیم‌میرا‌ثابت‌‌             ‌ۀحال‌رابط

 :گیریم‌در‌نظر‌می‌      ،‌(18)ۀ‌در‌معادل
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 :داریم (11)ۀ‌و‌معادل‌(30)با‌استفاده‌از‌فرض‌

       
           

     
                

   

   

         
     

     
     

          

       
                    

   

   

      
     

         

                                                                                                                                
‌.پایدار‌است‌در‌این‌صورت‌نشان‌دادیم‌که‌روش

‌.کنیم‌میبررسی‌را‌های‌واقعی‌بازار‌سکه‌‌در‌بخش‌بعد‌نتایج‌عددی‌حاصل‌از‌این‌روش‌را‌روی‌داده

 

 نتایج عددی و پیشنهادها 

‌پیاده ‌از ‌این‌بخش‌نتایج‌عددی‌حاصل ‌برای‌معادل‌در ‌شعاعی‌را ‌پایه ‌کسری‌روی‌-بلک‌ۀسازی‌روش‌تابع شولز

های‌مورد‌نیاز‌اختیار‌خرید‌سکه‌را‌با‌توجه‌به‌روزهای‌کاری‌یا‌‌داده.‌کنیم‌های‌واقعی‌اختیار‌خرید‌سکه‌ارائه‌می‌داده

از‌سایت‌بورس‌اوراق‌بهادار‌تهران‌ ‌‌6/9/16 تا ‌‌9/90/15 ،‌از‌تاریخ‌گیرد‌روزهای‌تقویم‌که‌در‌آن‌روزها‌معامله‌صورت‌می

‌.دیمکر‌دریافت‌کردیم‌و‌به‌قالب‌نرم‌افزار‌متلب‌بارگذاری‌‌ ‌فزار‌اکسلا‌نرم‌وسیلۀ‌به

‌روی‌داده ‌این‌مقاله‌را ‌در ‌های‌واقعی‌اعمال‌کنیم‌قصد‌داریم‌مدل‌ذکر‌شده ‌این‌برای‌. ‌از ‌استفاده ‌با این‌منظور

فرض‌شده‌که‌مطابق‌= r ‌98/0 ‌در‌این‌مدل‌نرخ‌بهره‌عدد‌ثابت.‌زنیم‌ها‌پارامترهای‌مورد‌نیاز‌مدل‌را‌تخمین‌می‌داده

قیمت‌اعمال‌را‌تقریباً‌برابر‌‌.ماه‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است ‌‌3 ها‌به‌توجه‌به‌داده T ‌دوره‌زمانی.‌با‌واقعیت‌بازار‌ایران‌است

‌.ایم‌گرفته‌ترین‌قیمت‌دارایی‌روزانه‌در‌نظر‌گرفته‌و‌سپس‌یک‌میانگین‌کلی‌ترین‌و‌کم‌میانگین‌بیش

‌توان‌با‌استفاده‌از‌تغییرات‌قیمت‌دارایی‌پایه‌تخمین‌زد‌قیمت‌سهام‌را‌می‌پذیری‌نوسان را‌معکوس‌تعداد‌ ‌η اگر.

‌:شود‌صورت‌تخمین‌زده‌می‌دینپذیری‌ب‌روزانه‌در‌نظر‌بگیریم،‌نوسان ‌‌را‌انحراف‌از‌معیار‌بازده ‌s روزهای‌مبادلاتی‌و

σ  
 

  
 

‌شود‌که‌پارامتر‌شکل‌ضرایب‌نسبت‌به‌پارامتر‌شکل‌مشاهده‌میلازم‌به‌ذکر‌است‌که‌با‌بررسی‌عدد‌حالت‌ماتریس‌

09/0c = ‌‌ های‌تخمین‌زده‌شده‌عبارتند‌از‌،‌داده‌با‌توجه‌به‌مطالب‌ذکر‌شده.‌مقداری‌نزدیک‌به‌بهین‌است: 

                                                   . 

نویسی‌به‌زبان‌متلب‌برای‌روش‌ارائه‌شده‌در‌این‌مقاله،‌قیمت‌حق‌اختیار‌خرید‌را‌های‌فوق‌و‌کد‌‌با‌استفاده‌از‌داده

‌.آمده‌است ‌9 نتایج‌حاصل‌در‌شکل.‌ایم‌آورده‌دست‌‌هب = t ‌ ‌9های‌مختلف‌در‌زمان ‌‌برای
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 𝜶 ،6/0  =𝜶،  1=𝜶=    66/0با  = t   1در جواب تقریبی  .1شکل 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌916تقریب‌توابع‌پایه‌شعاعیروش‌‌شولز‌کسری‌به‌-عددی‌معادله‌بلک حل

 

تر‌باشد،‌با‌افزایش‌‌کم‌‌(توافقی)‌در‌اختیار‌خرید‌سکه،‌هر‌گاه‌قیمت‌دارایی‌پایه‌از‌قیمت‌اعمال‌‌‌9 ‌با‌توجه‌به‌شکل

‌کسری‌ ‌کاهش‌می‌‌( )‌مرتبه ‌صورت‌اعمال‌‌قیمت‌حق‌اختیار ‌خرید‌در ‌حق‌اختیار ‌قرارداد ‌این‌یعنی‌دارنده ‌و یابد

 .‌شود‌تری‌متحمل‌می‌نکردن‌قرارداد‌ضرر‌کم

شود‌که‌وقتی‌قیمت‌حق‌اختیار‌‌پایین‌آمدن‌قیمت‌حق‌اختیار‌خرید‌دارد‌و‌سبب‌مینقش‌مهمی‌در‌‌‌ افزایش‌

تر‌‌چنین‌در‌حالتی‌که‌قیمت‌دارایی‌پایه‌از‌قیمت‌توافقی‌بیش‌تری‌بدهد‌و‌هم‌پایین‌بیاید،‌خریدار‌اختیار‌خرید‌ضرر‌کم

ه‌برگه‌حق‌اختیار‌خرید‌با‌اعمال‌کردن‌یابد‌و‌این‌یعنی‌دارند‌قیمت‌حق‌اختیار‌خرید‌نیز‌افزایش‌می‌ ‌باشد،‌با‌افزایش‌

‌.‌یابد‌قرارداد‌به‌سود‌دست‌می

کنیم‌‌بینی‌می‌پیش‌‌(‌  =‌‌9، =‌‌5/0،‌ =‌‌‌‌‌‌15/0)های‌مختلف‌‌ ازای‌‌روز‌آینده‌به‌5قیمت‌سکه‌را‌برای‌‌9در‌جدول‌

و‌‌استدهد‌که‌روش‌کارا‌‌نشان‌می‌9نتایج‌حاصل‌در‌جدول‌.‌کنیم‌دست‌آمده‌را‌با‌قیمت‌بازار‌مقایسه‌می‌و‌قیمت‌به

شولز‌-بلک‌ۀدر‌معادل‌‌‌ وجود‌‌‌‌‌عمل‌کرده‌است‌و(‌‌‌‌ =9)شولز‌کلاسیک‌-شولز‌کسری‌بهتر‌از‌معادله‌بلک-بلک‌ۀمعادل

‌.تر‌کرده‌است‌ها‌را‌به‌قیمت‌واقعی‌نزدیک‌قیمت‌کسری‌

 های مختلف𝜶روز آینده برای  6بینی قیمت سکه در  پیش. 1 جدول

=‌5/0 ‌قیمت‌واقعی   15/=0 ‌‌‌  9=  s 

‌99800 90419 90191 90158     

99885 99993 90144 90110     

99151 99114 99998 99013     

99151 99498 99151 99135     

99168 99985 99539 99504     

‌

 منابع

1. Podlubny I., "Fractional differential equations, an introduction to fractional derivatives, 

fractional differential equations, to methods of their solution and some of their applications", 

Academic press, 198 (1998). 

2. ‌Neisy A‌.‌,  Chamai‌‌R‌.,  ‌ShojaeeManesh‌ L‌.‌, "Three critical models in mathematical finance"‌, 

Journal of Advanced Mathematical Modeling‌, ‌2 (1)‌ (‌2012) ‌96-77‌‌. 

3. ‌Song L‌.‌, ‌ ‌Wang W‌., "Solution of the fractional Black-Scholes option pricing model by finite 

difference method. in Abstract and Applied Analysis", ‌Hindawi Publishing Corporation‌, 

‌(2013‌)77-96.  

4. ‌Meng L‌.‌, ‌Wang ‌M.‌‌, ‌"Comparison of Black–Scholes formula with fractional Black–Scholes 

formula in the foreign exchange option market with changing volatility"‌, ‌Asia-Pacific Financial 

Markets‌, ‌17 (2)‌ (‌2010) ‌99-111‌.‌  

5. ‌Mandelbrot B‌.‌, "The variation of certain speculative prices‌", ‌The journal of business‌, ‌36 (4) 

(1963)‌‌394-419‌‌. 

6. ‌Mandelbrot B‌.‌, ‌‌Taylor‌ H‌. ‌M‌., "On the distribution of stock price differences"‌, ‌Operations 

research‌, ‌15 (6)‌ (‌1967‌) ‌1057-1062‌.  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

60
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.8

.3
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
28

 ]
 

                            11 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.609
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.8.3
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2813-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌‌4ۀ،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌960
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

7. ‌Duncan T‌. ‌E‌.‌, ‌ ‌Hu Y‌.‌, ‌Pasik-Duncan‌ B‌., ‌"Stochastic calculus for fractional Brownian motion I‌. 

‌Theory"‌, ‌SIAM Journal on Control and Optimization‌, ‌38 (2)‌ (2000‌) 582-612‌.  

8. ‌Hu Y‌.‌, ‌Øksendal B‌.‌‌, "Fractional white noise calculus and applications to finance‌, ‌Infinite 

dimensional analysis"‌, ‌quantum probability and related topics‌, ‌6 (01)‌ (2003) ‌1-32‌‌.  

9. ‌Wyss W‌.‌, "‌The fractional Black-Scholes equation"‌, ‌Fractional Calculus and Applied Analysis‌, ‌3 

(1)‌ (‌2000) ‌51-62‌.  

10. ‌Jumarie G‌.‌, "‌Derivation and solutions of some fractional Black–Scholes equations in coarse-

grained space and time‌", ‌Application to Merton’s optimal portfolio‌, ‌Computers & mathematics 

with applications‌, ‌59 (3) (‌2010)‌‌‌1142-1164‌. 

11. ‌Fu Q., ‌‌Wang K., ‌‌‌Liu X.‌‌‌‌‌, ‌‌"The foreign exchange option pricing based on the fractional Black–

Scholes model and valuation",‌‌‌ Price ‌Monthly, ‌369 (2008) ‌68-70.‌ 
12. ‌Elbeleze A‌. ‌A‌.‌, ‌‌Kılıçman A‌., ‌‌Taib B‌. ‌M‌.‌, ‌"Homotopy perturbation method for fractional 

Black-Scholes European option pricing equations using Sumudu transform‌", ‌Mathematical 

problems in engineering  ( 2013)  Article ID 524852, 7. 

13. ‌Kumar‌ S‌., ‌et al‌, ‌ "Analytical solution of fractional Black-Scholes European option pricing 

equation by using Laplace transform"‌, ‌Journal of fractional calculus and Applications‌, ‌2 (8) 

(2012‌)‌ ‌1-9‌.  

14. ‌Ghandehari M‌. ‌A‌. ‌M‌.‌, ‌‌Ranjbar‌ M‌., "‌European option pricing of fractional Black-Scholes model 

with new Lagrange multipliers"‌, ‌Computational Methods for Differential Equations‌, ‌2 (1) 

(2014)‌ ‌1-10‌‌. 

15. ‌Osu‌ B‌., ‌‌Chukwunezu‌ A‌., "On the solution to a fractional Black-Scholes equation for the price 

of an option"‌, ‌International Journal of Mathematical Analysis and Applications‌, ‌1 (3) (2014‌)‌‌‌38-

42‌. 

16. Jumarie‌ G‌., "‌Stock exchange fractional dynamics defined as fractional exponential growth 

driven by (usual) Gaussian white noise‌", ‌Application to fractional Black–Scholes equations‌, 

‌Insurance‌: ‌Mathematics and Economics‌, ‌42 (1) (2008)‌ ‌271-287‌‌. 

17. ‌Wilmott P‌.‌, ‌‌Howison S‌., ‌Dewynne J‌.‌, ‌" The mathematics of financial derivatives‌: ‌a student 

introduction"‌, ‌Cambridge University Press ‌( 1995)‌. 

18. ‌Kober H‌.‌, ‌"On fractional integrals and derivatives‌", ‌The Quarterly Journal of Mathematics‌, ‌(1) 

(1940)‌ ‌193-211‌. 

19. ‌Hosseini‌ V‌. ‌R‌., ‌‌Chen W‌.‌, ‌Avazzadeh Z‌.‌, "‌Numerical solution of fractional telegraph equation 

by using radial basis functions‌", ‌Engineering Analysis with Boundary Elements‌, ‌38, (2014‌) ‌31-

39‌. 

20. ‌Buhmann‌ M‌. ‌D‌., ‌"Radial basis functions‌: ‌theory and implementations‌", ‌Cambridge university 

press‌, ‌12‌ (2003)‌. 

21. ‌Lin Y‌.‌, ‌Xu‌C‌.‌, "Finite difference/spectral approximations for the time-fractional diffusion 

equation‌", ‌Journal of Computational Physics‌, ‌225 (2) (2007) ‌1533-1552‌‌. 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

60
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.8

.3
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
28

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.609
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.8.3
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2813-fa.html
http://www.tcpdf.org

