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سازی غیرخطی با قید  بهینهدر هینگی ایستایی برای ب -Lبودن  لازم

 تنُُکی
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‌ریاضی،‌آمار‌و‌علوم‌کامپیوتر‌‌ۀدانشکد‌پردیس‌علوم،،‌دانشگاه‌تهران

‌16/26/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌19/21/19دریافت‌‌‌

 چکیده

با‌قید‌تُنُکی،‌را‌‌‌لهئسازی‌غیرخطی،‌تحت‌عنوان‌مس‌بهینهدر‌خاص‌ای‌‌لهئمس،‌یک‌شرط‌لازم‌بهینگی‌برای‌در‌این‌مقاله

‌ ‌مس‌.کنیم‌میبررسی ‌ئاین ‌‌بهله ‌بهکمینه ‌تابعی ‌مشتق‌کردن ‌پیوسته ‌رو‌طور ‌تنکی ‌تحت‌یک‌محدودیت متغییر‌‌یپذیر

این‌خاصیت‌.‌له‌با‌قید‌تنکی‌استئایستایی‌یک‌شرط‌لازم‌بهینگی‌برای‌مس-Lدهیم‌که،‌در‌حالت‌کلی،‌‌نشان‌می.‌پردازد‌می

‌.در‌ادبیات‌موضوع‌تحت‌فرض‌لیپ‌شیتز‌بودن‌عملگر‌گرادیان‌اثبات‌شده‌است

 

‌.ایستاییL‐،‌ل‌با‌قید‌تُنُکی،‌بهینگیئسازی‌غیرخطی،‌مسا‌بهینه :های کلیدی واژه

‌

 مقدمه

  :گیریم‌سازی‌زیر‌را‌در‌نظر‌می‌مسئله‌بهینه

          
                
             

  

‌     علاوه،‌‌به.‌است‌nتر‌از‌‌یک‌عدد‌صحیح‌کوچک‌s>0پذیر‌است‌و‌‌طور‌پیوسته‌مشتق‌به‌       :fکه‌در‌آن

 :شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینکه‌ب استنرم‌صفر‌

                  

له‌کاربردهای‌مهمی‌در‌پردازش‌ئاین‌مس‌.است‌ های‌غیرصفر‌بردار‌‌لفهؤدر‌حقیقت‌بیانگر‌تعداد‌م‌ نرم‌صفر‌بردار‌

‌.‌‌[4]،‌[3]‌سیگنال‌و‌سنجش‌فشرده‌دارد

چنین‌تابع‌محدودیت‌نامحدب‌است‌‌هم.‌را‌نداریمهدف‌است‌که‌فرض‌محدب‌بودن‌روی‌تابع‌ضروری‌ذکر‌این‌نکته‌

بهینگی‌برای‌لازم‌شرط‌یک‌هدف‌ما‌در‌اینجا‌بررسی‌.‌سازد‌له‌را‌بسیار‌دشوار‌میئ،‌که‌این‌مسنیستپیوسته‌‌و‌لزوماً

 .است‌(P)له‌ئمس

ممکن‌است‌)پذیر‌‌طور‌پیوسته‌مشتق‌سازی‌که‌تابع‌هدف‌آنها‌به‌کمینهلازم‌بهینگی‌برای‌آن‌دسته‌از‌مسائل‌‌شرایط

‌نامحدب‌باشد های‌متنوعی‌‌ادبیات‌موضوع‌به‌کرّات‌بررسی‌شده‌است‌و‌روشو‌ناحیه‌شدنی‌آنها‌محدب‌است،‌در‌(‌

دهند،‌زیرا‌‌را‌پوشش‌نمی‌(P)له‌ئسازی‌کلاسیک،‌مس‌‌در‌بهینهموجود‌اما‌نتایج‌.‌ل‌وجود‌داردئگونه‌از‌مسا‌برای‌حل‌این
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هایی‌از‌شرایط‌‌نمونهبررسی‌به‌‌،در‌ادامه‌.نه‌پیوسته‌است‌و‌نه‌محدب‌کیتن‌محدودیتِتابع‌تعریف‌کننده‌‌مسئله‌در‌این

‌.1ایستایی-‌Lو‌9ای‌،‌که‌عبارتند‌از‌شدنی‌بودن‌پایهپردازیم‌می‌(P)لازم‌بهینگی‌برای‌مسئله‌

 :شرح‌هستیم‌دینمفهوم‌فوق،‌نیازمند‌معرفی‌نمادهایی‌ب‌دوبرای‌ارائه‌تعاریف‌

‌صورت‌به‌3گاه‌تکیه     برای‌بردار‌داده‌شده‌

  ( )           

‌صورت‌و‌متمم‌آن‌به‌‌

  ( )           

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌‌دین،‌باستتنک‌-sمتشکل‌از‌بردارهایی‌که‌حداکثر‌،‌‌  ۀ‌مجموع.‌شوند‌تعریف‌می

                  . 

صورت‌تعریف‌‌دیننشان‌داده‌و‌ب‌       با‌نماد را‌  ⊇ D بسته‌و‌ناتهی‌ روی‌یک‌مجموعه‌4عملگر‌تصویر‌متعامد

‌:کنیم‌می

            
   

        

‌.ها‌است‌کننده‌کمینهمجموعه‌‌ۀدهند‌نشان‌argminکه‌در‌آن‌نماد‌

 

 شرط لازم بهینگی

،‌شرایط‌‌از‌دیدگاه‌عملی.‌سازی‌دارند‌‌‌بهینه‌مسائل،‌عددی‌و‌کاربردی‌‌نظری‌‌بررسیشرایط‌بهینگی‌نقش‌مهمی‌در‌‌

‌روش ‌از ‌بسیاری ‌پایه ‌های‌حل‌عددی‌هستند‌بهینگی ‌مطالعه‌بدین. ‌در ‌اول ‌(P)‌‌ۀمسئل‌‌ترتیب‌قدم بررسی‌شرایط‌،

‌استبهینگی‌ ‌مشتق‌مسائلبرای‌. ‌شود‌پذیر‌نامقید ‌صفر ‌تابع‌هدف‌برابر ‌گرادیان ‌بهینگی‌این‌است‌که ‌شرط‌لازم ،‌.

‌‌‌  ‌بهینه‌‌‌برای‌نقطه‌(  )  ‌‌‌بنابراین‌طبیعی‌است‌که‌انتظار‌داشته‌باشیم‌یک‌شرط‌لازم‌مشابه‌روی‌مجموعه‌محمل

‌باشد‌برقرار‌(P)‌مسئله‌برای ‌برآورده‌سازد‌خطی‌‌‌ریزی‌گیری‌از‌اصطلاحات‌برنامه‌با‌الهام. ،‌‌،‌یک‌بردار‌که‌این‌ویژگی‌را

‌.شود‌نامیده‌میای‌شدنی‌‌پایهبردار‌

‌گوییم‌هرگاه‌ای‌شدنی‌‌پایه‌(P)‌مسئلهرا‌برای‌‌     بردار‌‌،[1] .1 تعریف

1)                    , 

2)                      0,       i   (  ). 

‌.از‌پایین‌کراندار‌است‌  روی‌‌(P)کنیم‌تابع‌هدف‌مسئله‌‌فرض‌میمقاله‌در‌سراسر‌این‌‌.1 فرض

‌.است‌(P)‌مسئلهای‌شدنی‌بودن‌یک‌شرط‌لازم‌بهینگی‌برای‌‌دهد‌پایه‌نشان‌می‌‌9ۀقضی‌

                                                           
1. Basic feasibility 

2. L-stationarity 

3. Support 
4. Orthogonal projection 
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‌باشد‌(P)‌مسئلهیک‌جواب‌بهینه‌برای‌‌  فرض‌کنید‌‌،[1. ]1ۀ قضی ‌‌آن. ‌پایه‌  گاه آن‌‌ای‌شدنی‌برای‌یک‌بردار

‌.است‌مسئله

‌مفهوم‌ ‌ادامه، ‌بررسی‌می-Lدر ‌مفهوم‌ایستایی‌برای‌‌ایستایی‌را ‌محدودیت‌محدب‌‌مسائلکنیم‌که‌توسیعی‌از با

‌.است

‌نامیم‌هرگاه‌می‌(P)‌مسئله.‌ایستا‌برای‌-Lرا‌یک‌نقطه‌‌     بردار‌‌،[1] .2 تعریف

        
  

 

 
       . 

‌.‌لزوما‌تک‌مقداری‌نیست‌   ).(ای‌نامحدب‌است،‌عملگر‌تصویر‌متعامد‌‌مجموعه‌  توجه‌کنید‌که‌چون‌

‌است؛‌یعنی‌   لیپ‌شیتز‌با‌ثابت‌‌  روی‌‌fگرادیان‌تابع‌هدف‌عملگر‌ .2فرض

       ‌:                            

‌    ایستا،‌با‌-L،‌یک‌بردار‌(P)هر‌جواب‌بهینه‌برای‌مسئله‌‌1تحت‌فرض‌شده‌است‌که‌نشان‌داده‌‌[9]‌در‌مرجع

‌.است

‌[1] .2ۀ قضی ‌کند‌صدق‌می‌1پذیر‌است‌و‌در‌فرض‌‌طور‌پیوسته‌مشتق‌تابعی‌به‌fفرض‌کنید‌، علاوه،‌فرض‌کنید‌‌به.

‌:گاه‌است‌آن‌(P)‌مسئلهیک‌جواب‌بهینه‌برای‌‌  و‌‌    

‌.استایستا‌-Lیک‌نقطه‌‌  (‌الف

     مجموعه‌(‌ب
  

 

 
‌.تک‌عضوی‌است‌       

استفاده‌شده‌است،‌در‌(‌لیپ‌شیتز‌بودن‌گرادیان)‌1ایستایی‌از‌فرض‌-Lبرای‌اثبات‌لازم‌بودن‌‌[9]‌اگر‌چه‌در‌مرجع

‌.است‌(P)مسئله‌برای‌نیز‌یک‌شرط‌لازم‌برای‌بهینگی‌‌1ایستایی‌بدون‌برقراری‌فرض‌-Lدهیم‌‌زیر‌نشان‌می‌ۀقضی

‌.‌استزیر‌نتیجه‌اصلی‌این‌مقاله‌‌ۀقضی

گاه‌‌باشد،‌آن‌(P)‌مسئلهیک‌جواب‌بهینه‌برای‌‌  اگر‌.‌پذیر‌باشد‌طور‌پیوسته‌مشتق‌تابعی‌به‌fفرض‌کنید‌‌.7ۀ قضی

L>0ای‌‌نقطه‌  که‌‌طوری‌ی‌وجود‌دارد‌بهL-است‌مسئلهایستا‌برای‌این‌.‌

‌باشد‌(P)‌مسئلهیک‌جواب‌بهینه‌برای‌‌  فرض‌کنید‌‌.برهان ‌ ‌به‌قضی. ‌9ۀ‌بنا ‌پایه‌  ، ای‌شدنی‌برای‌‌یک‌بردار

‌است‌(P)‌مسئله .‌ ‌‌       اگر ‌‌        داریم ‌لذا         و
  

 

 
       ‌‌ .‌L>0برای‌هر

‌داریم.‌       پس‌فرض‌کنید‌

            
     

 

 
       

 
  

  
    

                                 
  

  
                      

  
  

‌صورت‌‌را‌به‌   =dحال‌بردار‌

  :=  
  
    

            
  

                     
  
  

دو‌حالت‌داریم.‌کنیم‌تعریف‌می  
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‌اول ‌حالت .‌ ‌هر       برای
  ‌ ،  

   ‌ .‌ ‌به ‌توجه ‌‌     با ‌‌       و   داریم
‌هر‌‌    برای

      
‌:داریم‌L>0پس‌برای‌هر‌.‌  

       
 

 
       

 

      
    

                
 

 
          

 
           

                                
 

  
          

≥  
 

  
                

          =        
 

 
       

 

  

      وجود‌داشته‌باشد‌.‌حالت‌دوم‌
  که‌‌طوری‌به‌  

  ت‌در‌این‌صور.‌   
‌و‌لذا‌    ‌ 

   ≥         
    

‌:دهیم‌میقرار‌

θ         
           

     
      . 

≤   در‌نتیجه‌ 𝜃  ≤𝜃گیریم‌که‌‌‌را‌طوری‌در‌نظر‌می‌  حال‌.‌‌  
 

  
‌داریم.‌       

       
 

  
       =     

    
                 

  
 

  
          

 

                   

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌   

=    
        

    
                      

  
 

  
          

 

          

                                                     ≥    
    

علاوه،‌به  

       
 

  
         

 

  
        ≤ 𝜃     

  . 

 بنابراین

            
     

 

  
       ≤       

 

  
       , 

        و‌در‌نتیجه‌
  

 

  
‌□.‌‌‌‌ایستاست-  ای‌‌،‌نقطه  پس‌.‌       

به‌این‌معنی‌که‌هر‌نقطه‌.‌است،‌اما‌شرط‌کافی‌نیست‌(P)‌مسئلهشرط‌لازم‌بهینگی‌برای‌یک‌ایستایی‌-Lهر‌چند‌

L-ًتواند‌از‌جواب‌بهینه‌سراسری‌دور‌باشد‌و‌در‌حقیقت‌می‌نیستبهینه‌‌ایستا‌لزوما‌ ،‌این‌موضوع‌را‌1و‌‌9مثال‌‌دو.

‌.سازند‌روشن‌می
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     فرض‌کنید‌‌.1 مثال
  

 
 

  

 
و‌‌      ‌0=(،‌زیرا‌استایستا‌-Lای‌‌نقطه‌    در‌این‌صورت‌.‌s=1و‌‌

        ه‌در‌نتیج
  

 

 
دقت‌کنید‌که‌(.‌شکل‌زیر‌را‌ببینید)بهینه‌نیست‌‌    در‌حالی‌که‌،‌       

    .‌

     نمودار تابع  .1 شکل
  

 
 

  

 
 

‌.نیستایستایی‌شرط‌کافی‌برای‌بهینگی‌-L گیریم‌ولی‌باز‌هم‌‌تابع‌هدف‌را‌محدب‌در‌نظر‌می‌1در‌مثال

-Lای‌‌نقطه‌        در‌این‌صورت‌.‌s=1و‌‌                      فرض‌کنید‌‌.2 مثال

‌ست‌‌زیراا‌ایستا

   
 

 
        

 

 
  

 

 
 
   

 
   

    
 
 
   

     به‌قدر‌کافی‌بزرگ‌‌Lبرای‌
  

 

 
‌                    ،‌از‌طرفی‌          

‌.است‌ولی‌این‌نقطه،‌بهینه‌نیستایست-Lیک‌نقطه‌‌        که‌‌‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌یL>0بنابراین،‌

علاوه،‌‌به.‌دیمکرتر‌اثبات‌‌در‌این‌مقاله،‌یک‌شرط‌لازم‌بهینگی‌موجود‌در‌ادبیات‌موضوع‌را‌تحت‌یک‌فرض‌ضعیف

‌‌[6]،[5]،‌[1]‌با‌قید‌تنکی‌در‌مراجع‌مسائلتعدادی‌شرایط‌کافی‌بهینگی‌برای‌.‌نشان‌دادیم‌که‌این‌شرط‌کافی‌نیست

‌.‌شود‌دیده‌می

‌منابع

1. Beck A., Eldar Y.C., "Sparsity Constrained Nonlinear Optimization: Optimality Conditions 

and Algorithms", SIAM J. Optim., 23 (3) (2013) 1480-1509.  

2. Bucher M., Schwartz A., "Second-Order Optimality Conditions and Improved Convergence 

Results for Regularization Methods for Cardinality-Constrained Optimization Problems", J. 

Optim. Theory Appl., 178 (2018) 383-410. 

3. Donoho D. L., "Compressed sensing", IEEE Transactions on Information Theory, 52 (4), 

(2006) 1289-1306. 

4. Foucart S., Rauhut H., "A Mathematical Introduction to Compressive Sensing", Springer, NY 

(2013). 
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