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𝑹بیز و بیز سلسله مراتبی   -𝑬برآورد   = 𝑷(𝑿 > 𝒀) در توزیع وایبول 

 

 ایمان مخدوم  ،شهرام یعقوب زاده شهرستانی

 گروه آمار دانشگاه پیام نور، 

 

 31/03/99پذیرش                     18/06/97دریافت 

 

 چکیده 

مقاومت و تنش باشند، پارامتر قابلیت اعتماد آن یعنی    ةکنندبه ترتیب بیان 𝑌و   𝑋مقاومت، متغیرهای تصادفی -اگر در مدل تنش

𝑅 = 𝑃(𝑋 > 𝑌)ها برآورد  های ماکسیمم درستنمایی و بیز و همچنین فواصل اطمینان مختلف آن برای بسیاری از توزیع، به روش

های وایبول با پارامترهای شکل یکسان و اسکالر متفاوت  مستقل و دارای توزیع 𝑌و  𝑋شد. اما در این مقاله وقتی که متغیرهای تصادفی  

شود. سپس با استفاده ، تحت توابع زیان مربع خطا و آنتروپی به دست آورده می𝑅د بیز سلسله مراتبی و برآور  بیز   -𝐸باشند، برآورد  می

 شوند. مقایسه می 𝑅کارلو، این برآوردهای جدید با هم و با برآورد بیز  سازی مونتاز روش شبیه

 

سازی  شبیه  مقاومت،ـ    مراتبی، تابع زیان مربع خطا، تابع زیان آنتروپی، پارامتر تنشبیز، برآورد بیز سلسله    -𝐸توزیع وایبول، برآورد   های کلیدی:واژه

  .کارلومونت

 

 مقدمه ـ  1
ها، روش برآورد بیز های آماری ارائه شده است. یکی از این روشهای مختلفی برای برآورد پارامترهای توزیعاز دیر باز روش    

ها روی فضای پارامتر نقش مهمی در کاهش خطای برآوردگر پسین بیزی  تخاب معقول آنهای پیشین است که انمبتنی بر توزیع

شود.  دارد. گاهی اوقات وسیع بودن حوزه تغییرات پارامتر روی فضای پارامتر، باعث افزایش خطا و بزرگ شدن معیارهای مقایسه می

ی خاص روی ابر پارامترهای توزیع پیشین، نقش مهمی  بنابر این تعریف توزیع پیشین مناسب روی فضای پارامتر و اعمال شرایط

باشند. توزیع پیشین از این نوع برآوردگرها می  2و بیز سلسله مراتبی 1در کاهش معیارهای مقایسه دارد. برآوردهای بیز تجربی  

 

 مسئول: سندهینو      makhdoom@pnu.ac.ir 

 
1 Emperical Bayesian(E-Bayesian) estimation 
2 Hierarchical Bayesian Estimation 
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 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

( مورد بررسی بیشتری قرار  1977( معرفی شد و سپس توسط هان )1972بیزی سلسله مراتبی ابتدا توسط لیندلی و اسمیت )

تبی توسط و بیز سلسله مرا  بیز  -𝑬های برآورد و بیز سلسله مراتبی معرفی شد. اخیرا از روش   بیز  -𝑬های برآورد  گرفت و روش

ها عبارتند از: برآورد پارامتر توزیع نمایی و برآورد پارامتر نسبت توزیع برآورد استفاده شد که برخی از آن   ةچند نویسنده در نظری

  ةهای سانسور فزآیندبر اساس نمونه  12، برآورد پارامتر و تابع قابلیت اعتماد توزیع بور نوع    (2009,  2011دوجمله ای توسط هان )

(. همچنین کاربرد روش بیز سلسله  2012، برآورد پارامتر توزیع پاسکال توسط وانگ و چن )  (2011دوم توسط جاهین و اکاشا )نوع  

، اوسی  (2010، آندو و زلنر )  ( 2010، کرسی و تینگلی )  (2009ها توسط چند نویسنده مانند میچیز و ویکل )مراتبی در تحلیل داده

 ( نشان داده شد. 2011( و ریچارد )2011و دوکر )

𝑅مقاومت یعنی  -ورد پارامتر قابلیت اعتماد یا پارامتر تنشآبر      = 𝑃(𝑋 > 𝑌) دهد یکی  که کارایی یک سیستم را نشان می

طول عمر، قابلیت اطمینان مکانیکی یک سیستم، در مفاهیم    ةاز مسائل مهم استنباط آماری است که در علوم مختلفی مانند نطری

ی تصادفی  متغیرها 𝑌و  𝑋های هواپیما کاربرد دارد. وقتی که  ها، فرسودگی موتور موشک و فرسودگی سازهمهندسی مانند سازه

در توزیع نمایی دو متغیره   𝑅پرداخته اند. برآورد  𝑅باشند، نویسندگان بسیاری به برآورد پارامتر مستقل و دارای یک نوع توزیع می

توسط رکب    12، در توزیع بور نوع    (1990، در توزیع نرمال چند متغیره توسط گوپتا و گوپتا )  (1981توسط آواد و همکاران )

، در توزیع نمایی سه پارامتری توسط رکب و همکاران   (2005، در توزیع نمایی تعمیم یافته توسط کاندو و گوپتا )  ( 2005و کاندو )

های  ، در توزیع وایبول بر اساس نمونه   ( 2008باکلیزی )  های رکوردی توسط، در توزیع نمایی تعمیم یافته بر مبنای نمونه   (2008)

های سانسور فزآینده نوع دوم توسط  ، در توزیع نمایی بر اساس نمونه  (2011زاده و همکاران )نوع دوم توسط اصغر  سانسور فزآینده

،   (2012لیو و تسای )  های سانسور فزآینده نوع دوم توسطبر اساس نمونه   12، در توزیع بور نوع    (2012ساراکگلو و همکاران )

( مورد بررسی  2015توزیع لیندلی توانی توسط گیتانی و همکاران )( و در  2013موتایری و همکاران )ـ    در توزیع لیندلی توسط ال

 قرار گرفت.

بینی آب و هوا های مختلف علم مانند تحلیل بقا، مهندسی قابلیت اعتماد، پیشچون توزیع وایبول کاربردهای زیادی در حوزه     

شود. در این مقاله توزیع وایبول با پارامترهای  یهای مختلف توصیه مبه روش 𝑅دارد، برآورد پارامتر قابلیت اعتماد آن یعنی  

𝛼  و 𝛽 (𝑊(𝛼, 𝛽))  هایبا تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی به ترتیب به صورت   

𝑓(𝑥; 𝛼, 𝛽) = 𝛼𝛽𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥
𝛼
,    𝑥 > 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 (1)  

 
𝐹(𝑥; 𝛼, 𝛽) = 1 − 𝑒−𝛽𝑥

𝛼
,    𝑥 > 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0                                             (2)  

(  1977شود. با توجه به هان )به دست آورده می 𝑅و بیز سلسله مراتبی    بیز   -𝐸شود و سپس برآوردهای  در نظر گرفته می

 شوند.  ترتیب به صورت زیر تعریف میبیز و بیز سلسله مراتبی به ـ  𝐸برآورد 
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   914                                                                                                              بولی وا عیدر توز R=P(X>Y) یسلسله مراتب  زیو ب  زیب -Eبرآورد 

 

,𝜋(𝑏1و   𝜃ابر پارامترهایی در توزیع پیشین  𝑏2و   𝑏1فرض کنید    .1 تعریف 𝑏2)  توزیع توام پیشین(𝑏1, 𝑏2)   و برآورد بیز

𝜃  ،𝜃𝐵(𝑏1, 𝑏2) گاه برآورد  باشند، آن𝐸-  بیز  𝜃   که با نماد𝜃𝐸𝐵 شود و در حقیقت امید ریاضی برآورد بیز  نشان داده می𝜃 باشد  می

 به صورت  

𝜃̂𝐸𝐵 = Eπ(b1,b2)(𝜃̂𝐵(𝑏1, 𝑏2))  

        = ∫
Λ1
∫
Λ2
𝜃̂𝐵(𝑏1, 𝑏2)𝜋(𝑏1, 𝑏2)𝑑𝑏1𝑑𝑏2,    𝑏1 ∈ Λ1, 𝑏2 ∈ Λ2  

 آید.  به دست می 

گاه  باشد، آن 𝜆  ،𝜋′(𝜆)و توزیع پیشین ابر پارامتر  𝜃 ،𝜋(𝜃|𝜆)و توزیع پیشین   𝜃یک ابر پارامتر در پارامتر  𝜆اگر    . 2تعریف      

 شود.  به صورت زیر به دست آورده می 𝜃توزیع پیشین سلسله مراتبی  

𝜋′′(𝜃) = ∫
Λ

𝜋(𝜃|𝜆)𝜋′(𝜆)𝑑𝜆,    𝜆 ∈ Λ 

  

,𝑊(𝛼متغیرهای تصادفی مستقل و به ترتیب دارای توزیع های   𝑌و   𝑋در این مقاله در بخش دوم، وقتی که      𝛽1) و𝑊(𝛼, 𝛽2)  

𝑅و بیز سلسله مراتبی   بیز  -𝐸باشند، برآوردهای  می = 𝑃(𝑋 > 𝑌) شود.  تحت توابع زیان مربع خطا و آنتروپی به دست آورده می

 های پیشین به ترتیب پارامترهای مستقل از هم هستند و دارای توزیع 𝛽2و   𝛼  ،𝛽1شود همچنین در این بخش فرض می

𝜋1(𝛽1|𝑎1, 𝑏1) =
𝑏1
𝑎1

Γ(𝑎1)
𝛽
1
𝑎1−1𝑒−𝑏1𝛽1 ,    𝑎1 > 0, 𝑏1 > 0          (3)                   

𝜋2(𝛽2|𝑎2, 𝑏2) =
𝑏2
𝑎2

Γ(𝑎2)
𝛽
2
𝑎2−1𝑒−𝑏2𝛽2 ,    𝑎2 > 0, 𝑏2 > 0                             (4)  

𝜋3(𝛼|𝑎3, 𝑏3) =
𝑏3
𝑎3

Γ(𝑎3)
𝛼𝑎3−1𝑒−𝑏3𝛼,    𝛼, 𝑎3, 𝑏3 > 0                                               (5)  

,𝜋1(𝛽1|𝑎1شوند که  ( طوری در نظر گرفته می3)  ةدر رابط 𝑏1و   𝑎1،    ( 1977باشند. با توجه به هان )می 𝑏1)  نسبت به𝛽1 

  ةکاهشی باشد. پس با توجه به رابط 

𝑑𝜋1(𝛽1|𝑎1, 𝑏1)

𝑑𝛽
1

=
𝑏1
𝑎1𝛽

1
𝑎1−2𝑒𝑏1𝛽1

Γ(𝑎1)
((𝑎1 − 1) − 𝑏1𝛽1) 

𝑏1باید   > 0و   0 < 𝑎1 ≤ شود.  می 𝛽1باعث کاهش کارایی برآورد بیز  𝑏1( نشان داد که بزرگ بودن  1985باشد. برگر ) 1

0باید از بالا کراندار شده و به صورت  𝑏1بنابر این ابر پارامتر  < 𝑏1 < 𝑐1   که𝑐1   عددی ثابت است در نظر گرفته شود. هان

، 𝜋3(𝑏1)یعنی  𝑏1، توزیع یکنواخت است. بنابر این در این مقاله توزیع پیشین 𝑏1ترین توزیع پیشین ( نشان داد که مناسب2011)

,0) ةتوزیع یکنواخت پیوسته در باز 𝑐1) 0شود. همچنین با توجه به شرط در نظر گرفته می < 𝑎1 ≤ گرفتن  و با در نظر  1

𝑎1 =  ( به صورت 3) ة، رابط1

𝜋1(𝛽1|𝑏1) = 𝑏1𝑒
−𝑏1𝛽1 ,    𝑏1 > 0, 𝛽

1
> 0. (6 )  
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 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

توزیع یکنواخت 𝜋4(𝑏2)،یعنی    𝑏2 (، توزیع پیشین6)  ة( به رابط3تبدیل )  ةبا استدلالی مشابه استدلال نحو  . شودتبدیل می

,0) ةپیوسته در باز 𝑐2)   که𝑐2 شود. همچنین با فرض  عددی ثابت است در نظر گرفته می𝑎2 =  ( به صورت 4) ة، رابط1

𝜋2(𝛽2|𝑏2) = 𝑏2𝑒
−𝑏2𝛽2 ,    𝑏2 > 0, 𝛽

2
> 0. (7)  

 شود.  ( به صورت زیر تبدیل می7) ة(، رابط6) ة( به رابط3) ةتبدیل رابط ةشود. با استدلالی مشابه استدلال نحوتبدیل می 

𝜋7(𝛼|𝑏3) = 𝑏3𝑒
−𝑏3𝛼  (8)  

شوند. بخش  با هم مقایسه می 𝑅بیز و بیز سلسله مراتبی   -𝐸کارلو برآوردهای بیز و  سازی مونت در بخش سوم به کمک شبیه     

 آخر هم به نتایج مقاله اختصاص داده شده است.  

  𝐑بیز و بیز سلسله مراتبی   -𝐄برآوردهای   ـ 2

,W(αمتغیرهای تصادفی مستقل و به ترتیب دارای توزیع های  Yو   Xفرض کنید   β1)   وW(α, β2)   هستند. در این بخش

Rبیز و بیز سلسله مراتبی   -Eبرآوردهای   = P(X > 𝑌)  تحت توابع زیان مربع خطا و آنتروپی که به ترتیب به صورت 

L(θ̂, θ) = (θ̂ − θ)2 

L(θ̂, θ) ∝ (
θ̂

θ
)

k

− k(
θ̂

θ
) − 1,    k ≠ 0. 

 شود.  شوند به دست آورده میتعریف می

 

 تحت تابع زیان مربع خطا  𝐑بیز و بیز سلسله مراتبی   -𝐄برآوردهای  ـ 2.1

,X1کنید نمونه تصادفی    فرض      ⋯ , Xn  از توزیعW(α, β1)   و نمونه تصادفیY1, ⋯ , Yn  از توزیعW(α, β2)   در نظر

 ( و تابع درستنمایی  8( تا )6گرفته شوند. با توجه به روابط )

L(β1, β2|Z) ∝ α
2n(β1β2)

n [∏

n

i=1

(xiyi)]

α−1

 

× e−[β1(b1+∑
n
i=1 xi

α)+β2(b2+∑
n
i=1 yi

α)−b3α] 

 شود.  به صورت زیر به دست آورده می β2و   α  ،β1توزیع پسین توام  

π(α, β1, β2|Z) =
α2n(β1β2)

n[∏ni=1 (xiyi)]
α−1

e−C1β1−C2β2−b3α

(n!)2 ∫
∞

0

α2n[∏ni=1 (xiyi)]
α−1

e−b3α

(C1C2)
n+1 dα

 (9)  

Zکه در آن  = (X1,⋯ , Xn, Y1, ⋯ , Yn)  ،C1 = b1 + ∑
n
i=1 Xi

α   وC2 = b2 + ∑
n
i=1 Yi

α باشند.  می 
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   916                                                                                                              بولی وا عیدر توز R=P(X>Y) یسلسله مراتب  زیو ب  زیب -Eبرآورد 

 

 تحت تابع زیان مربع خطا به صورت زیر است.  R(، برآورد بیز  1برای توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال )  .1  ةقضی

R̂BS(b1, b2) =
1

n!
∑nj=0 ∑

j
k=0

(−1)n−jΓ(2n−j+k+2)

(n−j)!k!
g(j, k) (10) 

,g(jکه در آن  k) باشد.  به صورت زیر می 

g(j, k) =

∫
∞

0

α2n[∏n
i=1 (xiyi)]

α−1e−b3α

C1
j−k
C2
2n−j+k+2 dα

∫
∞

0

α2n[∏n
i=1 (xiyi)]

α−1e−b3α

(C1C2)
n+1 dα

 

  

R(، برآورد بیز  9) ةبا توجه به رابط .برهان =
β2

β1+β2
 شود. تحت تابع زیان مربع خطا به صورت زیر به دست آورده می 

R̂BS(b1, b2) = ∫
∞

0

∫
∞

0

∫
∞

0

β
2

β
1
+ β

2

π(α, β
1
, β
2
|Z)dαdβ

1
dβ

2
 

= ∫
∞

0
α2n [∏

n

i=1

(xiyi)]

α−1

e−b3α (∫
∞

0

∫
∞

0

β
1
nβ

2
n+1

β
1
+ β

2

e−C1β1−C2β2dβ
1
dβ

2
) dα 

uبه کمک تغییر متغیر  = β1 + β2   :داریم 

 

I1 = ∫
∞

0

β
1
n

β
1
+ β

2

e−C1β1dβ
1
= eC1β2∫

∞

β2

(u − β
2
)n

u
e−C1udu 

= eC1β2∑

n

j=0

n
j
(−β

2
)n−j∫

∞

β2

uj−1e−C1udu 

∫  ةبا توجه به رابط 
∞

λt
un−1e−udu = n!∑n=0

e−λt(λt)k

k!
 داریم:   

∫
∞

β2

uj−1e−C1udu = j! e−C1β2∑

j

k=0

β
2
k

C1
j−k
k!

 

 بنابر این داریم:   

I1 = n!∑

n

j=0

∑

j

k=0

(−1)n−jβ
2
n−j+k

C1
j−k
k! (n − j)!
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,R̂BS(b1اکنون   b2)   برابر است با 

R̂BS(b1, b2) =
∫
∞

0
α2n[∏n

i=1 (xiyi)]
α−1

e−b3α(∫
∞

0
β
2
n+1I1e

−C2β2dβ
2
)dα

(n!)2 ∫
∞

0

α2n[∏n
i=1 (xiyi)]

α−1
e−b3α

(C1C2)
n+1

 

=
1
n!
∑

n

j=0

∑

j

k=0

(−1)n−jΓ(2n − j + k + 2)

(n − j)! k!
g(j, k) 

  

vj,k(α)  با فرض = (
C1

C2
)
n−j+k+1

 و  

w(α) = ln [
α2n[∏n

i=1 (xiyi)]
α−1e−b3α

(C1C2)
n+1

] 

 g(j, k) شود.  به صورت زیر بازنویسی می 

g(j, k) =
∫
∞

0
vj,k(α)ew(α)dα

∫
∞

0
ew(α)dα

 

,g(j،    (1980اکنون با استفاده از روش تقریب لیندلی ) k) (1980کنیم. به طور کلی بر اساس روش تقریب لیندلی )را محاسبه می  

 ، مقدار نسبت دو انتگرال به صورت 

∫
∞
0 h(λ)e

F(λ)dλ

∫
∞

0
eF(λ)dλ

 

h(λ̂)برابر   +
1

2
h11(λ̂)δ11(λ̂) + v1(λ̂)h1(λ̂) +

1

2
F3(λ̂)h1(λ̂)(δ11(λ̂))

آن  می 2 در  که  برآورد  λ̂باشد 

λ  ،v(λ)ماکسیمم درستنمایی   = F(λ) − L(λ)  ،L(λ)  لگاریتم درستنماییλ   و 

 h1(λ) =
dh(λ)

dλ
,    h11(λ) =

d2h(λ)

dλ2
,    v1(λ) =

dv(λ)

dλ
,    F3(λ) =

d3F(λ)

dλ3
 

 δ11(λ̂) = (−
d2F(λ)

dλ2
)
−1

 

 ( داریم  1980هستند. بنابر این به کمک روش تقریب لیندلی ) 

g(j, k) = (vj,k(α̂) +
1

2
h11
j,k
(α̂)δ11(α̂) +

1

2
w3(α̂)(δ11(α̂))

2h1
j,k
(α̂)) 

  

 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                             6 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2835-fa.html


   918                                                                                                              بولی وا عیدر توز R=P(X>Y) یسلسله مراتب  زیو ب  زیب -Eبرآورد 

 

   ةو جواب معادل αبرآورد ماکسیمم درستنمایی   α̂که در آن 

2n
α
+∑

n

i=1

log(xiyi) −
n∑ni=1 xi

αlogxi

b1 + ∑
n
i=1 xi

α −
n∑ni=1 yi

αlog
i

b2 + ∑
n
i=1 yi

α
= 0 

 آید و همچنین داریم رافسون به دست می-باشد که به روش تکراری نیوتنمی 

 

 h1
j,k
(α) =

dvj,k(α)

dα
,    δ11(α) = (−

d2w(α)

dα2
)
−1

,    w3(α) =
d3w(α)

dα3
 

h11
j,k
(α) =

d2vj,k(α)

dα2
 

 این  بربنا 

h1
j,k
(α̂) = (n − j + k + 1)C1

n−j+k
C2
j−n−k−1

∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

+(j − n − k − 1)C1
n−j+k+1

C2
j−n−k−2

∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
 

  

δ11(α̂) = [
2n

α̂
2 + (n + 1)∑

n

i=1

(xi
α̂lnxi + yi

α̂lny
i
)]

−1

 

  

w3(α̂) =
4n

α̂
3 +∑

n

i=1

[xi
α̂(lnxi)

2 + y
i
α̂(lny

i
)2] 

  

h11
j,k
(α̂) = (n − j + k + 1)(n − j + k)Ĉ1

n−j+k−1
Ĉ2

j−n−k−1
(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)

2

 

+2(n − j + k + 1)(j − n − k − 1)Ĉ1
n−j+k

Ĉ2
j−n−k−2

(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
) 

+(n − j + k + 1)Ĉ1
n−j+k

Ĉ2
j−n−k−1

∑

n

i=1

xi
α̂(lnxi)

2 

+(j − n − k − 1)(j − n − k − 2)Ĉ2
j−n−k−3

Ĉ1
n−j+k+1

(∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
)

2
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+(j − n − k − 1)Ĉ1
n−j+k+1

Ĉ2
j−n−k−2

∑

n

i=1

y
i
α̂(lny

i
)2 

Ĉ1آیند که البته به دست می = b1 + ∑
n
i=1 Xi

α̂   وĈ2 = b2 + ∑
n
i=1 Yi

α̂ باشند. فرض کنید  می 

Km(c1) =
1

m
(c1 +∑

n

i=1

xiα̂)

m

− (∑

n

i=1

xiα̂)

m

 

Km(c2) =
1

m
(c2 +∑

n

i=1

yiα̂)

m

− (∑

n

i=1

yiα̂)

m

 

   گاه داریمباشند، آن

Vj,k = ∫
c1

0

∫
c2

0

vj,k(α̂)db1db2 = K(n−j+k+2)(c1)K
(j−n−k)(c2) 

  

H1
j,k
= ∫

c1

0

∫
c2

0

h1
j,k
(α̂)db1db2 = (n − j + k + 1)K(n−j+k+1)(c1)K

(j−n−k)(c2)∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

+(j − n − k − 1)K(n−j+k+2)(c1)K
(j−n−k−1)(c2)∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
 

  

H11
j,k
= ∫

c1

0

∫
c2

0

h11
j,k
(α̂)db1db2 

= (n − j + k + 1)(n − j + k)K(n−j+k)(c1)K
(j−n−k)(c2)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)

2

 

+2(n − j + k + 1)(j − n − k − 1)K(n−j+k+1)(c1)K
(j−n−k−1)(c2)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
) 

+(n − j + k + 1)K(n−j+k+1)(c1)K
(j−n−k)(c2)∑

n

i=1

xi
α̂(lnxi)

2 

+(j − n − k − 1)(j − n − k − 2)K(j−n−k−2)(c2)K
(n−j+k+2)(c1)(∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
)

2

 

+(j − n − k − 1)K(n−j+k+2)(c1)K
(j−n−k−1)(c2)∑

n

i=1

y
i
α̂(lny

i
)2 
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 شود.  زیر به دست آورده می ة، نتیج2 ظ( و قضی1بنابر این با استفاده از تعریف )

 ، تحت تابع زیان مربع خطا به صورت زیر است. R  بیز -E(، برآورد  1برای توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال ) .1فرع  

 R̂EBS =
1

n!c1c2
∑nj=0 ∑

j
k=0

(−1)n−jΓ(2n−j+k+2)(Vj,k+
1

2
H11
j,k
δ11+

1

2
w3δ11

2 H1
j,k
)

(n−j)!k!
 

  

به   α(، توزیع پیشین سلسله مراتبی  2شود. با توجه به تعریف )به دست آورده می Rاکنون در ادامه، برآورد بیز سلسله مراتبی 

 صورت  

π8(α) =
1 − c3αe

−c3α − e−c3α

c3α
2

 

βو   α  ،β1توزیع توام پسین سلسله مراتبی  ،آید که در نتیجهبه دست می
2

 برابر است با  

π∗∗(α, β
1
, β
2
|Z) =

α2n(∏n
i=1 xiyi)

α−1
(β
1
β
2
)ne−(β1∑

n
i=1 xi

α+β2∑
n
i=1 yi

α)

∫
∞

0
α2n(∏n

i=1 xiyi)
α−1

Kn(c1)K
n(c2)π8(α)dα

 

× π5(β1)π6(β2)π8(α) 

 این با فرض  بربنا

S(c1, c2) =
(n − 2)!

c1c2
∑

n−2

j=0

∑

j

k=0

(−1)n−jΓ(2n − 2j + k − 2)(∑ni=1 xi
α)k

(K(2n−2j+k−3)(c2))
−1k! (n − 2 − j)!

 

−
(n − 2)!

c1c2
∑

n−2

j=0

∑

j

k=0

(−1)n−jΓ(2n − 2j + k − 2)(c1 + ∑
n
i=1 xi

α)k

(K(2n−2j+k−3)(c2))
−1k! (n − 2 − j)!

 

−
(n − 1)!

c1c2
∑

n−1

j=0

∑

j

k=0

(−1)n−1−jΓ(2n − 2j + k − 1)(c1 +∑
n
i=1 xi

α)k

k! (n − 1 − j)! (K(2n−2j+k−3)(c2))
−1

 

 داریم 

 ، تحت تابع زیان مربع خطا به صورت زیر است. R(، برآورد بیز سلسله مراتبی 1برای توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال )  .2فرع  

R̂HBS =
∫
∞

0
α2n(∏n

i=1 xiyi)
α−1

S(c1, c2)π8(α)dα

∫
∞

0
α2n(∏n

i=1 xiyi)
α−1

Kn(c1)K
n(c2)π8(α)dα
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 پی تحت تابع زیان آنترو 𝐑و بیز سلسله مراتبی   بیز -𝐄برآوردهای   2.2

,W(αهای  فرض کنید توزیع β1)   وW(α, β2)   مستقل از هم بوده وX1, ⋯ , Xn   یک نمونه تصادفی از توزیعW(α, β1)  

,Y1و   ⋯ , Yn  یک نمونه تصادفی از توزیعW(α, β2)   ،باشند. همچنین در این بخش بدون از دست دادن کلیت مسئلهβ1 < β2 

,Γ(sشود. بنابر این با فرض در نظر گرفته می t) = ∫
t

0
us−1e−udu   و 

M(α) =∑

∞

j=0

k
j

Γ(n − j + 1)Γ(n + j, Ĉ1β2)

Ĉ1
n+j+1

Ĉ2
n−j+1

 

,R̂BG(b1، تحت تابع زیان آنتروپی که با نماد  Rبرآورد بیز  b2) آید.  شود به صورت زیر به دست مینشان داده می 

 ، تحت تابع زیان آنتروپی برابر است با  R(، برآورد بیز  1برای توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال ) .2  ةقضی

R̂BG(b1, b2) = {
∫
∞

0
α2n(∏ni=1 xiyi)

α−1
M(α)e−b3αdα

∫
∞

0

α2n[∏ni=1 (xiyi)]
α−1

e−b3α

(C1C2)
n+1 dα

}

−
1

k

 (11)  

 .   برهان

R̂BG(b1, b2) = [E(R
−k|Z)]

−
1
k 

= {∫
∞

0
∫

∞

0
∫
β2

0
(
β
1
+ β

2

β
2

)

k

π(α, β
1
, β
2
|Z)dαdβ

1
dβ

2
}

−
1

k

 

  ةتوجه به رابطبا 

(
β
1
+ β

2

β
2

)

k

= (1 +
β
1

β
2

)

k

=∑

∞

j=0

k
j
(
β
1

β
2

)

j

 

 داریم 

∫
β2

0
∫
∞

0

(
β
1
+ β

2

β
2

)

k

(β
1
β
2
)ne−C1β1−C2β2dβ

1
dβ

2
 

=∑

∞

j=0

k
j

Γ(n − j + 1)Γ(n + j + 1, C1β2)

C1
n+j+1

C2
n−j+1 = M(α) 
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,R̂BG(b1بنابر این   b2)   .به صورت زیر است 

R̂BG(b1, b2) =

{
 
 

 
 
∫
∞

0
α2n(∏n

i=1 xiyi)
α−1

M(α)e−b3αdα

∫
∞

0

α2n[∏n
i=1 (xiyi)]

α−1
e−b3α

(C1C2)n+1
dα

}
 
 

 
 
−
1
k

 

  

,R̂BG(b1  ةون محاسبچ b2) ( آن را به دست می1980به روش معمول امکان پذیر نیست به روش تقریب لیندلی )  آوریم. بنابر

 های  این با فرض

h(α) = (C1C2)
n+1M(α) =∑

∞

j=0

(
k
j
) Γ(n + j + 1, C1β2)Γ(n − j + 1) (

C2
C1
)
j

 

w(α) = ln [
α2n[∏n

i=1 (xiyi)]
α−1e−b3α

(C1C2)
n+1

] 

,R̂BG(b1( به صورت 11) ةرابط b2) = {
∫
∞

0
h(α)ew(α)dα

∫
∞

0
ew(α)dα

}
−
1

k

(  1980شود که به کمک روش تقریب لیندلی )بازنویسی می 

 :داریم

R̂BG(b1, b2) = (h(α̂) +
1

2
h11(α̂)δ11(α̂) +

1

2
w3(α̂)(δ11(α̂))

2h1(α̂))
−
1

k (12) 

h1(α)که در آن  =
dh(α)

dα
h11(α)و    =

d2h(α)

dα2
   ،هستند. بنابر این داریم 

h1(α̂) =∑

∞

j=0

(
k

j
) Γ(n − j + 1)S1(α̂, j) 

 که   به طوری 

S1(α̂, j) = jĈ2
j−1
Ĉ1

−j
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)∑

n

i=1

yi
α̂lnyi 

−jĈ1
j−1
Ĉ2

j
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

+β2
n+j+1

Ĉ1
n
Ĉ2

j
e−Ĉ1β2∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                            11 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2835-fa.html


 923                                                   1400، زمستان  4، شماره  7جلد                                          های ریاضی    پژوهش 
 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 است و 

h11(α̂) =∑

4

i=2

∑

∞

j=0

k
j
Γ(n − j + 1)Si(α̂, j) 

 باشد به طوری که  می

S2(α̂, j) = j(j − 1)Ĉ2
j−2
Ĉ1

−j
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)(∑

n

i=1

y
i
α̂lny

i
)

2

 

−j2Ĉ2
j−1
Ĉ1

−j−1
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2) (∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+jβ2
n+j+1

Ĉ1
n
Ĉ2

j−1
e−Ĉ1β2 (∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+jĈ2
j−1
Ĉ1

−j
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)∑

n

i=1

yi
α̂(lnyi)

2 

S3(α̂, j) = −j(j − 1)Ĉ1
j−2
Ĉ2

j
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)

2

 

−j2Ĉ1
j−1
Ĉ2

j−1
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+β2
n+j+1

Ĉ1
n+2j−1

Ĉ2
j
e−Ĉ1β2∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

−jĈ1
j−1
Ĉ2

j
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)∑

n

i=1

xi
α̂(lnxi)

2 

S4(α̂, j) = nβ2
n+j+1

Ĉ1
n−1

Ĉ2
j
e−Ĉ1β2 (∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)

2

 

+jβ2
n+j+1

Ĉ1
n
Ĉ2

j−1
e−Ĉ1β2 (∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+β2
n+j+2

Ĉ1
n
Ĉ2

j
e−Ĉ1β2∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

+β2
n+j+1

Ĉ1
n
Ĉ2

j
e−Ĉ1β2∑

n

i=1

xi
α̂(lnxi)

2 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                            12 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2835-fa.html


   924                                                                                                              بولی وا عیدر توز R=P(X>Y) یسلسله مراتب  زیو ب  زیب -Eبرآورد 

 

 های به دست آورده شدند. با فرض 1.2نیز قبلا در بخش  δ11(α)و   w3(α)باشند.  می

S(r) = ∫
c1

0

Ĉ1
r
Γ(n + j + 1, Ĉ1β2)db1,    SS(r) = ∫

c1

0

Ĉ1
r
e−Ĉ1β2db1 

  :داریم

H(α̂) =
1

c1c2
∫
c1

0

∫
c2

0

h(α̂)db2db1 =
1

c1c2
∑

∞

j=0

k! (n − j)! Kj(c2)S(−j)

j! (k − j)!
 

  

H1(α̂) =
1

c1c2
∫
c1

0

∫
c2

0

h1(α̂)db2db1 =
1

c1c2
∑

∞

j=0

k! (n − j)!

j! (k − j)!
{jKj−1(c2)S(−j)∑

n

i=1

yi
α̂lnyi 

−n! jKj(c2)S(j)∑

n

i=1

xi
α̂lnxi + β2

j
Kj(c2)∑

n

i=1

xi
α̂lnxi} 

H11(α̂) =
1

c1c2
∫
c1

0

∫
c2

0

h11(α̂)db1db2 =
1

c1c2
∑

4

i=2

∑

∞

j=0

(
k
j
) Γ(n − j + 1)SSi(α̂, j) 

 به طوری که 

SS2(α̂, j) = ∫
c1

0

∫
c2

0

S2(α̂, j)db2db1 

= j(j − 1)Kj−2(c2)S(−j) (∑

n

i=1

yi
α̂lnyi)

2

 

−j2Kj−1(c2)S(−j − 1)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+jβ2
n+j+1

Kj−1(c2)SS(n)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+jKj−1(c2)S(−j)∑

n

i=1

yi
α̂(lnyi)

2 

SS3(α̂, j) = ∫
c1

0

∫
c2

0

S3(α̂, j)db2db1 

= −j(j − 1)Kj(c2)S(j − 2)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)

2

 

−j2Kj−1(c2)S(j − 1)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 
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+β2
n+j+1

Kj(c2)SS(n + 2j − 1)∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

−jKj(c2)S(j − 1)∑

n

i=1

xi
α̂(lnxi)

2 

SS4(α̂, j) = ∫
c1

0

∫
c2

0

S4(α̂, j)db2db1 

= nβ2
n+j+1

Kj(c2)SS(n − 1)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)

2

 

+jβ2
n+j+1

Kj−1(c2)SS(n)(∑

n

i=1

xi
α̂lnxi)(∑

n

i=1

yi
α̂lnyi) 

+β2
n+j+2

Kj(c2)SS(n)∑

n

i=1

xi
α̂lnxi 

+β2
n+j+1

Kj(c2)SS(n)∑

n

i=1

xi
α̂(lnxi)

2 

 باشند.  می

k، تحت تابع زیان آنتروپی )در حالت  R بیز  -E(، برآورد  1برای توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال )  .3فرع   = ( به صورت  1−

  :زیر است

R̂EBG = (H(α̂) +
1

2
H11(α̂)δ11(α̂) +

1

2
w3(α̂)(δ11(α̂))

2H1(α̂)) 

,π∗∗(αیعنی   β2و   α  ،β1با توجه به توزیع توام پسین سلسله مراتبی  β1, β2|Z) برآورد بیز سلسله مراتبی ،R  تحت تابع ،

 شود.  زیان آنتروپی به صورت زیر به دست آورده می

 ، تحت تابع زیان آنتروپی به صورت زیر است. R(، برآورد بیز سلسله مراتبی 1برای توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال )  .  4فرع  

R̂HBG = (E(R
−k|Z))

−
1
k 

=

{
 

 ∫
∞
0 ∫

∞
0 ∫

∞
0 (
β1 + β2
β2

)
k

π∗∗(α, β1, β2|Z)dαdβ1dβ2

∫
∞

0
α2n(∏n

i=1 xiyi)
α−1Kn(c1)K

n(c2)π8(α)dα
}
 

 
−
1
k

 

= {
∫
∞
0 α

2n[∏n
i=1 (xiyi)]

α−1e−b3απ8(α)T(α)dα

∫
∞

0
α2n(∏n

i=1 xiyi)
α−1Kn(c1)K

n(c2)π8(α)dα
}

−
1
k
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 که در آن داریم  

T(α) =∑

∞

j=0

k
j
Kn+j(c1)K

n−j(c2) 

      

 سازیشبیه  ةمطالع  ـ 3

,W(αهای  در این بخش از توزیع β1)   وW(α, β2)کنیم. سپس به مقایسه های متفاوت تولید میهای تصادفی با حجم، نمونه

 . سازی به صورت زیر استپردازیم. الگوی شبیه می Rو بیز سلسله مراتبی  بیز -Eهای بیز،  روش

 کنیم.  های متفاوت تولید میهای تصادفی با حجمواخت استاندارد، نمونه ن( از توزیع یک1)

Xگـاه بـه کمـک رابطـه  توزیع یکنواخت اسـتاندارد دارد، آن  U( فرض کنید  2) = [−
1

β
log(1 − U)]

1

αهـای ، از توزیع

W(α, β1)   وW(α, β2)  به ازای(α, β1, β2)   و (2/5,3,2/5)،  (2,2,3)،  (1,1,2)با مقادیر 

 کنیم.  های متفاوت تولید میهای تصادفی با حجم، نمونه (0/5,0/5,1/5)

c1های تصادفی تولید شده در مرحله دوم و به ازای ( به کمک نمونه 3) = 3, c2 = c3 = kو   5 = ، برآوردهای بیز،  1−

E- و بیز سلسله مراتبی  بیزR وریم.  آرا به دست می 

سازی وریم. نتایج شبیهآها به دست میبرآوردگرها و مجموع مربعات خطای آنبار تکرار نموده و میانگین    1000اول تا سوم را    مراحل    

ها، نشان دهنده آن است که تحت آورده شده است. نتایج این جدول  2و    1های  در هرحالت در جدول R(Rreal)و مقدار واقعی  

تابع زیان آنتروپی، برآورد بیز از برآوردهای بیز و تحت    بیز  -Eتابع زیان مربع خطا، برآورد بیز سلسله مراتبی از برآوردهای بیز و 

,α)باشد. برای مثال به ازای بهتر می  بیز  -Eسلسله مراتبی و  β1, β2) = ، میانگین مربع خطای برآورد 4در جدول   (1,2,2)

nبرای  Rبیز سلسله مراتبی  = 10,⋯ کننده  تر است که بیانکوچک  R بیز  -Eاز میانگین مربع خطای برآوردهای بیز و   50,

nبرای   Rمیانگین مربع خطای برآورد بیز   4بهتر بودن برآورد بیز سلسله مراتبی است. اما در جدول   = 10,⋯ از میانگین  50,

 باشد. بهتر بودن برآورد بیز می کنندهتر است که بیانکوچک R  بیز -Eمربع خطای برآوردهای بیز سلسله مراتبی و  

توان استفاده کرد. بنابر  تحت تابع زیان مربع خطا، از واریانس توزیع پسین نیز می Rهای برآورد همچنین برای مقایسه روش  

RMبار تکرار شود و  Tسازی این اگر روش شبیه 
(t)   برآوردR  های بیز به روش(M = 1)  ،E-  بیز (M =  و بیز سلسله مراتبی  (2

(M = Mگاه برای  ام باشد، آن tدر مرحله  (3 =  داریم   1,2,3

Ê(RM|data) =
1

T
∑

T

t=1

RM
(t)
,    V̂ar(R|data) =

1

T
∑

T

t=1

(RM
(t)
− Ê(RM|data))

2
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توان استفاده کرد. با فرض  ، تحت تابع زیان آنتروپی، از ریسک پسین برآوردگرها نیز میRهای برآورد  برای مقایسه روش     

θ = (α, β1, β2)   وLM
(t)
= L(θ, RM

(t)
Mبرای  R، ریسک برآوردگر ( =   به صورت 1,2,3

 RM(θ) = E(LM
(t)
|θ) =

1

T
∑Tt=1 LM

(t)
 

 محاسبه شده و با فرض   

 θ1 = (1,1,2), θ2 = (2,2,3), θ3 = (2/5,3,2/5), θ4 = (0/5,0/5,1/5) 

 آید.  ریسک بیز پسین برآوردگرها نیز به صورت زیر به دست می 

 rM = E(RM(θ)|data) =
1

4
∑4i=1 RM(θi) 

 سازی شده تحت تابع زیان مربع خطاهای شبیه برای داده 𝐑:  میانگین برآوردهای  1جدول 

 

 

 

 

 

 

 
 

α = 1 𝛽1 = 2 β2 = 2 Rreal = 0/5 

n R̂BS R̂EBS R̂HBS 

10 0/6012(0/1254) 0/6914(0/1564) 0/5876(0/1012) 
20 0/6004(0/1117) 0/6754(0/1412) 0/5567(0/0987) 
30 0/5876(0/1097) 0/6254(0/1265) 0/5214(0/0897) 
40 0/5565(0/0997) 0/5889(0/1118) 0/5191(0/0712) 
50 0/5209(0/0876) 0/5343(0/1088) 0/4997(0/0549) 

α = 2 β1 = 2 β2 = 3 Rreal = 0/6 

n R̂BS R̂EBS R̂HBS 

10 0/7151(0/2215) 0/7654(0/3217) 0/7091(0/2077) 
20 0/7113(0/2176) 0/7566(0/3141) 0/6897(0/1987) 
30 0/7015(0/2011) 0/7519(0/3092) 0/6679(0/1707) 
40 0/68(0/1917) 0/7349(0/2897) 0/6512(0/1560) 
50 0/6691(0/1888) 0/7188(0/2675) 0/6226(0/1278) 

α = 2/5 β1 = 3 β2 = 2/5 Rreal = 0/454 

n R̂BS R̂EBS R̂HBS 

10 0/5267(0/3560) 0/5613(0/4532) 0/4672(0/3203) 
20 0/5097(0/3211) 0/5322(0/4232) 0/4570(0/3067) 
30 0/4965(0/3176) 0/5247(0/3476) 0/4566(0/2896) 
40 0/4657(0/2987) 0/5054(0/3248) 0/4559(0/2553) 
50 0/4548(0/2589) 0/4678(0/3095) 0/4548(0/2415) 

α = 0/5 β1 = 0/5 β2 = 1/5 Rreal = 0/75 

n R̂BS R̂EBS R̂HBS 

10 0/7798(0/2745) 0/8514(0/3213) 0/7553(0/2514) 
20 0/7624(0/2613) 0/8123(0/3098) 0/7537(0/2434) 
30 0/7581(0/2576) 0/8087(0/2975) 0/7521(0/2402) 
40 0/7514(0/2456) 0/7816(0/2786) 0/7512(0/2298) 
50 0/7511(0/2388) 0/7512(0/2267) 0/7492(0/2087) 
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 سازی شده تحت تابع زیان آنتروپی های شبیه برای داده 𝐑: میانگین برآوردهای  2جدول 

    

 گیری نتیجه

متغیر های تصادفی مستقل و دارای توزیع وایبول با پارامتر شکل یکسان و پارامتر اسکالر متفاوت   Yو   Xدر این مقاله، وقتی که      

Rو بیز سلسله مراتبی   بیز  -Eهستند، برآوردهای   = P(X > 𝑌)  .تحت توابع زیان مربع خطا و آنتروپی به دست آورده شد ،

سازی بیانگر بهتر  مقایسه شدند. نتایج شبیه  Rبرآورد بیز   سازی مونت کارلو، این برآورردها با هم و با سپس به کمک روش شبیه

، تحت تابع زیان آنتروپی نسبت به سایر  R، تحت تابع زیان مربع خطا و بهتر بودن برآورد بیز Rبودن برآورد بیز سلسله مراتبی 

و بیز سلسله مراتبی،    بیز   -Eهای برآورد  های پیشنهادی یعنی روشهای برآورد است. همچنین در ارتباط با مقایسه روشروش

باشد. همچنین ، تحت توابع زیان مربع خطا و آنتروپی میبیز  -Eسازی بیانگر بهتر بودن برآورد بیز سلسله مراتبی از برآورد نتایج شبیه

ج مقایسه همین  های نمایی و رایلی را به کمک نتایدر توزیع Rو بیز سلسله مراتبی    بیز  -Eتوان نتایج مقایسه برآوردهای بیز، می

αهای  برآوردها در توزیع وایبول، به ترتیب در حالت = αو   1 =  به دست آورد.   2

α = 1  β1 = 2  β2 = 2  Rreal = 0/5 

n   R̂BG    R̂EBG    R̂HBG   

10 0/5722(0/2132) 0/6234(0/2789)  0/5955(0/3218)  

20  0/5687(0/2017) 0/6140(0/2675) 0/5876(0/3098) 

30  0/5455(0/1877) 0/5987(0/2488) 0/5677(0/2987) 

40  0/5395(0/1654) 0/5697(0/2218) 0/5466(0/2767) 

50  0/5119(0/11527) 0/53486(0/2120) 0/5297(0/2529) 

α = 2  β1 = 2  β2 = 3  Rreal = 0/6 

n   R̂BS   R̂EBS   R̂HBS 

10 0/6289(0/2071) 0/7721(0/3311) 0/7065(0/2216)  

20 0/6182(0/1972) 0/7654(0/3110) 0/6998(0/2012) 

30 0/6177(0/1812) 0/7411(0/2988) 0/6677(0/1919) 

40 0/6104(0/1577) 0/7211(0/2816) 0/6480(0/1871) 

50 0/6086(0/1345) 0/6987(0/2676) 0/62121(0/1710) 

α = 2.5  β1 = 3  β2 = 2/5  Rreal = 0/454 

n   R̂BS   R̂EBS   R̂HBS 

10 0/4571(0/2134) 0/4712(0/3097) 0/4611(0/2761)  

20 0/4562(0/2049) 0/4665(0/2987) 0/4602(0/2674) 

30 0/4560(0/2011) 0/4611(0/2747) 0/4598(0/2598) 

40 0/4558(0/1988) 0/4592(0/2577) 0/4579(0/2211) 

50 0/4555(0/1776) 0/4568(0/2456) 0/4559(0/2145) 

α = 0/5 β1 = 0/5 β2 = 1/5 Rreal = 0/75 

n   R̂BS   R̂EBS   R̂HBS 

10 0/7616(0/1987) 0/7961(0/2232) 0/8213(0/2513) 

20 0/7609(0/1822) 0/7876(0/2145) 0/8177(0/2487) 

30 0/7597(0/1786) 0/7712(0/2056) 0/8096(0/2244) 

40 0/7520(0/1711) 0/7622(0/1910) 0/7866(0/1924) 

50 0/7506(0/1214) 0/7622(0/1879) 0/7786(0/1786) 
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