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 های تابعی عملگرهای موضعی تعمیم یافته بین مدول

‌
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‌10/17/70پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌10/17/77دریافت‌‌‌

 چکیده
‌      و‌  تابعی‌باناخ‌منظم‌روی‌جبر‌یک     ‌دار،‌نرم‌فضای‌یک‌ ‌فشرده،‌هاسدورف‌فضای‌یک‌ ‌کنیم‌فرض

‌               جمعی‌‌در‌این‌مقاله‌پس‌از‌معرفی‌مفهوم‌موضعی‌بودن‌نگاشت‌.باشد‌      ‌از‌زیرفضایی

خاصی‌از‌زیرفضاهای‌‌را‌بین‌رده‌ها‌نوع‌نگاشت‌این‌کلی‌صورت‌،                 ‌جمعی‌های‌نگاشت‌نسبت‌به

‌.کنیم‌مدولی‌دارند،‌شناسایی‌می‌     که‌ساختار‌‌      از‌‌      

 

 .مقدار‌پیوسته‌توابع‌برداریتوابع‌مطلقاً‌پیوسته،‌شیتس،‌‌عملگر‌موضعی،‌نگاشت‌جداساز،‌توابع‌لیپ: های کلیدی واژه

 

 مقدمه

‌ ‌فشرده‌ فرض‌کنیم ‌هاسدورف ‌فضای ‌‌یک ‌‌    و ‌زیرفضاهای‌    و ‌ی ‌کهطوریبه‌باشند‌    از

هر‌‌و‌      ‌هر‌شود‌هرگاه‌برای‌نامیده‌می‌1موضعی ‌           عملگر‌خطی‌.‌‌          

وضوح‌‌به‌            هر‌عملگر‌موضعی‌.‌‌      نتیجه‌شود‌‌     از‌تساوی‌‌      

‌.‌       ‌‌شود‌نتیجه‌می‌     از‌‌        هر‌که‌برای‌‌به‌این‌معنیاست‌‌0جداسازی‌نگاشت

‌‌   مثال‌برای‌فضای‌هاسدورف‌فشرده‌عنوان‌به ‌تابع ‌‌      عملگر‌ضرب‌      و یک‌     بر

پذیر،‌نیز‌یک‌طور‌پیوسته‌مشتقمتشکل‌از‌توابع‌به‌          بر‌فضای‌عملگر‌مشتقچنین‌‌هم.‌عملگر‌موضعی‌است

‌است ‌موضعی ‌عملگر ‌اگر. ‌واقع ‌‌‌طوری‌              در ‌باشند ‌‌بر‌    گاه‌آن‌     که

بر‌این‌مجموعه‌‌    دهد‌این‌نیز‌نتیجه‌می.‌است‌      ‌ بازی‌از‌ۀکه‌زیرمجموع‌‌                  

‌.      و‌در‌نتیجه‌

تعریف‌و‌غیره‌و‌‌باناخ،‌جبرهای‌ ها‌شبکهمتابعی،‌ جداساز‌بین‌ساختارهای‌مختلفی‌نظیر‌فضاهای‌های‌عملگر

‌اند‌بررسی‌شده .‌ ‌نگاشت‌خطی ‌حالت‌کلی ‌     در ‌‌ ‌زیرفضاهای ‌‌Aبین ‌برداری‌‌Bو ‌پیوسته ‌توابع از

‌می ‌نامیده ‌جداساز ‌ب‌مقدار، ‌هرگاه ‌‌ایاز‌هشود ‌رابط‌     هر ‌شود‌‌               ‌ۀاز نتیجه

تعریف‌‌                      صورتبه‌      ،‌ ‌ای‌تابعکه‌بر‌،                 

‌.شودمی

‌

‌

                                                           
*
 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌sady@modares.ac.irنویسنده مسئول 

1. Local operator 

2. Separating  map 
3. Lattices  
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

‌است‌شده‌بررسی ‌]11 [جداساز‌روی‌فضای‌توابع‌پیوسته‌مختلط‌مقدار‌در‌عملگرهای له‌مشابهی‌ئسپس‌مس‌.

‌بین‌جبرهای‌باناخ‌ ‌]7[ ‌جایی‌در‌جابه‌1نظممبرای‌عملگرهای‌جداساز ‌است‌ ‌بررسی‌شده اغلب‌چنین‌عملگرهایی‌.

تر‌در‌‌برای‌نتایج‌بیش.‌دار‌روی‌تمام‌یا‌بخشی‌از‌فضاهای‌توپولوژیک‌زمینه‌دارندتوصیفی‌به‌شکل‌عملگر‌ترکیبی‌وزن

‌بهایی‌‌حالت‌برای‌رابطه‌این ‌و ‌دامنه ‌توابع‌پیوسته‌فضای‌‌،درکه ‌یا ‌اسکالر ‌یا ‌کلیبهبرداری‌مقدار ‌فضاهای‌‌طور زیر

و‌دیگران‌به‌بررسی‌‌،‌ویلنا]0[و‌‌]1[‌اخیر‌تدر‌مقالا.‌را‌ببینید‌]10[و‌‌]11[،‌‌]7[،‌‌]6[،‌‌] [‌ها‌هستندخاصی‌از‌آن

و‌جبر‌‌[0,1]ر‌بر‌‌پذی‌طور‌پیوسته‌مشتق‌جبر‌توابع‌بهروی‌‌“‌0های‌حافظ‌ضرب‌صفر‌نگاشت‌ ”به‌نام‌تری‌له‌کلیئمس

‌.پرداختند‌ لیپ‌شیتس

‌لزوماًنه‌)  ها‌را‌تعمیم‌داده‌و‌سپس‌به‌شناسایی‌این‌نوع‌عملگر(‌و‌جداساز)این‌مقاله‌ابتدا‌مفهوم‌عملگر‌موضعی‌در‌

‌که‌نسبت‌به‌یک‌‌بین‌رده‌(خطی ‌فضاهای‌تابعی‌برداری‌مقدار ساختار‌‌ جایی‌منظم‌‌باناخ‌جابه‌جبرهای‌خاصی‌از

به‌)های‌جداساز‌‌تعمیم‌نتایج‌شناخته‌شده‌قبلی‌در‌رابطه‌با‌عملگر‌از‌این‌رو‌نتایج‌ارائه‌شده،.‌پردازیم‌،‌میی‌دارندمدول

های‌جداساز‌بین‌فضاهای‌تابعی‌برداری‌مقدار‌با‌‌لازم‌به‌ذکر‌است‌در‌رابطه‌با‌نگاشت.‌است(‌ویژه‌عملگرهای‌موضعی

فضای‌توابع‌برداری‌شود‌یا‌فضای‌تابعی‌مشخصی‌نظیر‌‌جبر‌باناخ‌فرض‌می‌ ،‌معمولاً‌یا‌ دار‌‌ر‌در‌یک‌فضای‌نرمیدامق

‌.را‌ببینید‌‌]0[و‌‌]5[،‌شود‌می‌‌پیوسته‌در‌نظر‌گرفته‌اًمقدار‌مطلق

فضای‌توابع‌.‌ار‌حقیقی‌یا‌مختلط‌استدیک‌فضای‌نرم‌ یک‌فضای‌هاسدورف‌فشرده‌و‌‌ کنیم‌‌در‌ادامه‌فرض‌می

‌       ای‌نرم‌سوپرمم‌روی‌بر‌      نماد‌.‌شود‌نمایش‌داده‌می‌       با‌‌ در‌‌ادیربا‌مق‌ پیوسته‌روی‌

‌.‌رودکار‌میبه‌     همان‌میدان‌اعداد‌مختلط‌باشد‌نماد‌‌ برای‌حالتی‌که‌‌.رود‌کار‌میهب

را‌جدا‌‌ ،‌نقاط‌اشدثابت‌ب‌‌ابعوشامل‌ت‌Aشود‌هرگاه‌‌نامیده‌می‌ ‌تابعی‌باناخ‌روی‌ریک‌جب‌    از‌‌Aزیر‌جبر‌

‌در‌حالتی‌که‌نرم‌یک‌جبر‌تابعی‌باناخ،‌نرم‌سوپرمم‌باشد.‌جبر‌باناخ‌باشد(‌نه‌لزوماً‌نرم‌سوپرمم)کند‌و‌همراه‌با‌نرمی‌

‌.شود‌نامیده‌می‌ چنین‌زیرجبری،‌جبر‌یکنواخت‌روی‌

‌یک‌جبر‌تابعی‌باناخ‌روی‌فضای‌ایدهیکدارساده‌جایی‌نیم‌توجه‌داریم‌که‌هر‌جبر‌باناخ‌جابه ماکسیمال‌خود‌آل‌‌،

‌است ‌ ‌یک‌جبر‌تابعی‌باناخ‌روی‌فضای‌هاسدورف‌فشرده‌    کنیم‌‌کلیت‌فرض‌میاز‌بنابراین‌بدون‌کم‌شدن‌.

‌است‌    آل‌ماکسیمال‌‌فضای‌ایده‌  که‌طوری‌به‌است یک‌جبر‌تابعی‌‌    کنیم‌که‌‌عبارت‌دیگر‌فرض‌می‌به.

‌باشد‌‌ باناخ‌طبیعی‌روی‌ که‌‌ از‌‌ زیرمجموعه‌بسته‌هر‌و‌‌   ‌هر‌برای‌گوییم‌هرگاهمنظم‌را‌‌ جبر    .

   ‌ ‌تابع ،      ‌‌ ‌باشدوجود ‌طوریبه‌داشته ‌‌      که ‌      و ‌می. ‌همانند‌‌متذکر ‌که شویم

گاه‌برای‌‌منظم‌باشد‌آن‌    علاوه‌اگر‌‌هب.‌افراز‌واحد‌در‌مورد‌جبرهای‌تابعی‌باناخ‌منظم‌برقرار‌است‌ۀ،‌قضی‌    

و‌‌      که‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌‌      ،‌تابع‌‌ از‌‌ ‌و‌ های‌بسته‌و‌از‌هم‌جدای‌‌هر‌زوج‌از‌زیرمجموعه
 .را‌ببینید‌]0[از‌مرجع‌‌‌011110،‌قضیۀ      

‌‌       برای ‌‌        و ‌تعریف‌می‌به‌            تابع ‌طبیعی ‌برای‌زیرفضای‌‌طور ‌و شود

 .‌چنین‌توابعی‌است‌وسیلۀ‌بهفضای‌تولید‌شده‌‌             منظور‌از‌‌ C(X,E)از‌‌       

ها‌‌شامل‌ثابت‌       ‌یی‌از‌زیرفضانیز‌‌       و‌‌ ‌روییک‌جبر‌تابعی‌باناخ‌‌    فرض‌کنیم‌‌.9 تعریف

‌یک ‌که ‌است      باشد ‌‌،مدول ‌‌.‌                    یعنی ‌همچنین ‌کنیم و‌‌   فرض

                                                           
1. Regular Banach algebra 

2. Zero product preserving map 
3. Lipschitz algebra 
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یک‌فضای‌‌ ‌های‌جمعی‌باشند‌که‌در‌آن‌نگاشت‌                 و‌‌‌                 

‌و ‌فشرده ‌فض‌  هاسدورف ‌نرمایک ‌است‌ی ‌‌.دار ‌‌Sگوییم ‌به ‌برای‌‌         نسبت ‌هرگاه ‌است موضعی

‌:شود‌نتیجه‌‌             ‌‌،‌از‌تساوی‌         و‌‌              

                   ‌ 
که‌‌گاه‌با‌فرض‌آن‌آن‌            و‌‌   ‌،     ،‌‌   اگر‌فرض‌کنیم‌‌مذکوردر‌تعریف‌

با‌فرض‌ و‌‌           ‌عملگر‌موضعی‌بودن‌د،‌تعریف‌بالا‌همان‌تعریفباش‌    عملگر‌همانی‌روی‌‌  

‌.آیددست‌میبه‌           ‌‌جداساز‌بودن‌نگاشت‌تعریف‌‌    ‌آنکه

‌‌به ‌کنید ‌فرض ‌مثال ‌نگاشت‌    φعنوان ‌و ‌پیوسته ‌نگاشت ‌‌یک و‌‌                 های

‌:صورت‌باشند‌دینب‌                 

                                                

                                                       

‌برای ‌        که ،       ‌‌ ‌برای‌هر ‌‌   و ‌پیوسته‌خطی‌نگاشتی‌      ، ‌است‌و ‌این‌. در

‌.موضعی‌است‌       نسبت‌به‌‌Sصورت‌

‌‌    هدف‌این‌مقاله‌آن‌است‌که‌نشان‌دهیم‌برای‌رده‌مناسبی‌از‌زیرفضاهای‌ ‌       و توصیفی‌مشابه‌،

‌.استمثال‌فوق‌برای‌چنین‌عملگرهایی‌برقرار‌

 

 عملگرهای موضعی تعمیم یافته

یک‌‌    دار‌حقیقی‌یا‌مختلط،‌‌یک‌فضای‌نرم‌ یک‌فضای‌هاسدورف‌فشرده،‌‌ کنیم‌‌در‌این‌بخش‌فرض‌می

ابع‌ثابت‌ومدول‌شامل‌ت‌     یک‌‌       از‌‌       و‌زیرفضای‌‌  منظم‌روی‌طبیعی‌و‌جبر‌تابعی‌باناخ

‌.است

از‌‌       گوییم‌زیرفضای‌‌.استدار‌یک‌فضای‌نرم‌ ‌یک‌فضای‌هاسدورف‌فشرده‌و‌ فرض‌کنیم‌. 9 تعریف

ای‌از‌توابع‌‌دنباله‌‌      ‌که‌         تابع‌‌هر‌و‌   دارد‌هرگاه‌برای‌هر‌‌   ویژگی‌‌       

‌.‌         صفر‌است‌و‌‌ روی‌یک‌همسایگی‌‌  که‌هر‌طوریبهوجود‌داشته‌باشد‌‌      در‌‌    

‌.دارند،‌اشاره‌شده‌است‌‌   در‌زیر‌به‌چند‌مثال‌از‌فضاهایی‌که‌ویژگی‌

گوییم‌تابع‌پیوسته‌برداری‌مقدار‌.‌یک‌فضای‌باناخ‌است‌ یک‌فضای‌متریک‌فشرده‌و‌‌     فرض‌کنیم‌.‌9مثال 

αدر‌شرط‌لیپ‌شیتس‌از‌مرتبه‌‌      ‌کند‌هرگاه‌صدق‌می‌         

          
           

        
          و          

‌مرتبه‌‌     مجموعه‌تمام‌توابع‌ ‌که‌در‌شرط‌لیپ‌شیتس‌از ‌،کنند‌صدق‌می‌αرا ‌‌ ‌نماد ‌و‌‌         با

‌ ‌توابع ‌تمام ‌‌           مجموعه ‌شرط ‌در             که
           

        
‌می‌   ‌نماد‌‌،کنند‌صدق با

‌               همراه‌با‌نرم‌‌          در‌این‌صورت‌فضای‌.‌دنشونشان‌داده‌می‌         

را‌در‌حالت‌‌       و‌‌       نمادهای‌.‌است‌          زیرفضای‌بسته‌‌          یک‌فضای‌باناخ‌و‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

‌می‌هب‌    ‌‌کار ‌که ‌زمانی ‌و αبریم   ‌‌ ‌جای ‌‌       به ‌          و ‌‌ و‌‌       نمادهای

αتوان‌دید‌که‌برای‌هر‌‌آسانی‌می‌به.‌بریمکار‌میبه‌                 ‌‌

                                 
‌‌به ‌یعنی‌فضای‌ایده‌       علاوه ‌تابعی‌باناخ‌طبیعی‌است، ‌‌یک‌جبر ‌آن‌خود ‌ماکسیمال ‌است‌ آل چنین‌‌هم.

‌.هست‌نیز‌ثابت‌توابع‌شامل‌که‌است‌مدول‌باناخ‌        یک‌‌          

‌‌‌ ‌‌   فرض‌کنیم ‌و ‌‌همسایگییک‌‌   فشرده ‌باشد‌ باز .‌ ‌‌     تابع ‌ب‌ روی ‌تعریف‌‌دینرا صورت

‌:کنیم‌می

         
         

                 
  

و‌)‌      بنابراین‌.‌‌         و‌‌             ،‌‌         ،‌‌            در‌این‌صورت‌

α هر‌ازای‌‌به‌         و         نتیجه‌‌در ‌.،‌یک‌جبر‌تابعی‌باناخ‌منظم‌است(       

δ،‌‌   برای‌هر‌.‌‌       طوری‌باشد‌که‌      و‌           کنیم‌‌حال‌فرض‌می
 
را‌‌  

‌می ‌انتخاب ‌‌طوری ‌اگر ‌که        ‌ گاه‌آن‌           کنیم
 

 
‌‌همسایگی . ‌‌  های ‌‌  و را‌‌  از

‌:کنیم‌صورت‌تعریف‌می‌دینب

                 
 

 
                           و      

‌می ‌‌قرار              دهیم
  ‌ ‌این ‌در ‌می، ‌ساده ‌بررسی ‌یک ‌با ‌‌صورت ‌دید ،‌            توان

        و‌‌        
 

 
‌.را‌دارد‌   یژگی‌و‌         یعنی‌‌

با‌استدلالی‌مشابه‌بحث‌‌                             و‌‌              که‌‌با‌توجه‌به‌آن

‌.دارد‌   نیز‌ویژگی‌‌          توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌‌می‌مذکور

گویند‌‌‌را‌مطلقاً‌پیوسته‌     تابع‌.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می‌ و‌فضای‌باناخ‌‌        بسته‌واحد‌‌ۀباز. 9مثال 

εازای‌هر‌‌اگر‌به δیک‌‌                ازای‌هر‌خانواده‌‌که‌بهطوریوجود‌داشته‌باشد‌به‌  
های‌باز‌‌از‌زیربازه‌ 

        که‌در‌شرط‌‌ و‌مجزای‌
 
              رابطه‌‌،کند‌صدق‌‌     

 
‌.برقرار‌باشد‌     

‌پیوسته‌ – مجموعه‌تمام‌توابع‌مطلقاً را‌‌     چنین‌نماد‌‌هم.‌دهیم‌نشان‌می‌        را‌با‌نماد‌‌ مقدار‌روی‌ 

‌:دهیم‌قرار‌می‌          ازای‌هر‌‌به  .بریم‌کار‌می‌به‌   برای‌حالت‌‌

                               
 
                      

‌.باناخ‌است‌فضاییک‌‌                     نرم‌‌همراه‌با‌‌        در‌این‌صورت‌

چنین‌به‌سادگی‌‌هم.‌است‌ یک‌جبر‌تابعی‌باناخ‌منظم‌روی‌‌      دهد‌که‌‌نشان‌می‌]0[از‌مرجع‌‌5 ‌‌0101ۀقضی

کار‌بردن‌‌در‌نتیجه‌با‌به.‌‌            داریم‌‌          و‌‌       هر‌ازای‌‌بهتوان‌دید‌که‌‌می

‌.دارد‌‌   ویژگی‌‌        توان‌ثابت‌کرد‌که‌‌،‌به‌آسانی‌می]0[از‌مرجع‌‌5 ‌0101ۀبحثی‌مشابه‌قضی

‌                 ‌چنین‌هم‌و‌            ،‌‌        ‌ازای‌به‌و‌   ‌کنیم‌فرض‌حال

‌‌دهیم‌موضعی‌است،‌قرار‌می‌        نسبت‌به‌‌Sباشند‌که‌(‌حقیقی‌-و‌درنتیجه‌خطی)های‌جمعی‌پیوسته‌‌نگاشت
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‌       در‌‌ناصفر‌تابع‌ثابتحداقل‌یک‌شامل‌‌Sو‌برد‌،‌‌     یعنی‌‌،باشند‌ای‌هکیها‌‌  بدیهی‌است‌هرگاه‌

‌.‌    ‌گاه‌آن‌باشد،

‌.اصلی‌این‌مقاله‌است‌ۀزیر‌نتیج‌ۀقضی

‌                 ‌های‌و‌نگاشت‌داشته‌باشند‌   ‌ویژگی‌       و‌‌    ‌کنیم‌فرض‌.اصلی ۀقضی

‌ ‌‌های‌جمعی‌نگاشت‌                 و ‌سوپرمم ‌نرم ‌نسبت‌به ‌که ‌باشند ‌بهپیوسته ‌و ‌هستند ‌Sعلاوه

        و‌خانواده‌‌      نگاشت‌پیوسته‌‌در‌این‌صورت‌.موضعی‌است‌        نسبت‌به‌
از‌عملگرهای‌‌‌

‌،‌    که‌برای‌هر‌طوریبهوجود‌دارند‌‌Eخطی‌ـ‌حقیقی‌پیوسته‌روی‌

                                                

                                                        

‌:کندصورت‌بیان‌می‌دینرا‌ب‌  های‌‌اول‌در‌روابط‌بالا‌،‌در‌واقع‌توصیف‌نگاشت‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌تساوی

                                                                     

‌.دهیم‌میآوریم،‌که‌برای‌گام‌دوم‌نیاز‌به‌چند‌تعریف‌و‌لم‌داریم‌که‌ارائه‌‌را‌در‌دو‌گام‌می‌اثبات‌قضیه‌.برهان

‌.   توان‌فرض‌کرد‌‌کلیت‌می‌از‌دهیم‌بدون‌کم‌شدن‌نشان‌می‌،اولگام 

قضیه‌‌فرض‌در‌Sو‌‌        های‌‌ثابت‌شده‌باشد‌و‌نگاشت‌   برای‌این‌منظور‌فرض‌کنیم‌قضیه‌برای‌حالت‌‌

‌ۀ‌را‌با‌ضابط‌                  ‌های‌نگاشت ،‌        برای‌.‌صدق‌کنند

                                                                (1)  

و‌‌      علاوه‌اگر‌هب.‌است(‌خطی‌ـ‌حقیقیو‌در‌نتیجه‌)پیوسته‌‌و‌یک‌نگاشت‌جمعی‌  هر‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می

‌و‌با‌توجه‌به‌فرض‌نتیجه‌شود‌‌         آنگاه‌‌     طوری‌باشند‌که‌‌         

                            
‌‌  یعنی‌ ‌موضعی‌است‌  نسبت‌به ‌ب. ‌بردن‌قضیه‌برای‌حالت‌هبا ‌   کار و‌‌       نگاشت‌پیوسته‌‌،

   خانواده‌
  

    
خواهیم‌‌    که‌برای‌هر‌طوریبهد‌نوجود‌دار‌ روی‌‌پیوسته‌های‌خطی‌ـ‌حقیقی‌‌از‌نگاشت‌

‌،‌داشت

                                                  

                      
                                                     

‌بحث‌مشابهی‌برای‌ ‌‌  با ‌‌  جای‌‌به‌  و ‌‌  و ‌‌        که ‌نگاشت‌پیوسته ‌خانواده‌‌       ، و

   
  

    
‌:داریم‌    د‌که‌برای‌هر‌نوجود‌دار‌Eوی‌رپیوسته‌‌های‌خطی‌ـ‌حقیقی‌از‌نگاشت‌

                                            

                           
                                                  

طوری‌باشند‌که‌‌     و‌‌‌    به‌برهان‌خلف‌فرض‌کنیم‌.‌‌     ،‌‌ ‌دهیم‌برای‌هر‌میابتدا‌نشان‌

توان‌‌میرا‌‌ در‌‌     و‌‌     ترتیب‌از‌‌به‌ و‌‌ مجزای‌‌های‌در‌این‌صورت‌همسایگی.‌‌           

‌وجود‌دارند‌که‌          های‌‌تابع‌    با‌توجه‌به‌منظم‌بودن‌.‌در‌نظر‌گرفت

                          
‌و‌
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‌       که‌‌حال‌با‌توجه‌به‌این.‌‌       وجود‌دارد‌که‌‌         پس‌تابع‌‌    جاکه‌‌از‌آن

‌و‌بنابراین‌              شود‌‌نتیجه‌می

                           

 ویژهبه

                                       

‌شود‌که‌از‌آن‌نتیجه‌می

                   
 کهدر‌حالی

                                   

 و

                                  . 

و‌‌       برای‌هر‌‌،‌     که‌با‌فرض‌آنبنابراین‌. ‌  روی‌‌     ‌ که‌دهد‌این‌تناقض‌نشان‌می

‌:داریم‌    

                                       

              
                                   

‌        شود‌برای‌هر‌‌نتیجه‌می‌   و‌با‌توجه‌به‌تعریف‌‌   برای‌تساوی‌اخیر‌‌کار‌بردنبا‌به

                       
            

‌تساوی‌و‌لذا‌        ‌،‌       هرازای‌‌بهمی‌گیریم‌‌نتیجه‌‌    ‌از‌طرفی‌چون‌

                       
           

‌را‌با‌ضابطه‌‌      ‌نگاشت ،‌    بنابراین‌اگر‌برای‌.‌آید‌دست‌می‌هب

                       
                    

‌علاوههاست‌و‌ب‌Eروی‌پیوسته‌نیز‌یک‌نگاشت‌خطی‌ـ‌حقیقی‌‌  گاه‌‌تعریف‌کنیم‌آن

                                       

‌.   توان‌فرض‌کرد‌‌پس‌می.‌مورد‌نظر‌است‌کلی‌و‌این‌همان‌نتیجه

‌توجه‌به‌‌بنابراین،  ‌ادامه‌فرض‌می‌،توضیحات‌بالابا ‌‌           ‌کنیم‌در ‌                 و

‌و‌موضعی‌است‌‌Tنسبت‌به‌‌Sای‌هستند‌که‌‌های‌جمعی‌پیوسته‌نگاشت

                                    

‌  از‌‌ و‌همسایگی‌‌   برای‌‌.‌ثابت‌باشد‌    کنیم‌‌فرض‌‌.9 تعریف

‌؛       و‌‌        ‌وجود‌داشته‌باشد‌که‌      ‌دارد‌هرگاه‌  ‌خاصیت‌      ‌گوییم(‌الف

‌ب )‌ ‌‌     گوییم ‌‌  خاصیت ‌هرگاه ‌‌         دارد ‌که ‌باشد ‌داشته و‌‌        وجود

       ‌.‌

‌:ارزند‌های‌زیر‌هم‌در‌این‌صورت‌گزاره.‌‌   و‌‌    فرض‌کنیم‌. 9لم 
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‌؛را‌دارد‌  و‌‌  های‌‌حداقل‌یکی‌از‌خاصیت‌      ،‌ از‌‌ برای‌هر‌همسایگی‌(‌الف

‌.را‌دارد‌  و‌‌  ‌‌خاصیتهر‌دو‌‌      ،‌‌xاز‌‌ برای‌هر‌همسایگی‌(‌ب

‌شود‌نتیجه‌می(‌ب)از‌(‌الف)که‌‌بدیهی‌است‌.برهان ‌ ‌یک‌همسایگی‌ فرض‌کنیم‌برای‌اثبات‌عکس‌این‌مطلب‌.

.‌       داریم‌‌،        ‌که‌      گاه‌برای‌هر‌‌آن‌را‌نداشته‌باشد‌  خاصیت‌‌      ‌اگر.‌است

‌  یا‌‌  های‌‌یکی‌از‌ویژگی‌      ،‌(الف)با‌توجه‌به‌.‌‌    گیریم‌که‌‌می‌در‌نظر‌را‌طوری‌ از‌‌ همسایگی‌

‌دارد ‌را .‌ ‌ویژگی ‌‌  اگر ‌‌      برای ‌برای ‌باشد، ‌‌      برقرار ‌برقرار ‌فرض‌است‌استنیز ‌این‌خلاف ‌و پس‌.

‌دارد‌  ویژگی‌‌       ‌را ‌‌        وجود‌دارد‌که‌‌         یعنی‌. با‌توجه‌به‌ .‌       و

‌      هستند‌تابع‌  های‌بسته‌و‌از‌هم‌جدای‌‌مجموعه‌‌   و‌‌  یک‌جبر‌باناخ‌منظم‌است‌و‌‌    که‌‌این

‌،‌      که‌برای‌هر‌‌با‌توجه‌به‌این.‌  روی‌‌   و‌‌   روی‌‌   وجود‌دارد‌که‌

              
‌‌خطی‌ـ‌حقیقی‌است‌پس‌Tو‌

                                                                   (0)  

‌که‌‌با‌توجه‌به‌این‌از‌طرفی.‌           شود‌‌از‌فرض‌نتیجه‌می‌                 جاکه‌‌و‌از‌آن

‌:شود‌نتیجه‌می‌           ‌

                       

‌ ‌چون ‌‌       و ‌‌بنابراین‌.               پس ‌هر ‌رابط‌،      برای ‌از ‌(0)ۀ نتیجه‌،

خاصیت‌‌      ‌در‌نتیجه.‌    ،‌زیرا‌و‌این‌یک‌تناقض‌است‌       ویژه‌‌،‌به       ‌که‌شود‌می

‌.دارد‌  

‌       ‌داریم‌        نداشته‌باشد‌برای‌هر‌‌  خاصیت‌‌      ‌چه‌دهد‌چنان‌بحث‌مشابهی‌نشان‌می

‌.را‌نیز‌دارد‌  خاصیت‌‌      بنابراین‌.‌‌    این‌نیز‌امکان‌ندارد‌زیرا‌که‌

‌.کند‌های‌معادل‌لم‌قبل‌صدق‌می‌وجود‌دارد‌که‌در‌ویژگی‌   ،‌نقطه‌یکتای‌‌    برای‌هر‌. 9لم 

‌در‌ویژگی‌مورد‌نظر‌صدق‌نکند‌   کنیم‌هیچ‌نقطه‌‌برای‌اثبات‌وجود،‌فرض‌می. برهان ‌   پس‌برای‌هر‌.

با‌توجه‌به‌.‌‌       ‌آنگاه‌         ‌اگر‌      که‌برای‌هر‌طوریبهوجود‌دارد‌‌ از‌‌  همسایگی‌

      د‌که‌نجود‌دارو‌Xدر‌‌         ،‌نقاط‌ فشردگی‌
 
،‌    کار‌بردن‌قضیه‌افراز‌واحد‌در‌هبا‌ب .‌   

     ‌وجود‌دارند‌که‌            اعضای‌
 
‌و‌     

                                               

     ،‌      پس‌برای‌هر‌
 
و‌‌            پس‌‌             که‌‌با‌توجه‌به‌این.‌‌     

‌،‌      در‌نتیجه‌برای‌هر‌

                    
    

‌.‌    زیرا‌‌،و‌این‌امکان‌ندارد

‌‌  کنیم‌‌برای‌اثبات‌یکتایی،‌فرض‌می ذکر‌شده‌صدق‌‌های دو‌در‌ویژگی‌باشند‌که‌هر‌ اعضای‌متمایز‌‌  و

‌         های‌‌زوج‌،بنابر‌لم‌قبل.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می‌  و‌‌  ترتیب‌از‌‌به‌  و‌‌  های‌مجزای‌‌همسایگی.‌کنند‌می

‌ ‌‌         و ‌ویژگی ‌دو ‌‌  هر ‌پس‌‌  و ‌‌      ‌توابعدارند، ‌‌         و ‌دارند که‌طوری‌بهوجود
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‌              بنابراین‌.‌‌       و‌همچنین‌‌       ‌،‌         ‌،‌         

‌.و‌این‌یک‌تناقض‌است‌     که‌درحالی

‌      ،‌نقطه‌‌    کنیم‌که‌برای‌‌را‌طوری‌تعریف‌می‌      با‌توجه‌به‌لم‌قبل‌نگاشت‌‌.9 تعریف

‌.آید‌دست‌می‌هنقطه‌یکتایی‌باشد‌که‌از‌لم‌قبل‌ب

‌.‌      و‌‌    فرض‌کنیم‌‌.9 لم

‌.‌         آنگاه‌‌       و‌‌      ر‌اگ‌(الف

‌.‌         آنگاه‌‌       و‌‌         اگر‌(‌ب

‌به‌(         ترتیب‌‌به)‌      اگر‌(‌ج ‌‌ ازای‌زیرمجموعه‌باز‌‌و به‌)‌      ‌داشته‌باشیم،‌ از

‌(.‌            به‌ترتیب‌)‌            آنگاه‌(‌‌      ترتیب‌

‌.پیوسته‌است‌ نگاشت‌‌ (د

 .برهان

‌الف ‌‌فرض‌می( ‌‌         کنیم ‌‌ ‌از‌ پس‌همسایگی‌. ‌دارد ‌طوریبهوجود ‌            که با‌.

‌ ‌نگاشت ‌تعریف ‌به ‌‌ توجه ‌هبو ‌لم ‌بردن ‌0کار ‌تابع ،         ‌‌ ‌دارد ‌طوریبهوجود و‌‌        که

‌.،‌که‌این‌یک‌تناقض‌است‌     که‌در‌حالی‌              بنابراین‌.‌‌       

‌.شود‌اثبات‌می(‌الف)مشابه‌(‌ب

‌ۀبا‌توجه‌به‌نحو‌.‌      ‌و‌‌        ن‌فرض‌کنیم‌ــچنی‌هم.‌      و‌‌      فرض‌کنیم‌(‌ج

‌        که‌طوریوجود‌دارد‌‌          دارد‌و‌در‌نتیجه‌تابع‌‌  ویژگی‌‌      ،‌ تعریف‌نگاشت‌

‌ ‌       و ‌ـرایـابـبن. ‌ای‌     ن ‌نتیجــو ‌میــن ‌ـده‌ه ‌        د ‌داریم‌ژهــوی‌هـب.

‌    ‌که‌‌دهد‌این‌مطلب‌نشان‌می‌.‌       ‌باید‌پس‌       و‌چون‌‌              

‌ ‌می‌به‌.      روی ‌ترتیب ‌‌‌همین ‌که ‌داد ‌نشان ‌‌بهتوان ‌ازای ‌‌         هر گاه‌‌آن‌      اگر

            ‌.‌

را ‌    زیرتوری‌از‌‌توان‌می،‌‌ با‌توجه‌به‌فشردگی‌.‌باشد‌     همگرا‌به‌‌  ‌توردریک‌‌    فرض‌کنیم‌(‌د

‌ ‌همان ‌با ‌می‌    که ‌به‌،دهیم‌نشان ‌گرفت ‌نظر ‌‌به‌       ‌تور کهطوریدر ‌باشد‌   عضو ‌همگرا اگر‌.

.‌را‌در‌نظر‌گرفت‌     و‌‌ از‌ترتیب‌‌به‌ و‌‌ مجزای‌‌هایهای‌با‌بستار‌همسایگی‌توان‌میگاه‌‌آن‌       

‌‌      یعنی‌تابع‌‌.دارد‌   ویژگی‌‌         ،‌‌ بنا‌به‌تعریف‌‌       چون‌ توان‌یافت‌که‌‌میرا

        ‌‌ ‌‌        و ‌‌به. ‌‌   خصوص ‌‌ روی ‌‌بنابراینو ‌قسمت ‌ج»از ‌می« شود‌‌نتیجه

‌‌      ‌روی‌     .‌ ‌همگرایی ‌می‌ ‌به‌       از ‌‌نتیجه ‌برای ‌بزرگ‌‌𝛼شود ‌کافی ‌قدر ‌به های

‌        که‌د‌کن‌می،‌ایجاب‌  با‌توجه‌به‌پیوستگی‌‌،این‌مطلب.‌‌        و‌در‌نتیجه‌‌       

‌.پیوسته‌است‌ دهد‌‌بحث‌بالا‌به‌سادگی‌نشان‌می.‌و‌این‌یک‌تناقض‌است

‌حالت‌چنان‌.گام دوم ‌تنها ‌است ‌کافی ‌شد ‌ذکر ‌قبلاً ‌شود‌   ‌که ‌بررسی ‌به. ‌برای‌‌با ‌بالا ‌بحث ‌بردن کار

دهیم‌‌ابتدا‌نشان‌می .کند‌صدق‌می   شود‌که‌در‌لم‌یافت‌می‌      ،‌نگاشت‌پیوسته‌Sو‌‌    ‌های‌نگاشت

‌   ویژگی‌‌    که‌‌با‌توجه‌به‌این.‌‌       داریم‌‌         که‌‌      و‌‌    برای‌هر‌

‌‌دنباله‌،دارد ‌توابع ‌از ‌‌    ای ‌دا‌    در ‌طوریبه‌ردوجود ‌هر ‌‌  که ‌همسایگی ‌یک ‌و‌‌    روی ‌است صفر
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11های‌تابعی‌عملگرهای‌موضعی‌تعمیم‌یافته‌بین‌مدول

‌و‌در‌نتیجه‌‌        ،‌ برای‌هر‌‌شود‌قبل‌نتیجه‌میلم‌از‌«‌ج»قسمت‌کار‌بردن‌با‌به‌  .‌         

‌.‌       ‌شود‌نتیجه‌می‌ از‌پیوستگی‌

‌.‌       آنگاه‌‌         و‌‌         شود‌اگر‌‌با‌بحث‌مشابهی‌نتیجه‌می

‌ ‌دلخواه ‌عضو ‌هر ‌برای ‌‌      حال ‌‌    و ‌از ‌‌آنجا، ‌تابع ‌تساوی‌‌            که در

‌شود‌که‌از‌آن‌نتیجه‌می‌        پس‌‌       کند‌و‌‌صدق‌می‌          

                     

‌:و‌بنابراین

                                             
‌به ‌دلخواه ‌‌         همین‌ترتیب‌برای‌عضو ‌    و ‌تابع ،            ‌‌ که‌‌دلیل‌این‌به)نیز

و‌در‌‌        پس‌.‌‌          است‌که‌‌        عضوی‌از‌(‌ستنیز‌ه‌ها‌شامل‌ثابت‌       

‌نتیجه

                      
گیریم‌و‌با‌توجه‌به‌‌در‌نظر‌می‌           را‌با‌ضابطه‌‌‌       نگاشت‌خطی‌ـ‌حقیقی‌‌    برای‌

‌تساوی‌بالا،

                                                    

‌.نیز‌پیوسته‌است‌  ،‌روشن‌است‌که‌Sبا‌توجه‌به‌پیوستگی‌ .و‌این‌همان‌تساوی‌مورد‌نظر‌است
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