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چنین،چندینکاربردازایشنهم.زیرمدولماکسیمالاستیکNگاهباتولیدمیناهیباشد،آن
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 مقدمه

هادرجبرآنبررسیهایانژکییوومدول.استجاییباعضوهمانیغیرصفرجابهیکحلقهRدرسراسراینمقاله،

دداراهمیتخاصیجاییوجبرهمولوژیجابه  . اینمقاله ثابتبرخیازخواصجدیدوجالبآندر بیانو را ها

مدول-Rکنیمکهدرابیدایادآوریمی.شودمراجعه[1]بههایانژکییو،ترخواصمدولبیشبررسیبرای.کنیممی

Eتجزیه میرا ناپذیر هرگاه Eنامند  جمعو تنها Eوندهایمسیقیم ، خود باشندEو مدولی. اگر

آنتجزیه باشد، هرمدولیکناپذیر آننیزتجزیهگاه ناپذیراستریختبا برایهم. زیرمدولEمدول-Rچنین، ،

MناپذیرگوینداگرراتحویلازآنM EهایوزیرمدولM Mو1 کهطوریهوجودنداشیهباشندبEاز2

M M 1،M M Mو2 M M1 ملاحظه[1]و[0]،[0]،[2]مراجعتر،جزئیاتبیشبررسیبرای.2

موجودباشدRازIآلازآن،ایدهNازایهرزیرمدولضربینامیدهمیشودهرگاهبهMچنین،مدولهم.شود

Nکهطوریبه IMطورمعادلویابه :RN N M M.زیرمدولواقعیNازMشود،اولنامیدهمی

rازایهرهرگاهبه Rوهرm Mۀازرابطrm Nنییجهشودm N یا :Rr N M درنهایت.

R-مدولMنامندهرگاهمولدانژکییومیراهمMانژکییوباشدوبرایهرR-مدولNصفرازآنوهرعنصرغیر

:ریخییمانندهم-R،یکxمانند N M کهطوریموجودباشدبه( )x .
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 مفاهیم اولیه و نتایج

مدولانژکییوباتولید-Rاگریک.باشدMآلماکسیمالحلقهموضعیونوتریباایدهیکRفرضکنید. 1ۀ قضی

.آرتینیاستRگاهمیناهیغیرصفروجودداشیهباشد،آن

کنیم. برهان باشد-RیکEفرض غیرصفر میناهی  تولید با انژکییو مدول رابط. به توجه ۀبا

dim injd depthE E R  داریم،dimE .فرضکنیمdimR (فرضخلف.)آلایدهرو،ایناز

PچنانوجودداردکهPاول M.فرضکنیم\x PM.دقیقۀبنابهرشیxR R

P P
 خواهیم،

Homداشت , Hom ,
R R

E x E
P P

   
   

   
Homشودکهازلمناکایامانییجهمیرو،ازاینو ,

R
E

P

 
 

 
.

دقیقۀازسویدیگر،رشی
R R

P
 
M

:دهددقیقزیررانییجهمیۀ،رشی

Hom , Hom ,
R R

E E
P

   
    

   M
 

 صورت این Homدر ,
R

E
 

 
 M

رابط اما depthۀ، dimE E می کهنشان دهد

Hom ,
R

E
 

 
 M

.شودمیفرضخلفباطلوحکمنییجهرو،ازاین.،کهیکتناقضاست

کنید. 2لم  ازیکNفرض اول ضربی-Rزیرمدول و میناهی تولید با باشدMمدول صورت. این Nدر

.ناپذیراستتحویل

بنابراینMمدول-RزیرمدولاولازیکNچون  .برهان است :RN Mآلاولاستیکایده فرض.

 Nکنید 1 Nو زیرمدول2  از بهMهایی طوریباشند Nکه N N 1 2  تساوی. از صورت این در

 : ( : ) ( : ) ( : )R R R RN M N N M N M N M 1 2 1 شودنییجهمی2

 : ( : )R RN M N M1 یا : ( : )R RN M N M2به عبارتی : ( : )R RN M N M1یا

 : ( : )R RN M N M2 . بنابراین : ( : )R RN N M M N M M N  1 یا1

 : ( : )R RN N M M N M M N  2 2.

:هایزیربرقرارنددراینصورتگزاره.مدولباشد-RیکMفرضکنید. 7لم 

1.  E MناپذیراستاگروتنهااگرزیرمدولصفرازیکمدولتجزیهMناپذیرباشد؛،تحویل 

ناپذیراستاگروتنهااگرتحویل،MازNزیرمدول .2
M

E
N

 
  

 .ناپذیرباشدتجزیه

.رجوعشود[1]ازمنبع1ۀنییج07ۀصفحبه. برهان

RعنوانیکبهKدراینصورت.باشدKجاییبامیدانکسرهایصحیحجابهۀیکحوزRفرضکنید. 4تبصره 

پوششانژکییو- استRمدول، تجزیه-RیکKچنین،هم. استمدولانژکییو ناپذیر اگر. سویدیگر، باKاز

.میداناستRگاهتولیدمیناهیباشد،آن

)کهطوریایدهآلاولیازآنباشدبهPیکحلقهنوتریوRفرضکنید.  5 لم )
R

E
P

در.باتولیدمیناهیاست

.آلماکسیمالحلقهاستیکایدهPاینصورت
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برهان )فرضکنید. )R

R
E E

P
 بهگزار. 27.ۀبنا منبع2 [1]از ،:E Pعنوانبه

R

P
مدولپوششانژکییو-

( : )E

R
P

P
است این. )رو،از : ) ( )E R

P

R
P E

P
 چون

R

P
آن انژکییو پوشش لذا است صحیح حوزه

به رویخودشمیدانکسرهایآن استعنوانمدول به. طرفیمیدانکسرهایآن از عنوان
R

P
و- انژکییو مدول

استتجزیه ناپذیر رابط. از )ۀبنابراین : ) ( )E R

P

R
P E

P
می نییجه که )شود : ) ( )E R

P

R
P E

P
 چون.

( )R

R
E E

P
باتولیدمیناهیاستپس( : )E Pنیزباتولیدمیناهیودرنییجهمیدانکسرهای

R

P
نیزبا

شودکهنییجهمی0ۀتولیدمیناهیوباتوجهبهتبصر
R

P
    .استیکایدهآلماکسیمالPرو،ازاین،میداناست

استMزیرمدولماکسیمالازیکNدراینصورت.مدولضربیغیرصفرباشد-RیکMفرضکنید. 6لم 

NوجودداشیهباشدبهطوریکهRازPآلماکسیمالاگروتنهااگرایده PM M .

7.بهقضیه. برهان .رجوعشود[1]از2

Mاز زیرمدولاولیکNمدولباتولیدمیناهیضربیو-RیکMیکحلقهنوتری،Rفرضکنید. 3 ۀقضی

اگر.باشد
M

E
N

 
  

.زیرمدولماکسیمالاستیکNگاهباتولیدمیناهیباشد،آن

لم .برهان بنابه 0های 2و ،( )
M

E
N

استتجزیه ناپذیر .  طرفی Assاز ( ) { }R

M
P

N
آن در که

( : )RP N M.بنابراین( ) ( )
M R

E E
N P

ولذاباتوجهبهفرض( )
R

E
P

درنییجه.باتولیدمیناهیاست

N،6مآلماکسیمالاستوباتوجهبهلیکایدهP،1بنابهلم PMیکزیرمدولماکسیمالازMاست. 

هایاولزیرمدولQوPمدولباتولیدمیناهیضربیو-RیکMیکحلقهنوتری،Rفرضکنید. 3ۀ نتیج

 بهMاز طوریباشند که
M

E
P

 
  

است میناهی تولید با . صورت این Pدر Qاگر تنها و اگر

Hom ,
M M

E E
P Q

   
    

    
.

Pاگر .برهان Qکنیمحالفرضمی. شودگاهنییجهحاصلمی،آنHom ,
M M

E E
P Q

   
    

    
بنابراین.

Ass Hom ,
M M

E E
P Q

   
     

    
. 

Suppدهدکهایننییجهمی Ass
M M

E E
P Q

  
       

ولذا : SuppR

M
Q M E

P

 
   

 ازطرفی.

Assنوتریاستوچونحلقه ( : )
M

E P M
P

 
 

 
)رو،ایناز. : ) ( : )P M Q MوچونM،ضربیاست

Pتواننوشتمی Q.7ۀقضیاماباتوجهبه،PماکسیمالاستولذاP Q.
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وRهشایاولازآلایشدهQوPیکحلقهنشوتری،Rفرضکنید.3ۀ نتیج
R

E
P

 
 
 

مشدولبشاتولیشد-Rیشک

Pدراینصورت.میناهیباشد QاگروتنهااگرHom ,
R R

E E
P Q

   
    

    
.

S1،SنامیماگرتعشدادمینشاهیمشدولسشادهماننشدطورمیناهینشاندهشدهمیرابهMمدول-R. 14تعریف 2،...،

kSکهطوریوجودداشیهباشندبه( ) ( ) ... ( )kE M E S E S  1.

:اندهایزیرمعادلگزاره.مدولباشد-RیکEحلقهنوتریویکRفرضکنید. 11 لم

1. Eآرتینیاست؛ 

2. Eطورمیناهینشاندهشدهاستبه. 

3.ۀبهقضی.برهان .رجوعشود[1]ازمنبع4

مدولانژکییو-RآرتینیاستاگروتنهااگرهرRدراینصورت.حلقهنوتریباشدیکRفرضکنید. 12ۀ قضی

.ناپذیر،نوتریباشدتجزیه

،RازPخشواهآلاولدلبشرایایشدهرو،ایشناز.نشوتریباششدناپشذیر،مدولانژکییوتجزیه-Rفرضکنیمهر. برهان

R
E

P

 
 
 

.آرتینیاستRرو،ازاین.استآلماکسیمالیکایدهP،1مدولنوتریاستوبنابهلم-Rیک

فرضکنیم آرتینیباشدRبالعکس، آنناپذیردلمدولانژکییوتجزیه-RیکEاگر. باشد، آلگاهیکایدهخواه

ازحلقهوجودداردکهPماکسیمال
R

E E
P

 
  

 
 Eرو،ازاینطورمیناهینشاندهشدهاستوبهEبنابراین.

 .نوتریخواهدبودوحکمبرقراراستEپس(.11بنابهلم)آرتینیاست

:آوریممی10ۀهایانژکییودرقضیدیگریرادرموردپوششنهاییاً،نییجه

IMبشاششر M مدولغیرصفرباتولیدمینشاهی-Rبرای.باشدRآلیازایدهIفرضکنید. 17 ۀقضی Mو

دهیمقرارمیMازNزیرمدولماکسیمال
( )

( : ( : ))
M

E
N

N RI I.هایزیربرقرارنددراینصورتگزاره:

M،NIازNازایهرزیرمدولماکسیمالبه .1 I؛ 

M،NIازNازایهرزیرمدولماکسیمالبه .2 RاگروتنهااگرIM N؛ 

،Mمدول-RازNازایهرزیرمدولماکسیمالاگربه .0
M

E
N

 
  

مولشدانژکییشوباششد،مدولهم-Rیک

Nگاهآن

N M
IM N

I I



.

  .برهان

rخواهعضودل.1 Iباتوجهبه.گیریمرادرنظرمی
( )

: M
E

N

I r
 

 
 
Nrتواننییجهگرفتمی I.

NIفشششرضکنشششیم.2 R.پشششس
( )

( : )
M

E
N

I .اگشششرIM N(فشششرضخلشششف)درایشششنصشششورت،

 :RI N M.رو،ایناز ( / )( : : )E M N RN M .چونNیکزیرمدولماکسیمالاسشت،پشسعضشو
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xغیرصفر Mوجودداردکهx N.ازایهرازسویدیگر،به :Rr N Mداریم، .x N r کشه

.یکتناقضاست

NIحال،برعکس،فرضکنیم R.کنیمثابتمیIM N.چونNI Rپشس،
( )

: M
E

N

I .،ازایشنرو

)عضوغیرصفر )
M

e E
N

وجودداردکهeI .بنابهتعریفپوششانژکییو،عضوغیرصشفرr Rوجشوددارد

که
M

re
N

وre .فرضکنیمre m N کهm N.چونIe Nپشس،Im Nودرنییجشه

 :RI N Mکهحکممطلوباست.

N،NIازایهرزیرمدولماکسیمال،به(1)باتوجهبهقسمت .1 I،رو،ازاینN

N M
IM N

I I



.

کنیم N فرض

N M
IM N

I I



خلف) فرض Nپس(.

N M
IM N

x I



به دارد xکهطوریوجود I . ایناز عضورو،

xغیرصفر Iاز

N

N M
IM N

I

I


وجوددارد.

Nحالزیرمدولماکسیمال ازMکهطوریگیریمبهدرنظرمیراIM N .چون
M

E
N

 
  

مولدانژکییوهم

ریخییهم-Rبنابهتعریفآن،یکرو،ازایناست،

:

N

N M
IM N

I

M
E

I N



  

   
 

وجودداردکه x I  .

Nxچششون I بنششابراین،
( )

. : M
E

N

x I


 
 

 
ازطرفششی. 

M
x I E

N


 
    

عضششوغیرصششفررو،ازایششن،

r Rکهطوریوجودداردبه .
M

r x I
N

  


ازسویدیگربنابهانژکییوبشودن.
M

E
N

 
  

دیشاگرام،

:جاییزیرراداریمجابه

'

N

N M
IM N inc

I

R

I I

M
E

N

 




 

 
 
 

 

iازایهربه Iداریم،:
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تشواننوششتمشیرو،ایناز. .x r I  .یعنشی rx I  ولشذا

 rx I  پس، .r x I  پسفرضخلفباطلوتساویحکمبرقراراست.کهیکتناقضاست.
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