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های مجموع بارش ماهانه  و برازش آن به داده پارامتریسه  کاپا توزیع

 ایستگاه آبعلی استان تهران
 

‌‌4،‌حسین‌نادب3،‌شهره‌انعامی2،‌فریده‌توانگر9*مریم‌شرفی

‌‌آمار‌‌گروهعلوم،‌‌ۀدانشکد،‌دانشگاه‌شیراز.‌9

‌آمار‌و‌ریاضی‌،‌گروهدانشگاه‌یورک،‌کانادا‌.2

‌پیام‌نور،‌مرکز‌بوشهردانشگاه‌.‌3

‌آمار‌،‌گروهدانشگاه‌یزد‌.4

‌‌24/94/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌44/42/19دریافت‌‌‌

 چکیده
‌توزیع ‌یکی‌از ‌به‌توزیع‌کاپا ‌مثبت‌است‌که ‌تحلیل‌داده منظور‌های‌چوله ‌و ‌جریان‌‌تجزیه ‌و ‌سرعت‌باد های‌بارندگی،

‌به‌.‌شود‌سیلاب‌استفاده‌می ‌‌[9]‌پارک‌و‌همکاران‌وسیلۀ‌بهتوزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌معرفی‌شده‌‌بررسیدر‌این‌مقاله‌ابتدا

‌خطی ‌گشتاورهای ‌گشتاوری، ‌روش ‌شامل ‌برآوردیابی ‌روش ‌چهار ‌سپس ‌و ‌9پرداخته ‌‌درست‌بیشینۀ، ‌و ‌بیشینۀنمایی

‌ۀسازی،‌به‌مقایس‌شبیه‌بررسیداده‌و‌با‌استفاده‌از‌یک‌‌ارائهها‌را‌برای‌برآوردیابی‌پارامترهای‌این‌توزیع‌‌ضرب‌فاصله‌حاصل

کار‌‌های‌مربوط‌به‌مجموع‌بارش‌ماهانه‌ایستگاه‌آبعلی‌استان‌تهران‌به‌ها،‌برای‌داده‌عملکرد‌آنها‌پرداخته‌و‌در‌پایان،‌این‌روش

‌.شود‌گرفته‌می

 

‌.ها‌ضرب‌فاصله‌حاصل‌بیشینۀنمایی،‌برآوردگر‌گشتاورهای‌خطی،‌برآوردگر‌‌درست‌بیشینۀتوزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری،‌برآوردگر‌‌:های کلیدی واژه

 

 مقدمه

‌توزیع ‌از ‌‌،های‌نامتقارن‌چوله‌مثبت‌یک‌خانواده ‌2]‌2که‌میلک‌استتوزیع‌کاپا ‌جانسون[ ‌میلک‌و برای‌‌،[3]‌3و

‌شود،‌های‌بارش‌استفاده‌می‌های‌گاما‌و‌لگ‌نرمال‌برای‌برازش‌داده‌معمولأ‌از‌توزیع.‌کردند‌ارائههای‌بارش‌‌توصیف‌داده

‌این‌توزیع ‌از‌نظر‌محاسباتی‌‌اما ‌تابع‌توزیع‌تجمعی‌‌،نیستند‌آسانها ‌ای‌ندارد‌بسته‌شکلتابع‌چندکی‌آنها‌و‌زیرا در‌،

‌.استبسته‌‌دارای‌شکلهای‌کاپا‌‌خانواده‌توزیع‌تابع‌چندکیو‌تابع‌توزیع‌تجمعی‌که‌‌حالی

عنوان‌یکی‌از‌‌به‌‌]2[میلک‌‌وسیلۀ‌به‌شدهمعرفی‌‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌توزیع‌کاپا‌دو‌پارامتری‌[4]‌و‌همکاران‌4اشکار

‌پارامتری‌استفاده‌ ‌برایترین‌توزیع‌‌در‌هواشناسی‌به‌این‌نتیجه‌رسیدند‌که‌این‌توزیع‌مناسبشده‌چندین‌توزیع‌دو

‌‌برازش‌داده ‌رودخانه ‌استهای‌جریان‌کم‌در ‌همکاران. ‌و ‌چندک‌[5]‌اشکار ‌برآورد ‌با‌‌به ‌پارامترهای‌این‌توزیع ‌و ها

‌.نمایی‌پرداختند‌درست‌بیشینۀاستفاده‌از‌روش‌

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌msharafi@shirazu.ac.irنویسنده مسئول*
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

تعمیم‌دادند‌و‌توزیع‌‌را‌با‌اضافه‌کردن‌پارامتر‌مکان‌‌[2]‌توزیع‌کاپا‌دو‌پارامتری‌میلک‌[9]‌و‌همکاران‌9پارک

مناسب‌‌بندی‌متغیرهایی‌که‌دارای‌کران‌پایین‌هستند،‌آنها‌این‌توزیع‌را‌برای‌مدل.‌کاپا‌سه‌پارامتری‌را‌معرفی‌کردند

های‌‌های‌مختلف‌پرداختند‌و‌این‌توزیع‌را‌برای‌برازش‌به‌داده‌به‌برآورد‌پارامترهای‌این‌توزیع‌از‌روش‌سپس.‌دانستند

‌.سری‌زمانی‌مربوط‌به‌بارش‌روزانه‌در‌نظر‌گرفتند

‌.های‌سانسور‌شده‌نوع‌دوم‌برآورد‌کردند‌پارامترهای‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌را‌برای‌داده‌[6]‌و‌همکاران‌2آشور

‌به‌[9]هاسکینگ‌ ‌پارامتری‌را ‌چهار ‌جانسون‌توزیع‌کاپا ‌پارامتری‌میلک‌و ‌سه ‌توزیع‌کاپا ‌‌[3]‌عنوان‌تعمیمی‌از

زاده‌و‌‌توان‌به‌حسن‌که‌از‌جمله‌می‌بسیاری‌روی‌توزیع‌کاپا‌چهار‌پارامتری‌انجام‌شده‌است‌های‌پژوهش.‌معرفی‌کرد

‌.کار‌بردند‌اشاره‌کرد‌که‌این‌توزیع‌را‌در‌تخمین‌شاخص‌بارندگی‌استاندارد‌شده‌به‌[8]عبدی‌کردانی‌

‌ ‌سه‌پارامتری‌معرفی‌شده ‌در‌بخش‌دوم‌به‌معرفی‌توزیع‌کاپا ‌ابتدا ‌این‌مقاله، ‌‌[9]پارک‌و‌همکاران‌‌وسیلۀ‌بهدر

‌ارائه‌می‌پرداخته‌و‌برخی‌از‌ویژگی را‌در‌‌های‌‌مختلف‌برآوردیابی‌پارامترهای‌این‌توزیع‌سپس‌روش.‌کنیم‌های‌آن‌را

سازی‌و‌یک‌مجموعه‌داده‌واقعی‌به‌‌شبیه‌بررسیهای‌چهارم‌و‌پنجم‌با‌استفاده‌از‌یک‌‌بخش‌سوم‌شرح‌داده‌و‌در‌بخش

‌.کنیم‌گیری‌می‌داخته‌‌و‌نتیجههای‌برآوردیابی‌ذکر‌شده‌در‌بخش‌سوم‌پر‌روش‌ۀمقایس

‌

 های آن معرفی توزیع کاپا سه پارامتری و ویژگی

‌‌:صورت‌باشد‌‌دینبآن‌‌چگالیتابع‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌است،‌هرگاه‌دارای‌‌ متغیر‌تصادفی‌

     
 

 
    

   

 
 
 

 
    

 

 
 

                                                  (9)  

یمتغیر‌تصادفو‌تابع‌چندکی‌تابع‌توزیع‌‌.ندهستشکل‌های‌مکان،‌مقیاس‌و‌پارامترترتیب‌‌به‌ و‌‌‌ ‌،‌ که‌در‌آن‌

Xاستصورت‌‌دینترتیب‌ب‌به‌:‌

      
   

 
     

   

 
 
 

 
  
 
 
 

  

         
   

    
 

 
 

                           

ه‌توزیع‌کاپا‌گاه‌ب‌،‌آن   و‌‌‌   اگر‌به‌توزیع‌کاپا‌دو‌پارامتری‌و‌‌توزیعگاه‌این‌‌آن‌   ‌،‌اگر(9)‌ۀدر‌رابط

‌پارامتر‌شکل‌ ‌سه‌پارامتری‌شکل‌تابع‌چگالی‌.شود‌تبدیل‌می‌ یک‌پارامتری‌با ‌متفاوتی‌از‌به‌کاپا با‌   ازای‌مقادیر

‌.اند‌نمایش‌داده‌شده‌9در‌شکل‌‌   و‌‌‌   

 :شوند‌صورت‌محاسبه‌می‌‌دینترتیب‌ب‌به‌Xغیرمرکزی‌اول‌تا‌سومگشتاورهای‌
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βو‌‌‌     ،ازای مقادیر مختلفی از  به کاپا سه پارامتری نمودار تابع چگالی. 1شکل    ‌‌ 

‌:دست‌آورد‌صورت‌به‌‌دینتوان‌ب‌را‌می‌‌ Xام‌متغیر‌تصادفیkۀطورکلی‌گشتاور‌مرتب‌به

      
             

 

 
   

 
 
  

                                         (2)  

‌که‌طوریبه
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صورت‌محاسبه‌‌‌دینرا‌نیز‌ب‌Xچولگی‌و‌کشیدگی‌متغیر‌تصادفی‌بیضرا‌توان‌واریانس،‌میمذکور‌با‌استفاده‌از‌روابط‌

‌:کرد
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‌

 توزیع کاپا سه پارامتریی پارامترها یابی برآوردهای  روش

سه‌روش‌اول‌در‌پارک‌‌.گردد‌ارائه‌میتوزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌ی‌پارامترهابرای‌‌‌یابیروش‌برآورد‌چهاردر‌این‌بخش‌

عنوان‌روش‌جدید‌در‌این‌مقاله‌در‌نظر‌گرفته‌‌ها‌به‌ضرب‌فاصله‌حاصل‌بیشینۀآمده‌است،‌‌ولی‌روش‌‌[9]و‌همکاران‌

‌.شود‌می

‌(MME) روش گشتاوری .1

در‌.‌باشد‌          با‌مقادیر‌‌کاپا‌سه‌پارامتری‌توزیعیک‌نمونه‌تصادفی‌از‌‌‌          کنید‌‌فرض

‌.شود‌نمایش‌داده‌می‌  و‌‌  ،‌‌  با‌محاسبه‌و‌‌ و‌‌ ،‌‌ ‌های‌گشتاوری‌پارامترهای‌این‌بخش‌برآوردگر

‌:شوند‌صورت‌تعریف‌می‌دینای‌ب‌دانیم‌گشتاورهای‌غیرمرکزی‌نمونه‌می

    
       

 

   

      
     

           
     

  

 

   

 

   

 

‌.پردازیم‌می‌                   ه‌اینک‌به‌حل‌دستگا

‌:‌داریم(‌2)‌ۀبنابر‌رابط

                                                               (3)  

‌(3)و‌(‌2)با‌توجه‌به‌روابط‌

                  
         

              
 

             
                      (4)  

   
                 

       

‌:و‌انجام‌محاسبات‌ساده‌داریم(‌4)،‌(3)،‌(2)حال‌با‌استفاده‌از‌روابط‌

    
                 

          
                                                     (5)  
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،‌که‌همان‌برآوردگرهای‌‌                   ه‌دستگا،‌جواب‌(5)و‌(‌4)،‌(3)کارگیری‌روابط‌‌اکنون‌با‌به

‌:‌کند‌روابط‌صدق‌میاین‌گشتاوری‌هستند‌در‌

                  

    
     

 

             
     

 
 
   

                                
     

              
      

 
 

 
     

           
  

      
  
 
 

  

‌ۀتر‌از‌اولین‌آمار‌بزرگ‌  چنین‌اگر‌‌هم.‌   واضح‌است‌که‌شرط‌وجود‌گشتاورهای‌اول،‌دوم‌و‌سوم‌این‌است‌که

‌.گاه‌برآوردگرهای‌گشتاوری‌وجود‌ندارد‌،‌آن       ترتیبی‌باشد‌یعنی‌

 (LME) روش گشتاورهای خطی .2

‌آماره‌امید‌ریاضی‌ترکیب‌ گشتاورهای‌خطی ‌برای‌هر‌‌که‌می‌استهای‌ترتیبی‌‌های‌خطی‌معینی‌از ‌را توان‌آنها

روش‌گشتاوری‌این‌است‌که‌برآوردگر‌‌مزیت‌عمده‌این‌روش‌نسبت‌به.‌متغیر‌تصادفی‌با‌میانگین‌متناهی‌تعریف‌کرد

‌داده ‌از ‌تابعی‌خطی ‌بوده‌گشتاورهای‌خطی ‌کم‌است‌ها ‌داده‌و ‌تحت‌تأثیر ‌پر‌تر ‌میهای ‌قرار ‌گیرد‌ت ‌روش‌. ‌رااین

‌.ده‌استکرمعرفی‌‌‌[1]‌9هاسکینگ

‌ ‌تجمعی‌ اگر ‌توزیع ‌تابع ‌با ‌تصادفی ‌متغیر یک F ‌‌ ‌چندک ‌تابع و x آماره‌‌ ‌و ‌‌‌ترتیبی‌های‌باشد

‌تصادفی‌انتخابی‌به‌حجم‌                 ‌یک‌نمونه ‌گشتاورهای‌خطی‌‌Xاز‌nحاصل‌از باشند،

‌:شوند‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینمتغیر‌تصادفی‌ب

             
   
 

          
   
                                                       (6)  

‌:محاسبه‌کرد‌(9)صورت‌‌توان‌به‌چنین‌امید‌ریاضی‌یک‌آماره‌ترتیبی‌را‌می‌هم

         
  

            
                  
 

 
                       ‌ ‌   ‌(9)‌‌‌‌  

‌:‌و‌انجام‌محاسبات‌داریم(‌6)‌ۀدر‌رابط(‌9)‌ۀگذاری‌رابط‌با‌جای‌

                
 

 

 

   
            

 
               

 

 

 

   
                  

 
                   

 

 

 

                                                           
1. Hosking  
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گیری‌صورت‌مستقل‌از‌واحد‌اندازه‌ستاندارد‌کرد،‌در‌اینرا‌ا‌‌  ،‌‌   اغلب‌بهتر‌است‌گشتاورهای‌مراتب‌بالاتر‌

Xصورت‌‌توان‌به‌های‌گشتاور‌خطی‌را‌می‌بنابراین‌نسبت.‌خواهند‌شد‌   
  

  
‌تعریف‌کرد‌     جاکه‌‌از‌آن.

های‌نااریبی‌‌است،‌طبیعی‌است‌که‌با‌استفاده‌از‌آماره‌rۀهای‌ترتیبی‌یک‌نمونه‌به‌انداز‌از‌امید‌ریاضی‌آمارهتابعی‌‌  

‌.کنیم‌ند‌که‌در‌زیر‌به‌آنها‌اشاره‌میکردمعرفی‌‌[94]‌9هافدینگ‌راهای‌نااریب‌‌این‌آماره.‌برآورد‌شوند

مرتب‌شده‌‌ۀنمون‌‌                تصادفی‌و‌‌ۀمشاهدات‌یک‌نمون‌‌          ‌کنید‌فرض‌

‌امین‌گشتاور‌خطی‌نمونه‌برابر‌است‌با‌r.‌باشند

    
 
 
 
  

              
   
 

                                  

   

                 

 

‌:داریمبنابراین‌در‌حالت‌خاص‌

    
     

 

   

  

   
 

 
 
 
 
 
  

            

   

  

   
 

 
 
 
 
 
  

                  

     

  

   گشتاور‌خطی‌‌‌های‌‌در‌نتیجه‌نسبت
  

  
    توان‌با‌‌را‌می‌‌‌

  

  
 .برآورد‌کرد    

‌گشتاورهای‌خطی‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌برابرند‌با‌‌‌

       
 
 
    

 

 
   

 

 
   

      
 
 
    

 

 
   

 

 
    

 
 
    

 

 
   

 

 
   

      
 
 
    

 

 
   

 

 
     

 
 
    

 

 
   

 

 
    

 
 
    

 

 
   

 

 
   

‌:که‌برابر‌است‌با‌شود‌می‌ تابعی‌از‌‌‌  خطی‌و‌در‌این‌صورت‌‌نسبت‌گشتاور‌

   
  
  
 
   

 
    

 
      

 
    

 
     

 
    

 
  

   
 
    

 
     

 
    

 
  

 

های‌متناظر‌آن‌در‌نمونه‌‌از‌این‌روش،‌گشتاورهای‌خطی‌در‌توزیع‌کاپا‌را‌با‌کمیت  و‌‌ ،‌‌ برای‌برآورد‌پارامترهای‌

صورت‌‌دیندهیم‌را‌ب‌نمایش‌می‌‌  و‌ ‌  ،‌‌  که‌‌با‌    و‌ ، مساوی‌قرار‌داده‌و‌برآوردهای‌گشتاور‌خطی‌پارامترهای‌

‌:آوریم‌دست‌می‌به

                                                           
2. Hoeffding  
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511های‌مجموع‌بارش‌ماهانه‌ایستگاه‌آبعلی‌استان‌تهران‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌‌و‌برازش‌آن‌به‌داده

              
 در‌نتیجه

                 

‌‌و‌‌‌

                       
‌بنابراین

   
  

                  
 

 بنابراین.‌را‌با‌برابر‌قرار‌دادن‌نسبت‌گشتاور‌خطی‌توزیع‌و‌نمونه‌محاسبه‌می‌کنیم‌  و‌

        

       معادله‌‌‌ۀریش‌  نتیجه‌ در
  

  
   اولین‌آماره‌ترتیبی‌باشد‌تر‌از‌زرگب‌‌   اگر‌واضح‌است‌که‌.‌است‌

‌.وجود‌ندارد‌گشتاور‌خطیگاه‌برآورد‌‌‌،‌آن       یعنی‌

 (MLE) نمایی درستبیشینۀ روش  .3

‌:مشاهده‌مستقل‌از‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌عبارت‌است‌از‌nنمایی‌برای‌‌تابع‌درست

           
 

 
 
 

     
    

 
 
 

 
  
   
 
  

   

                                                      

                 

‌ ‌برآوردگرهای ‌‌درستبیشینۀ ‌ ‌پارامترهاینمایی ، ‌‌ ‌ک‌ و ‌با ‌‌   ،  ه ‌‌مایشن‌  و ‌داده تابع‌‌شوند‌مینمایش

ثابت،‌نسبت‌به‌پارامتر‌‌ و‌‌ برای‌جاکه‌این‌تابع‌‌از‌آن.‌کند‌می‌بیشینه‌ و‌‌ ،‌‌ ازای‌پارامترهای‌‌را‌به‌        

‌           ‌تابع‌گیری‌از‌مشتقو‌‌         در‌تابع‌   گذاری‌حال‌با‌جای.‌       پس‌صعودی‌است،‌‌ 

‌:ها‌داریمآنصفر‌قرار‌دادن‌و‌‌ و‌‌   نسبت‌به

 

  
 
 

   
        

       
 

 
  

   
    

  
  

 

   

 

   

   

 

   

 

  

  
  

    

  
  

         
  

   

 

   

    

          که‌در‌آن‌
  

    و‌‌‌‌‌
       

 
‌.دهستنهای‌عددی‌قابل‌حل‌‌روش‌به‌‌مذکوردو‌معادله‌‌.

‌(MPSE)ها  ضرب فاصله حاصل بیشینۀروش . 5

،‌[92]چنگ‌و‌امین‌‌وسیلۀ‌بهکه‌‌استمتغیره‌‌های‌تک‌یک‌روش‌کلی‌برای‌برآورد‌پارامترهای‌توزیعMPSE ‌روش

تر‌از‌یک‌پارامتر‌مجهول‌‌گاه‌متغیر‌تصادفی‌بزرگ‌ویژه‌برای‌برآوردیابی‌مواقعی‌که‌تکیه‌این‌روش‌به.‌معرفی‌شد‌[99]

‌:دهیم‌طور‌خلاصه‌شرح‌می‌این‌روش‌را‌به.‌استاست،‌مناسب‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌512
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

.‌باشند‌      های‌ترتیبی‌یک‌نمونه‌از‌توزیع‌‌مشاهدات‌آماره‌‌                ‌فرض‌کنید‌

‌صورت‌‌ها‌را‌به‌فاصله

                                                    

در‌واقع‌‌.‌         و‌‌       کنیم،‌‌وقتی‌که‌تعریف‌می
i

Dمقدار‌اختلاف‌تابع‌توزیع‌در‌‌ۀدهند‌ها‌نشان

           توان‌نشان‌داد‌که‌‌سادگی‌می‌به.‌استشده‌‌‌دو‌نقطه‌مجاور‌از‌نمونه‌تصادفی‌مرتب
    

‌MPSE روش‌ ‌با ‌آن ‌در ‌‌بیشینهروشی‌است‌که ‌تابع        =کردن
   
‌به‌    ‌        ‌معادل‌‌یا طور

‌به‌برآوردگر‌کردن‌پارامتر‌ آن‌نسبت‌به‌‌لگاریتم ‌شود‌پرداخته‌می‌ ‌، ای‌‌واضح‌است‌که‌این‌برآوردگر‌شکل‌بسته.

آن‌است‌که‌بر‌خلاف‌MPSE ‌طورکلی‌مزیت‌عمده‌روش‌به.‌دشو‌های‌عددی‌محاسبه‌می‌ندارد‌و‌با‌استفاده‌از‌روش

‌درست ‌نمی‌تابع ‌است‌و ‌کراندار ‌غیر ‌برخی‌مواقع ‌در ‌که ‌‌نمایی ‌برآوردگرهای ‌کند،تواند ‌تولید همواره‌     سازگار

رآوردگرهای‌ب‌نمایی‌درست‌بیشینۀ‌روش‌به‌نسبت‌تری‌کلی‌شرایط‌تحت‌تواند‌می‌و‌(            )است‌‌کراندار

در‌صورت‌برقراری‌‌نمایی‌درست‌بیشینۀاز‌این‌روش،‌مانند‌برآوردگرهای‌‌حاصل‌چنین‌برآوردگرهای‌هم.‌سازگار‌ارائه‌دهد

‌به ‌‌شرایط‌نظم، ‌کاراستطور ‌و ‌مجانبی‌دارای‌توزیع‌نرمال ‌این. ‌جای‌در ‌با ‌پارامتری‌و‌‌جا ‌سه گذاری‌تابع‌توزیع‌کاپا

ها‌یک‌شرط‌اساسی‌در‌این‌‌توجه‌کنید‌که‌مساوی‌نبودن‌داده.‌رسیم‌می‌MPSEبه‌برآوردگرهای‌‌         

‌.روش‌است

‌

 سازی شبیه های پژوهش

و‌جذر‌میانگین‌توان‌دوم‌خطا‌‌(bias)های‌مختلف‌برآورد‌از‌نظر‌اریبی‌سازی‌روش‌بار‌شبیه‌9444در‌این‌بخش‌با‌

(rmse)ازای‌مقادیر‌مختلف‌‌‌به‌nرود‌و‌معمولاً‌کار‌می‌های‌آب‌و‌هوایی‌به‌چون‌این‌توزیع‌برای‌داده.‌شوند‌مقایسه‌می‌‌

‌.در‌نظر‌گرفته‌شده‌است‌544و‌‌‌944‌،924‌،954‌،244‌،344برابر‌با‌‌nحجم‌نمونه‌زیاد‌است،‌مقادیر

‌biasو‌‌rmseو‌در‌حالت‌‌9در‌جدول‌‌     و‌‌   ،‌   های‌مختلف‌برآوردیابی‌در‌حالت‌‌روش‌

های‌گشتاوری‌و‌گشتاوری‌خطی‌در‌حالتی‌‌توجه‌شود‌که‌‌روش.‌آمده‌است‌2در‌جدول‌‌‌   و‌‌   ،‌   

‌.‌اند‌دست‌آمده‌به‌Rاند‌و‌تمام‌نتایج‌با‌استفاده‌از‌نرم‌افزار‌‌اند‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌که‌موجود‌بوده

کاهش‌‌rmse،های‌برآوردیابی،‌با‌افزایش‌حجم‌نمونه‌دهند‌که‌برای‌تمامی‌روش‌نشان‌می‌2و‌‌9های‌‌نتایج‌جدول

‌یابد‌می ‌روش‌‌هم. ‌ثابت، ‌نمونه ‌حجم ‌برای ‌این‌MPSEچنین ‌بر ‌دارای‌‌علاوه ‌پارامترها ‌تمامی ‌کردن ‌برآورد ‌در که

‌اریبی‌است‌‌کم ‌مطلق ‌که‌به)ترین‌قدر ‌مورد ‌چند ‌اریبی‌کم‌ MLEجز ‌مطلق ‌تری‌است‌دارای‌قدر ترین‌‌دارای‌کم(

rmse‌(به‌جز‌چند‌موارد‌اندکی‌کهMLE دارای‌‌rmseتری‌است‌کم‌‌)توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌روش‌‌‌بنابراین‌می.‌است

‌.‌دارای‌بهترین‌عملکرد‌نسبت‌به‌سه‌روش‌برآوردیابی‌دیگر‌است‌MPSEبرآوردیابی‌

‌

‌

‌

‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

40
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.1

4.
7 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             8 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.405
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.14.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2846-en.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌513های‌مجموع‌بارش‌ماهانه‌ایستگاه‌آبعلی‌استان‌تهران‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌‌و‌برازش‌آن‌به‌داده

      و‌‌   ‌،‌   های مختلف برآوردیابی در حالت  روش ۀمقایس .1جدول 

n روش       
bias rmse bias rmse bias rmse 

944 MME 4424/4-‌ 4624/4 2818/9 6349/9 9468/4 9252/4 

LME 4922/4- 4914/4 3941/4 4234/9 4299/4 4634/4 

MLE 4494/4 4944/4 2359/4 1198/4 4423/4- 4592/4 

MPSE 4449/4- 4468/4 4156/4- 8622/4 4468/4- 4555/4 

924 MME 4311/4- 4549/4 2449/9 5689/9 4196/4 9921/4 

LME 4999/4- 4965/4 3425/4 1834/4 4998/4 4553/4 

MLE 4454/4 4498/4 9139/4 1553/4 4449/4 4529/4 

MPSE 4442/4 4464/4 9941/4- 9992/4 4465/4- 4418/4 

954 MME 4394/4- 4569/4 9326/9 4949/9 4158/4 9928/4 

LME 4945/4- 4955/4 2828/4 9939/4 4948/4 4489/4 

MLE 4444/4 4463/4 9412/4 9843/4 4449/4- 4453/4 

MPSE 4442/4 4448/4 4649/4- 6492/4 4436/4- 4444/4 

244 MME 4355/4- 4444/4 4364/9 2893/9 4856/4 4162/4 

LME 4416/4- 4935/4 2433/4 6315/4 4934/4 4494/4 

MLE 4436/4 4459/4 4984/4 6422/4 4426/4- 4384/4 

MPSE 4449/4- 4433/4 4994/4 6289/4 4491/4- 4399/4 

344 MME 4335/4- 4462/4 8499/4 4849/4 4991/4 4144/4 

LME 4495/4- 4949/4 9594/4 5915/4 4949/4 4399/4 

MLE 4423/4 4433/4 4291/4 4181/4 4496/4- 4348/4 

MPSE 4444/4- 4422/4 4998/4- 4843/4 4445/4- 4343/4 

544 MME 4281/4- 4345/4 6144/4 1992/4 4665/4 4951/4 

LME 4435/4- 4483/4 9963/4 4943/4 4449/4 4942/4 

MLE 4493/4 4498/4 4448/4 3894/4 4444/4- 4241/4 

MPSE 4444/4- 4493/4 4389/4- 3639/4 4421/4- 4232/4 

 

 مثال کاربردی

متر‌در‌ماه‌‌مربوط‌به‌مجموع‌بارش‌ماهانه‌ایستگاه‌آبعلی‌استان‌تهران‌بر‌حسب‌میلیدر‌این‌بخش،‌سری‌زمانی‌

سال‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است‌که‌در‌سایت‌سازمان‌هواشناسی‌کشور‌‌32یعنی‌‌2494تا‌‌9183های‌‌ژانویه‌طی‌سال

‌تا‌یک‌رقم‌اعشار‌گرد‌شده‌و‌این‌داده  قابل‌دسترسی‌است ‌اند‌ها های‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌مربوط‌به‌‌که‌دادهجا‌از‌آن.

‌.‌‌صورت‌مستقل‌در‌نظر‌گرفت‌توان‌آنها‌را‌به‌،‌بنابراین‌میاستهای‌مختلف‌‌مجموع‌بارش‌ماه‌ژانویه‌طی‌سال

‌45/4با‌حداکثر‌خطای‌مطلق‌‌‌(-45/4،‌ 45/4)‌ۀید‌شده‌از‌توزیع‌یکنواخت‌در‌بازتصادفی‌تول‌‌یهر‌داده‌را‌با‌عدد

لازم‌به‌یادآوری‌است‌که‌.‌نامیم‌های‌تبدیل‌یافته‌می‌های‌جدید‌را‌داده‌داده.‌ایم‌گرد‌کرده‌رقم‌اعشار‌4جمع‌کرده‌و‌تا‌

‌شده‌داده ‌گرد ‌اعشار ‌یک‌رقم ‌تا ‌اصلی ‌با‌‌های ‌مطلقی ‌خطای ‌اعشار، ‌یک‌رقم ‌تا ‌اعداد ‌کردن ‌گرد ‌برای ‌چون ‌و اند

‌بنابراین‌از‌چنین‌تبدیلی‌استفاد‌در‌نظر‌گرفته‌می‌45/4ترین‌مقدار‌‌بیش ‌ه‌شده‌‌استشود، ‌استفاده‌از‌این‌‌به. علاوه،

را‌نیز‌انجام‌‌MPSEروش‌‌توان‌برآوردیابی‌به‌شود‌و‌می‌های‌تکراری‌موجود‌در‌نمونه‌می‌تبدیل‌باعث‌از‌بین‌رفتن‌داده

آزمون‌‌ۀآمار، پارامترهای‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری MPSEو‌‌ MME‌،LME،MLEها‌برآوردهای‌‌برای‌این‌داده.‌داد

محاسبات‌و‌.‌شده‌است‌ارائه‌3شده‌و‌نتایج‌در‌جدول‌‌‌ p-valueۀچنین‌محاسب‌و‌هم‌(KS)کولموگروف‌اسمیرنوف‌

‌.دست‌آمده‌است‌به‌Rنتایج‌مربوط‌به‌این‌مثال‌نیز‌با‌استفاده‌از‌نرم‌افزار‌

‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌   و‌‌   ‌،‌   های مختلف برآوردیابی در حالت  روش ۀمقایس. 2جدول ‌
n روش       

bias rmse bias rmse bias rmse 

944 MME 4514/4-  9939/4  3484/9  1419/9 2438/4  2854/4  

LME 4545/4-  4942/4  3184/4  4453/9  4415/4  2919/4  

MLE 4288/4-  4318/4  4416/4  4934/9  - 4453/4  2999/4  

MPSE 4422/4-  4349/4  9341/4-  3654/9  - 4349/4  2994/4  

924 MME 4589/4-  994/4  9369/9  9411/9  9812/4  2699/4  

LME 4446/4-  4643/4  3943/4  3996/9  4355/4  2413/4  

MLE 4232/4  4321/4  3946/4  3836/9  - 4434/4  2463/4  

MPSE 4448/4  4236/4  - 9599/4  4489/9  - 4349/4  9145/4  

954 MME 4581/4-  9444/4  4969/9  5448/9  9849/4  2546/4  

LME 4369/4-  4594/4  3219/4  9984/9  4594/4  9844/4  

MLE 4985/4  4259/4  2999/4  4496/9  - 4424/4  9653/4  

MPSE 4449/4  4989/4  - 9549/4  1284/4  - 4234/4  9994/4  

244 MME 4569/4-  4135/4  8622/4  3446/9  9694/4  2256/4  

LME 4356/4-  4594/4  2945/4  1994/4  4399/4  9644/4  

MLE 4933/4  4985/4  9823/4  1981/4  - 4499/4  9549/4  

MPSE 4444/4-  4934/4  - 9242/4  9194/4  4989/4  9424/4  

344 MME 4431/4-  4825/4  6348/4  4599/9  9254/4  9136/4  

LME 4399/4-  4426/4  9492/4  9929/4  4345/4  9269/4  

MLE 4419/4  4932/4  9418/4  9439/4  - 4433/4  9964/4  

MPSE 4444/4  4412/4  - 9244/4  6544/4  - 4229/4  9228/4  

544 MME 4383/4-  4633/4  4835/4  8895/4  9425/4  9662/4  

LME 4491/4-  4492/4  4246/4  5248/4  - 4918/4  4143/4  

MLE 4458/4  4494/4  4252/4  5264/4  - 4944/4  4149/4  

MPSE 4444/4  4452/4  - 4844/4  4664/4  - 4943/4  4815/4  

کارگیری‌هر‌چهار‌روش‌برآوردیابی‌منجر‌به‌برازش‌مناسب‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌به‌شود‌به‌‌که‌مشاهده‌می‌چنان

‌.دهد‌دست‌می‌به ‌‌p-valueو‌‌KSترین‌برازش‌را‌از‌نظر‌آماره‌‌بیش‌ MPSEشود،‌‌اما‌برآورد‌ها‌می‌داده

همراه‌تابع‌چگالی‌کاپا‌سه‌پارامتری‌‌میزان‌بارش‌به‌های‌تبدیل‌یافته‌،‌نمودار‌سمت‌چپ،‌هیستوگرام‌داده2در‌شکل‌

ها‌و‌‌دهد‌و‌در‌نمودار‌سمت‌راست،‌تابع‌توزیع‌تجربی‌داده‌چهار‌روش‌برآوردیابی‌را‌نشان‌می‌وسیلۀ‌بهبرازش‌داده‌شده‌

تابع‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌برازش‌یافته‌بر‌اساس‌این‌چهار‌روش‌برآوردیابی‌ارائه‌شده‌است‌که‌هر‌دو‌نمودار‌برازش‌

 .کنند‌یید‌میأرا‌ت‌MPSEروش‌مناسب‌

و KSپارامترهای توزیع کاپا سه پارامتری، آماره   MPSEو   MME ،LME،MLEبرآوردهای  .3جدول 
p value های تبدیل یافته برای داده متناظر 

‌روش                 

3962/4‌9562/4‌9594/62‌8863/5‌9864/95‌MME 

5388/4‌9382/4‌6851/44‌4181/3‌4326/29‌LME 

3819/4‌9546/4‌4349/45‌3314/3‌6326/29‌MLE 

6491/4‌9218/4‌8118/44‌8892/2‌6531/91‌MPSE 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌514های‌مجموع‌بارش‌ماهانه‌ایستگاه‌آبعلی‌استان‌تهران‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌‌و‌برازش‌آن‌به‌داده

 
‌های مختلف برآوردیابی ها با استفاده از روش میزان برازش توزیع کاپا سه پارامتری  روی داده .2شکل 

 

 گیری  نتیجهبحث و 

‌توزیع‌کاپا‌سه‌پارامتری‌‌پرداختیم‌بررسیدر‌این‌مقاله‌به‌ سپس‌چهار‌روش‌برآوردیابی‌شامل‌روش‌گشتاوری،‌.

در‌نظر‌ها‌را‌برای‌برآوردیابی‌پارامترهای‌این‌توزیع‌‌ضرب‌فاصله‌حاصل‌بیشینۀنمایی‌و‌‌درست‌بیشینۀگشتاورهای‌خطی،‌

سازی‌‌نتایج‌این‌شبیه .پرداختیم‌مقایسه‌عملکرد‌این‌چهار‌روش‌برآوردیابی‌بهسازی،‌‌شبیه‌بررسییک‌با‌انجام‌.‌گرفتیم

‌روش‌‌نشان‌می ‌که ‌دهد ‌‌ضرب‌فاصله‌حاصلبیشینۀ ‌MPSE)ها ‌میانگین‌توان‌دوم‌( ‌جذر ‌اریبی‌و ‌مطلق دارای‌قدر

گرفته‌شد‌که‌با‌کار‌‌ها،‌برای‌یک‌مجموعه‌داده‌واقعی‌به‌در‌پایان،‌این‌روش‌.استها‌‌تری‌نسبت‌به‌بقیه‌روش‌خطای‌کم

های‌مختلف‌برآوردیابی‌توزیع‌‌حاصل‌از‌برازش‌روشکولموگروف‌اسمیرنوف‌آزمون‌ ‌‌‌p-valueو‌دست‌آوردن‌آماره‌به

‌روش ‌سه‌پارامتری، ‌به‌این‌داده‌برازش‌بهتری‌نسبت‌به‌سایر‌روش‌ MPSEکاپا ‌دارد‌که‌به‌این‌ترتیب‌نتیجه‌‌ها ها

 .شود‌یید‌میأسازی‌نیز‌ت‌حاصل‌از‌شبیه

 گزاری سپاس

‌.یمکن‌مید،‌تشکر‌ششان‌که‌باعث‌بهبودی‌مقاله‌‌پیشنهادهای‌ارزنده‌دلیل‌از‌داوران‌محترم‌به

 

‌منابع

1. Park J. S., Seo S. C., Kim T. Y., "A kappa distribution with a hydrological application", 

Stochastic environmental research and risk assessment, 23 (2009) 579-586. 

2. Mielke Jr P. W., "Another family of  ‌distributions for describing and analyzing precipitation 

data", Journal of  Applied Meteorology, 12 (1973) 275-280. 

3. Mielke P. W, Johnson E. S, "Three-Parameter kappa distribution maximum likelihood‌ ‌

estimates and likelihood ratio tests", Monthly Weather Review, 101 (1973) 701-707. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

40
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.1

4.
7 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                            11 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.405
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.14.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2846-en.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌514
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

4. Ashkar F., Bayentin J., Savoie N., El-Jabi N, "Frequency analysis of  low stream flow  

characteristics using statistical distributions", Critical Transitions in Water and 

Environmental Resources Management,  4th International Water Association  World Water 

Congress( 2004). 

 5. Ashkar F., Aucoin F., Bayentin L., "Parameter and quantile estimation of the 2-parameter 

kappa distribution by maximum likelihood", Stochastic Environmental Research and Risk 

Assessment, 26 (2012) 1025-1039. 

6. Ashour S. K., Elsherpieny E. A., Abdel-all Y. Y., "Parameter estimation for three-parameter 

kappa distribution under Type-II censored samples", Journal of Applied Sciences Research, 

5 (2009) 1762-1766. 

7. Hosking J. R. M., "The four-parameter kappa distribution", IBM Journal of Research and 

Development, 38 (1994) 251-258. 

،‌علوم‌"استفاده‌از‌توزیع‌چهار‌پارامتری‌کاپا‌در‌تخمین‌شاخص‌بارندگی‌استاندارد‌شده"عبدی‌کردانی‌امین،‌‌،یوسف‌زاده‌حسن8. 

 .39-29(‌9319)‌35،‌(علمی‌کشاورزی‌ۀمجل)مهندسی‌آبیاری‌و‌

9. Hosking J. R. M., "L-moments: analysis and estimation of distributions using linear 

combinations of order statistics", Journal of the Royal Statistical Society  B, (1990) 105-124. 

10. Hoeffding,W., "A class of statistics with asymptotically normal distribution", The Annals of  

Mathematical Statistics, 19 (1948) 293-325. 

11. Cheng R. C. H., Amin N. A. K., "Maximum product of spacings estimation with application 

to the lognormal distribution", Math Report,791 (1979). 

12. Cheng R. C. H., Amin N. A. K., "Estimating parameters in continuous univariate 

distributions with a shifted origin", Journal of the Royal Statistical Society  B, (1983) 394-

403. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

40
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.1

4.
7 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.405
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.14.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2846-en.html
http://www.tcpdf.org

