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)مترهای , ) یافته لندسبرگ ضعیف تعمیم 
 

 ، مهدی رفیعی رادعلی علاء، ابوالفضل بهزادی

 مازندران، گروه ریاضیدانشگاه 

 

 27/13/78پذیرش                     01/17/77دریافت  

 چکیده

)در این مقاله، مترهای  , )  2 یافتةتعمیم
( , )F b s دهیم. این نوع مترها از مترهای بررسی قرار می را مورد

)2اند. ما ثابت کردیم که اگرتشکیل شدهفرم-0و یک ریمانی , )b s  2ای برحسبیک چندجملهb وs 

)ر مترباشد، ه , )  یافته لندسبرگ ضعیف، بروالد است که در آن تعمیم  این استفرمی بسته و همدیس -0یک .

)مترهای ۀدهد که در ردنشان می , ) ر این نشان ای وجود ندارد. علاوه بیافته یافته هیچ متر یونیکورن تعمیم تعمیم

)متر Fای،چندجمله دهیم که برایمی , )  یافته لندسبرگ است اگر و تنها اگر متر تعمیم( , )  یافته  تعمیم

 فرمی بسته و همدیس است. -0یک  لندسبرگ ضعیف باشد که در آن

)متر فینسلر،  هندسةهای کلیدی: واژه , )  یونیکورن تعمیم یافته یافته، متر لندسبرگ ضعیف، مسئلةمتعمی 

 مقدمه
)فینسلللری خمینة , )M F ةیک خمینC  این متر به صللورت تابپ پیوسللته  اسللت که 0مجهز به متر فینسلللر

: [0, )F TM   [:7]کند های زیر صدق مید و در ویژگیشوتعریف می 

) ( هموار بودن: 0 , )F x y  روی 0TM  ،C  .باشد 

0( همگنی مثبت: برای هر 2  ،.( , ) ( , )F x y F x y  

)( تحدب قوی: تانسور بنیادی3 ( , ))ijg x y در هر ( , ) 0x y TM  مثبت معین باشد، که 

(0) 21
( , ) : [ ] ( , ).

2
i jij y y

g x y F x y  

[ معرفی شللد. این 7]در  2ابتدا توسللر راندرز ترین نوع مترهای فینسلللر ریرریمانی هسللتند کهمترهای راندرز سللاده

شکل  Fمترها به     ستند که )ه ) i j

ija x y y  و  3یک متر ریمانی  ست. به عنوان -0یک فرمی ا

تعمیمی از مترهای راندرز، متر  ,  به صورت 

(2) ( ), :F s s





   

                                                           
  نویسندۀ مسئول     behzadi@umz.ac.ir 

1 Finsler metric 
2 Randers 
3 Riemannian metric 
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جافرمی است. البته در این-0یک  متر ریمانی و  شود که در آن نیز همانند بالا تعریف می s یک تابپ مثبت

C  [. 7د ]باشمی 

مترهای یافتهاما ایده این مقاله مطالعه روی حالت تعمیم , اسللت. در این نوع مترها گردد، با دو متغیر ارائه می

)2یعنی  , ) F b s   2که در آن 2   ,   : || ||s b 





  ید(. خوبی  1)تعریف های را ببین این رده از متر

 .[5[، ]0[، ]3شود ]ارائه شد را نیز شامل می 0فینسلر این است که برخی از مترهایی که توسر برایانت

رد وجود دا 0، و متر لندسللبرگ ضللعیف3، متر لندسللبرگ2فینسلللر چند رده خاا از مترها مانند متر بروالد در هندسللة

اسللت. اما هر متر  5تر از متر ریمانی و متر موضللعا مینکوفسللکیدانیم که متر بروالد کمی کلیرا ببینید(. می 2)بخش 

ضعیف نیز می سبرگ  ست، بلکه متر لند سبرگ ا شد. طبق تعریف متربروالد نه تنها یک متر لند با , زیر  ة، رابط

 [:02برقرار است ]

 {متر موضعا مینکوفسکی} & {متر ریمانی}  {متر لندسبرگ} {متر بروالد} 

 و

 {متر لندسبرگ}  .{متر لندسبرگ ضعیف} 

ست که  سی این ا سا سوال ا سبرگی وجود دارد که بروالدی »یک  شدآیا متر لند سئله و این نوع [ ا2در] 7بائو« ؟نبا ین م

آیا متر لندسللبرگ ضللعیفی وجود دارد که بروالدی »نامید. همچنین سللوال دیگر این اسللت که « 7یونیکورن»مترها را 

 نامگذاری کردند. « 7یونیکورن تعمیم یافته»[ مسئله 02در ] 8این مسئله را هم ژو و چن« ؟نباشد

نشان داد که یک متر  01، شن2117د. در سال دانان تلاش زیادی کردنبرای پاسخ به سوال اول ریاضی ,   منظم

 /F    2 روی خمینة n  بعدیM  یک متر لندسبرگ است اگر و تنها اگرF [ 8متر بروالد باشد .]

مترهای 00ی در حالت منظم متر یونیکورن وجود ندارد. از طرف دیگر، شللن و آسللانوفاین یعن ,   تقریبا منظمی

شان دادند که اگر  2100[(. در سال 8[ و ]0ساختند که لندسبرگی بود اما بروالدی نبود )] )ژو و چن ن )s   یک

سبچندجمله صورت sای بر ح شد، در این  شد. آنها موفق Fبا ست اگر و تنها اگر بروالدی با ضعیف ا سبرگ   متر لند

سئلة صلی در مورد م ضیه ا یونیکورن برای متر  شدند که ق ,  [ شد را تعمیم دهند ]8منظم که در [. 02[ بیان 

متر یافتن مترهای یونیکورن در حوزۀای تلاش بر ,  .همچنان ادامه دارد 

 

                                                           
1 Bryant 
2 Berwald metric 
3 Landsberg metric 
4 Weak Landsberg metric 
5 Locally Minkowski 
6 Bao 
7 Unicorn 
8 Zou and Cheng 
9 Generalized unicorn 
10 Shen 
11 Asanov 
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ما در حوزۀ های  ا متر ,   تدا زهرهتعمیم ته، اب کارش در ]یاف ند و هم که نمی00و ند  توان متر [ نشلللان داد

فرم بسته و -0یک  ط اضافی کار کردند و آن این بود کهیونیکورنی در این رده از مترها پیدا کرد. البته آنها با یک شر

 است، یعنی 0همدیس

(3) |i j ijb ca  

i|که در آن  jb  شتق همورد سبت به  م ست و  ن )ا )c c x تابعی عددی رویM  ست )بخش را ببینید(.  2ا

وند و همکارش بررسی شد، منظم بوده است [ توسر زهره00ادعا کردند متری که در ]  2، ژو و لی2107سپس در سال 

[ و 01[. آنها علاوه بر اینکه برخی از نتایج ]03قرار دادند ]و آنها در مقاله خود حالت تقریبا منظم را هم مورد مطالعه 

برقرار باشللد، مترهای  دسللت آوردند، ثابت کردند که اگر شللرط بسللته و همدیس بودنه [ را به روشللی دیگر ب00]

بروالدی در واقپ همان مترهای ریمانی هستند. همچنین صورت کلی معادلاتی که متر  ,  یافته لندسبرگ تعمیم

سته و همدیس بودنه تقریبا منظم را ب شرط ب شاهده کردند که اگر باز هم  ست آورند و م شد، هر چنین  د برقرار با

شرط همدیس بودن ست. آنها ادعا کردند که  سبرگ نیز در حقیقت ریمانی ا باید حذف گردد و وعده دادند  متر لند

 که در مقاله بعدی خود به آن بپردازند.

ی در یافته پاسخ دهیم. البته پاسخ کلیونیکورن تعمیم اینست که به سوال دوم یعنی مسئلة در این مقاله، هدف اصلی ما

سئله را شرایر خاا م ست و مجبوریم که با ایجاد  شکل ا سیار م س این زمینه ب طالعه م انتر کنیم. از این رو پایةکمی آ

ساس نتایج ] )2کنیم دهیم و فرض می[ قرار می00خود را بر ا , )b s  سبیک چندجمله شد.  sو 2bای بر ح با

مترهای  رهای لندسللبرگ ضللعیف در ردۀبرگ و متدهیم مترهای لندسللحاضللر با مفروضللات بالا نشللان می در مقالة

 ,  یافته معادل هسلللتند و در آن تعمیم فرم بسلللته و همدیس اسلللت. در نتیجه مترهای یونیکورن -یک

 :شود زیر اثبات وان یافت. بنابراین لازم است قضیةتیافته را نمیتعمیم

ضیه )2فرض کنیم  :ق , )F b





  یک متر ,  ةریرریمانی روی خمین یافتةتعمیمn بعدیM  باشللد و

 صدق کند )یعنی (3) در رابطة صورت اگر شد(. در این  سته و همدیس با )2ب , )b s  ای بر یک چندجمله

1iمتر لندسبرگ ضعیف است اگر و تنها اگر برای عدد صحیح مثبت Fباشد، آنگاه  sو 2bحسب  ، 

2 2 2

2
2 ( ) ( 1) ( ) 0i i

d
b c b i c b

db
     

1iو برای  ، 

       2 2 2 2

0 1 1 02 2
2 0.

d d
c b c b c b c b

db db
   

 

                                                           
1 Closed and Conformal 
2 Zhou and Li 
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 در این حالت، با حل دستگاه معادلات بالا خواهیم داشت:

(0)  2 2 2 2 2 2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,m

mb s c b c b s c b s c b s      

 که در آن

2 2 2 20 1 2
0 1 2 3 122

2 22 2

( ) , ( ) , ( ) , ..., ( )

( ) ( )

m
m m

a a a a
c b c b c b c b

bb b b


     

ia ،1و i n  .اعداد ثابت هستند ، 

 آید:دست میبه  [ نتیجة زیر00ه و یک نتیجه از مقاله ]با استفاده از این قضی

)2فرض کنیم : نتیجه , )F b





  یک متر ,  ةینیافته ریرریمانی روی خمتعمیمn بعدیM  باشلللد و

 شد. اگر سته و همدیس با )2ب , )b s  سب یک چندجمله شد، آن sو 2bای بر ح سبرگ  Fگاه با متر لند

 ضعیف است اگر و تنها اگر متر لندسبرگ باشد.

 یافته به صورت زیر است:یونیکورن تعمیم در نهایت پاسخ مسئلة

)2فرض کنیم : نتیجه , )F b





  یک متر ,  ةریرریمانی روی خمین یافتةتعمیمn بعدیM  باشلللد و

 2بسلته و همدیس باشلد. اگر( , )b s  2ای بر حسلب یک چندجملهb وs  باشلد، آنگاهF  متر لندسلبرگ

 اگر متر بروالد باشد.ضعیف است اگر و تنها 

کنیم به این دلیل اسللت که هر تابپ معرفی می sو 2bای بر حسللبرا یک چندجمله لازم به ذکر اسللت، اینکه ما 

سری چندجملهتحلیلی را می صورت  شت. بنابراین متوان به  سب یک چندجمله توان فرض کرد یای تیلر نو ای بر ح
2b وs .باشد 

 تعاریف اولیه

)برای متر فینسلر مفروض  , )F F x y0، ژئودزی F دیفرانسیل  در معادلة 

2

2
2 , 0,

i
id x dx

G x
dt dt

 
  

 
 

)کند که صدق می , )i iG G x y )نامند و به صورتمی 2را ضرایب ژئودزی )افشانه 

2 21
{[ ] [ ] }.

4
m l l

i il m

x y x
G g F y F   

 .[7]کنند تعریف می

 

                                                           
1 Geodesic 
2 Spray 
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ماس  یک بردار م :برای  i

xi
y y T M

x


 


لد  نا بروا :، انح i j k l

y jklB dx dx dx  B  به را می توان 

 صورت

3

: .
i

i

jkl j k l

G
B

y y y



  

 

 .0Bمتر بروالد است اگر و تنها اگر  Fبیان کرد. بنابراین متر فینسلر 

 انحنا لندسبرگ را به صورت

1
:

2

m i

jkl im jklL y g B   

0jklLگویند هرگاه را لندسبرگ می Fکنند. در این صورت یک متر فینسلر تعریف می یعنی . 

0.m i

im jkly g B   

 .[7]بنابراین مترهای بروالد همواره لندسبرگی هستند 

سة ضعیف در هند سلر مفهوم ریرریمانی  سبرگفین سبت به انحنا لند kوجود دارد، یعنی L تری ن

kJ dxJ،  که

 در آن

 (5)  : ,ij

k ijkJ g L  

)1و  ) ( )ij

ijg g  در این صللورت .J متر فینسلللر 0را انحنا لندسللبرگ میانگینF نامند. متر فینسلللر میF  را

 [.7صفر شود ] Jنامند هرگاه انحنا لندسبرگ میانگینلندسبرگ ضعیف می

را متر  Fباشد. Mیک متر فینسلر روی Fفرض کنیم: ([9]تعریف ) ,  گویند هرگاهمی 2یافتهتعمیمF  به

 شکل زیر بیان شود:

(7)  2 2 2( , )  ,    ,   : || || ,F b s s b 


 


    

مانی و  که :متر ری ( ) i

ib x y    با شلللرط -0یک 0bفرمی 


  برای هرx M  تابپمی ند.  باشللل
2( , )b s  تابپ مثبتC  3است و برایn  در نامعادلات 

2 2

2 2 220,   ( ) 0s s b s           

2n و برای   در نامعادلة 
2 2

2 22( ) 0s b s       

                                                           
1 Mean Landsberg curvature 

2 General  ,  -metric 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

61
7 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-0

1-
05

 ]
 

                             5 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.617
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2848-fa.html


  722                                                                                              موضعاً فشرده یهاباناخ مرتبر با گروه یدر فضاها یریفضاپذ

 

|0اعداد دلخواه با شللرط  bو sکند که در آنمی صللدق |s b b  باشللند. در این می برای بعضللی

 حالت تانسور بنیادی به صورت

(7)  
0 1 1( ) ,j i i jij ij i j i jy y y y

g a b b b b s            

 شود کهارائه می

(8)  2 0 22 2 2 1 2 2 22: ( ),    : ,    ( ) .s s s                    

 علاوه بر این

(7)  1 2 2 2

2 2 22det( ) ( ) ( ( ) )det( ),n n

ij ijg s s b s a            

(01)  1 2

0 1

1
{ ( ) },ij ij i j i j j i i jg a b b b y b y y y   



       

)1که در آن ) ( )ij

ijg g ،1 ( ) ( )ij

ija a ،  i ij

jb a b، 

(00)  22 2 2 22
02 2 2 2

2 22 2 22

( )
, ,

( ) ( ( ) )
 

s s

s b s s b s

    
 

      

 
   

     
 

 

2 2

2 2 2 22
1 2 2 2

2 22

( ( ) )(( ) )

)
 .

( ( )

s b s s s

s b s

     


   

   


  
 

 

 .[7]کنیم استفاده می sو  2bبه ترتیب برای مشتقگیری نسبت به 2و  0توجه کنید که از اندیس 

i|فرض کنید jb  نمایانگر ضرایب مشتق همورد  نسبت به [01]دهیم باشد. قرار می: 

| | 00

1
: ( ),   : ,    : ,

2

i j j

ij i j j i ij i jir b b r r y y r b r     

0 : ,   : ,    :i i ij i

i j ir r y r a r r b r    

| | 0

1
: ( ),   : ,

2

i ik j

ij i j j i kjs b b s a s y    

0: ,    : ,    : .j i i ij

i ji i js b s s s y s a s    

0ijsبسلللته اسلللت اگر و تنها اگر فرمی  -0   نسلللبت به فرمی -0و این همدیس اسلللت اگر و تنها اگر 

| |i j j i ijb b ca که ،( )c c x تابپ عددی ریرصللفر رویM اسللت. بنابراین بسللته و نسللبت به 

00 b  
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i|همدیس است اگر و تنها اگر j ijb ca . 

متر رای ب ,  شانتعمیم ضرایب اف شانة iGةیافته،  ضرایب اف ست  iGییعن متر به  شکل زیر مرتبر ا به 

[01:] 

(02) 
 2

 0 0 00 0 0{ ( 2 2 ) ( )}i i i iG G Qs Qs r Rr r s l               

 2 2

0 00 0 0{ ( 2 2 ) ( )} ( ),i i iQs r Rr r s b R r s              

:که در آن
i

i y
l


 و 

2 1

2 2

: ,     : ,    Q R
s s

 

   
 

 
  

 

 

 
2 2

2 12 1 22 1 2

2 2

2 2 22

( ) 2 ( )
: ,     : .

( )( ( ) )

s s s b s

s s b s

      

      

   
     

   
 

 صدق کند، آنگاه (3)فرمی بسته و همدیس باشد، یعنی در شرط -0یک  وقتی

2 2

00 0  0 0,    ,    ,    ,    0i i i ir c r c r cb r cb s s s         

  :[01]گیریم نتیجه می (02)و با جاگذاری این روابر در 

(03)  2 2 2 2: { (1 2 ) } { (1 2 ) }i i i iG G c Rb s l c Rb s R b               

 اگر قرار دهیم

(00) 
2 2

2 1 22 ( )
:

2

s s b s
E H

   

 

  
   

(05) 
22 1 12

2 2

2 22

2( )
: ,

2( ( ) )

s
H

s b s

  

  

 


  
 

 خواهیم داشت: (03) لذا از رابطة

(1)  2 2: .i i i iG G c El c Hb      

 

2 2 22 22

2 2 2 2

2 22 2 22

( )
: ,     :

2 ( ( ) ) )
 

2( ( )

s s

s b s s b s
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فرمی بسللته و همدیس باشللد، انحنا بروالد یک متر-0یک  پس وقتی ,  یافته به صللورت زیر محاسللبه تعمیم

 گردد.می

)2فرض کنید : [(01]گزاره ) , ),  /F b s s    متر، یک ,  ته روی خمینتعمیم عدی nةیاف  Mب

 :شودبه صورت زیر ارائه می Fبسته و همدیس باشد. در این صورت انحنا بروالد باشد. فرض کنید

(07)     

i i

jkl jkl

c
B U


  

 که در آن

  2 22 22 222: {[( ) ] (3 )i i i

jkl kl k l j l j kU E sE a E b b s E sE l l b l      

22 222( ) }( )i

l j kE sE b l b l k l j k      

22{ [ ( ) ]i i

jl k k l l k jsE a b l l b l b     

2

2 22( )( ) }( )i i

jl l j kE sE s E a l l l k l j k        

2 3

2 22 222 222{(3 3 6 ) } i

j k l l k jE sE s E s E l l l E b b b l      

2

2 22 2 22 222{( )( ) ( )j j kl l j kH sH b sl a H sH s H b l l       

222 } ( )i

k l jsH b b l b k l j k     

2

2 22 222 222{ (3 3 ) } ,i

j k l j l ks H sH s H l l l H b b b b     

:اند، تعریف شللده (50)و  (00)به ترتیب در  Hو Eکه i

j ijl a l و( )k l j k   شللت نمایشللگر جایگ

 دوری است.

 

انحنای لندسبرگ میانگین برای متر ,  یافتهتعمیم 

ستفاده از گزاره زهره سبرگ برای یک متر 1وند و همکارش با ا ستند انحنای لند توان ,  سبه تعمیم یافته را محا

 [:00فرمی بسته و همدیس است ]-یک کنند که

 

/2فرض کنیم : [(00گزاره )] , ( , )s F b s    یک متر ,  یافته روی خمینةتعمیم n بعدیM 

 به صورت Fبسته و همدیس باشد. آنگاه انحنای لندسبرگ  باشد و 

(08)  
2

jkl jkl

c
L V   
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 شود که در آنارائه می

2 22 2: {[( ) ]( ( ))jkl kl k l j j jV E sE a E b b l b sl       

22 222 22[( )( ) 2 ] } ( )l l l k jE sE b sl E sl b l k l j k        

22 2{ [ ( )( ( ))]jl k l k k l j j jsE a b l b l b l b sl        

2

2 22 2( )[ ( ( )) ]} ( )jl k j j j k lE sE s E a l l b sl l l k l j k            

2 3

2 2 222 222[(3 3 6 2 ) ]j k l j k lE sE s E s E l l l E b b b       

2 22{( )( ( ) )kl j j l k jH sH a b sl b l l     

2 2

222 2( )}( ( ) ) ( )j l k ksH l b b sl s b s k l j k         

2 2 2

2 22 222 222 2[ (3 3 ) ] ( ( ) ).j k l j k ls H sH s H l l l H b b b s b s        

ستفاده از گزار ستفاده از میپل، ما نیز می 1 ۀبا ا ای مترتوانیم انحنای لندسبرگ میانگین را برو ا ,  یافته تعمیم

 بسته و همدیس است، محاسبه کنیم: فرمی-که دارای یک

/2فرض کنیم: گزاره , ( , )s F b s    یک متر ,  یافته روی خمینة تعمیم n بعدیM  شد و با

  بسته و همدیس باشد. آنگاه انحنای لندسبرگ میانگینF به صورت 

(07)  ,
2

j j

c
J W




   

 شود که در آنارائه می

2 2 2 2

2 2 22 2 22 222: {( )( 1) 3 ( ) ( 1) ( )jW E sE n E b s sE n E b s             
2 2 2 2

2 22 222 2{( )( 1) ( )}( ( ) )H sH n H b s s b s         
2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 223 ( ) ( ) 3 ( ) 3 ( )E sE b s E b s s E b s             
2 2 2 2 2 2 2 2

222 2 22 222( ) [3( )( ) ( ) ]E b s H sH b s H b s          
2 2

2( ( ) )}( )j js b s b sl      

:اند و تعریف شده (00)و  (8)به ترتیب در روابر   و  و  i

j ijl a l. 

 

:برای اینکه انحنای لندسبرگ میانگیناثبات.  kl

j jklJ g L  (10) حساب کنیم، به رابطة (80)را با استفاده از رابطه 

0kدانیم نیازمندیم. می

jklL y  در نتیجه 

(21)  
1

: { } { } .
2

kl k l kl k l

j jkl jkl

c
J a b b L a b b V


 

 
     

 همچنین

2 2 2 2

2 2 22 2 22 222{( )( 1) 3 ( ) ( 1) ( )kl

jkla V E sE n E b s sE n E b s             

2 2 2 2

2 22 222 2[( )( 1) ( )]( ( ) )}( )j jH sH n H b s s b s b sl          
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 و

2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 22{3 ( ) ( ) 3 ( ) 3 ( )k l

jklb b V E sE b s E b s s E b s              

2 2 2 2 2 2 2 2

222 2 22 222( ) [3( )( ) ( ) ]E b s H sH b s H b s          
2 2

2( ( ) )}( ).j js b s b sl      

 بدست آید. (07) ةجاگذاری کنیم تا رابط (21)کافی است روابر اخیر را در 

 

 0اثبات قضیه 

برای اینکه یک متر توانیم شللرط لازم وکافی را اکنون می ,  دسللت ه یافته، لندسللبرگ ضللعیف باشللد را بتعمیم

 آوریم.

/2فرض کنیم  , ( , )s F b s    یک متر ,  شد که تعمیم ضعیف با سبرگ  فرمی  -یک یافته و لند

0jWریرصفر هستند، لذا  و  cکند. چون صدق می (70) ةرابطبسته و همدیس است. پس در  یعنی ، 

 

 

 

(20) 

 2 2 2 2

2 2 22 2 22 222( )( 1) 3 ( ) ( 1) ( )E sE n E b s sE n E b s            

2 2 2 2

2 22 222 2{( )( 1) ( )}( ( ) )H sH n H b s s b s         

2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 223 ( ) ( ) 3 ( ) 3 ( )E sE b s E b s s E b s             

2 2 2 2 2 2 2 2

222 2 22 222( ) [3( )( ) ( ) ]E b s H sH b s H b s          

2 2

2( ( ) ) 0.s b s      

 کنیم:را به صورت زیر بازنویسی می (20) معادلة

 

 

 

(22) 

 2 2 2 2

2 2 2 22 2[1 3( ) ][( ) ( )( ( ) )]n b s E sE H sH s b s            

2 2 2 2 2 2

2 222( )[1 ( ) ][ ( ) ]b s b s s b s H         

2 2 2 2 2 2

2 22{3( )[1 ( ) ] [1 3( ) ] }b s b s n b s s E            

2 2 2 2

222( )[1 ( ) ] 0.b s b s E       

سی و دیدن معادل سد که همان نتایج مقاله ، به نظر می(22) ةبا این بازنوی ضعیف [ 00]ر سبرگ  و این بار برای متر لند

ولی این بار برای متر لندسبرگ ضعیف(، اما این موضوع تا کنون امکان اثبات نیافته  1تکرار شود )چیزی شبیه به گزاره 

 است.

را به صلللورت یک  توانیم ای تیلر تقریب زد. بنابراین میتوان به صلللورت چندجملهاز طرفی هر تابپ تحلیلی را می

 را همواره به صورت نوشت. پس در ادامه، sو  2bی بر حسب اچندجمله

(23)  2 2 2 2 2 2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1.m

mb s c b c b s c b s c b s m       

 گیریم.در نظر می
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 برقرار است اگر و تنها اگر (70) ةگاه رابطباشد، آن (22) معادلة صورت کسر نمایانگر NWفرض کنیم

(20)  0NW   

 آید. نتایج زیر را خواهیم داشت:دست میه ب sای برحسبیک چندجمله NWدر (32)گذاری یبا جا

لت اول: 1m حا یعنی ، یک بر حسلللب جه  تابپ در 2باشلللد،  sیک  2 2

0 1( , ) ( ) ( )b s c b c b s   که  ،
2

1( ) 0c b با جاگذاری .  دیفرانسیل  و استفاده از میپل، دستگاه معادلة (02)درODE آوریم.دست میه زیر را ب 

(25)     2 2 2

0 02
2 0

d
b c b c b

db
   

(27)         2 2 2 2

0 1 1 02 2
2 0

d d
c b c b c b c b

db db
   

 با حل دستگاه معادلات بالا خواهیم داشت:

(27) 
2 20 1

0 1 22
( ) , ( ) ,

a a
c b c b

bb
   

 ثابتند. 1aو  0aکه در آن 

2m حالت دوم: یعنی ، دو بر حسب یک تابپ درجةs ،باشد 
2 2 2 2 2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )b s c b c b s c b s   2، که

2 ( ) 0c b با جاگذاری . یک تفاده از میپل، و اسللل (02)در

ی وای مساوی صفر باشد، باید تک تک ضرایب مساآید. برای اینکه این چندجملهدست میه ب sای برحسبچندجمله

 :شونداضافه می (27)و  (25)زیر به معادلات  صفر باشند. در نتیجه سه معادلة

(28)     2 2 2

2 22
2 3 0

d
b c b c b

db
   

(27)        2 2 2 2

1 2 2 12 2
3 2 0

d d
c b c b c b c b

db db

   
    

   
 

 

(13)  

           
2

2 2 2 2 2 2

2 2 0 2 22 2
2 5 3

d d
b c b c b c b c b c b

db db
   

   2 2

2 02
15 0.

d
c b c b

db
   

سللازی به یک معادله با فرم کلی زیر ، پس از سللاده(27)اگر همین روند را ادامه دهیم، تمامی روابر ایجاد شللده، به جز 

 رسیم:می

(30)    2 2 2

2
2 ( 1) 0, 1m m

d
b c b m c b m

db
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 با حل این معادله بقیه ضرایب نیز به صورت

(32) 
2

1

2 2

( ) , 0,1, ,

( )

i
i i

a
c b i m

b


    

 ها ثابت هستند.iaدست خواهند آمد که در آنه ب

 

 ایچندجمله انحنای لندسبرگ با 

سر زهره00] ای که در مقالةدر این بخش نتیجه ست آمده ه وند و همکارش ب[ تو سی قرار مید دهیم. به را مورد برر

دست آمده را با نتایج بخش ه باشد و نتایج ب sو  2bای بر حسبیک چندجمله کنیم عبارتی در اینجا نیز فرض می

 کنیم.مقایسه می 0

 کنیم:[ آمده است، معطوف می00] در مقالةه ای کابتدا توجه خود را به نتیجه

/2فرض کنیم : [(00گزاره )] , ( , )s F b s    یک متر ,  یافته روی خمینةتعمیم n بعدیM 

 متر لندسبرگ است اگر و تنها اگر معادلات زیر برقرار باشند: Fآنگاه بسته و هموار باشد. باشد و 

(33) 22 2220,   0,E H   

(30) 
2 2

2 2 2 22 2( ) ( ) ( ( ) 0.)E sE H sH s b s         

)2فرض کنیم  0اکنون همانند بخش  , )b s  2ای بر حسلللبیک چندجملهb  وs  22باشلللد. همچنینNE،

222NH  وNP  باشند. در نتیجه (03)و  (33)به ترتیب نمایشگر صورت کسر روابر 

(35) 22 2220,   0,NE NH   

(37) 0NP   

)2متر لندسبرگ است. Fبنابر فرض، , )b s  (73)و  (53)در  (32)گذاری یشود. با جانوشته می (32)نیز به صورت 

 شود:آید. لذا نتایج زیر حاصل میدست میه ب sبای بر حسیک چندجمله

1mحالت اول:   2، یعنی 2 2

0 1( , ) ( ) ( )b s c b c b s    2که

1( ) 0c b  با اسلللتفاده از میپل، معادلات  .

 آیند.بدست می (27)و  (25)

2mحالت دوم:   2، یعنی 2 2 2 2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )b s c b c b s c b s     2که

2 ( ) 0c b  در این حالت نیز .

 آید.بدست می (31)و  (27)، (28)، (27)، (25)معادلات 

 زیر بازنویسی نمود:را به صورت  1ۀگزار توانبنابراین می
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/2فرض کنیم : گزاره , ( , )s F b s    یک متر ,  یافته روی خمینةتعمیم n بعدیM  باشد و

 2بسته و همدیس باشد. اگر( , )b s  2ای بر حسبیک چندجملهb  وs باشد آنگاهF  متر لندسبرگ است

1iاگر و تنها اگر برای ، 

   2 2 2

2
2 ( 1) 0i i

d
b c b i c b

db
    

 و معادلة

       2 2 2 2

0 1 1 02 2
2 0.

d d
c b c b c b c b

db db
   

 .برقرار باشد

 

 گیریتیجهن

دست ه ای بچندجمله شود برای هر دو متر لندسبرگ و لندسبرگ میانگین  نتایج مشابهی با جاگذاری ملاحظه می

ای، مترهای چندجمله توان ادعا نمود که در حالتآمد. از این رو می ,  یافته لندسللبرگ  و لندسللبرگ تعمیم

اثبات  1و  1توان متر یونیکورن یافت. بدین ترتیب نتایج میانگین با هم معادل هسلللتند. بنابراین در این شلللرایر نمی

 [ مراجعه نماید.00] تواند به مقالةستن نحوۀ ساخت مثال میو دانگردند. خواننده برای دیدن می
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