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 مقدمه
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.دهدمی











 فنر-سیستم جرم .6 شکل

 هوکارتعاشاتآزادسیستمبامعادلاتبااستفادهازقانوندومنیوتنوقانون
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4،شماره6جلد176
 (علومدانشگاهخوارزمینشریه)

0,M K u u                                                                     (9)  

uشود،کهدرآنوصیفمیت 1 ،استهاجاییجرمهبردارجاب  2diag( , , , )nM m m m هاماتریسقطریجرم 
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)sin متناوببافرضارتعاشات )tu v  :آیددرمی(2)ۀمقدارویژمسئلۀبهشکل(9)دیفرانسیلۀمعادل 
2( ) 0.K M v                                                              (2)  

2 افرضب 2 2

1diag( , , )nM D d d  2و  صورتبازنویسیکرددینتوانبرامی (2)معادلۀ: 
1( ) 0,KD D D  v  

 خواهیمداشت 1Dفوقازچپدرۀباضربطرفینمعادل
1 1,    ,    ,JX X J D KD X D     v                                      (3)  

 :باشدیکماتریسسهقطریمتقارنبهصورتزیرمی،Jماتریس
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                                              (5)  

Jماتریس )هایباتوجهبهمواردبالا،مقادیرویژهماتریس.شودمینامیده،ماتریسژاکوبی , )K MوJیکسان

)تواننشاندادکهماتریسازطرفیبهآسانیمی.هستند , )K Mبنابراینماتریس.استدارایمقادیرویژهمثبتJ

به 4)صورت ) نیز مثبت معین بودن، متقارن به توجه با و است مثبت ویژه مقادیر دارای ستهنیز چنینهم.

)هایماتریس , )K MوJ9]دنهستمتمایزۀدارایمقادیرویژ مقدارمسئلۀصورتفنربه-بنابراینسیستمجرم[.

ماتریسژاکوبیمدل میویژۀ شودبندی ب. که ارتعاشیدیگر مسائل 3)صورتهاز بهمی،شوندبندیمیمدل( توان

ارتعاشاتnسیستمارتعاشیچرخشیشامل نقطهnدیسک، کردجرم اشاره غیره  [.9]ایروییکنخکشسانو

تقریبیۀگاهارتعاشاتمیلایثابتتقریبزدهشود،آنچنیناگرسطحمقطعیکمیلهغیریکنواختباسطوحتکههم

،فنر-معکوس،برایسیستمجرممقدارویژهمسئلۀ[.2]شودبندیمیمقدارویژۀماتریسژاکوبیمدلمسئلۀصورتهب

 فنرهایوسختیimهایتعیینجرم ikهایتعییندرایه،وبرایماتریسژاکوبی  iaو  ibهایطیفیبااستفادهازداده

نشانمی (5) روابط.است که مسئلۀدهند ویژه یک-معکوسسیستمجرممقدار با مسئلۀفنر ویژۀ معکوسمقدار

،سیستم(4)صورتثابتشدهاستکهبرایهرماتریسژاکوبیمعینمثبتبه[9]در.استماتریسژاکوبیمتناظر
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باکارژاکوبیهایتحقیقرویمسائلمعکوسماتریس.هایمشخصوجودداردفنرمنحصربفردبامجموعجرم-جرم

چنینمسائلیاینبودکهاینمسائلدرتقریببررسیاوازۀاولیۀانگیز.دراتحادجماهیرشورویشروعشد9کرین

)ماتریسیکهازحذفسطروستون [.9]شوندلیوویلظاهرمی-مسائلاشتورم 1)mامماتریس Jآید،دستمیبه

 با
1mJ 
)فنراستکهدرآنجرم-فیزیکیاینماتریسمتناظربایکسیستمجرمازنظر.شودنشاندادهمی 1)m

)زمانسطروستونچنینماتریسیکهازحذفهمهم.استامثابت 1)m )امو 2)m r امماتریس Jحاصل

 شود،بامی
1, 2m m rJ   

فنراستکهدرآن-ازنظرفیزیکیاینماتریسمتناظربایکسیستمجرم.شودنشاندادهمی

)هایجرم 1)mو )ام 2)m r ثابت استام ماتریس. ویژۀ مقادیر تمام ماتریسنامیدهطیفآنJ مجموعۀ

 اشودوبمی ( )Jباربازسازیماتریسبرایاولین2هاچستات.شودنشاندادهمی Jهایرابااستفادهازطیف  ( )J

 و 1( )Jیکماتریسوینشاندادکهحداکثر.[3]بررسیکرد Jسعیکرداین هاچستات.بااینشرایطوجوددارد

ibاما،نتوانستنشاندهدکهروشاوهمیشهمنجربهمقادیرحقیقیبرای،[4]ماتریسمنحصربفردرابازسازیکند

می شودها  3هالد. بازسازی برای دیگری کردJ ماتریسالگوریتم طیف،[5]ارائه که داد نشان  هایو
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منجربه [4] بازسازیهاچستات،الگوریتمتودرتوهستندکهمقادیرویژهنشاندادکهباتوجهبهاینویچنینهم
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بردار  1 1,ixx
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iبردارهایویژۀمتناظربامقادیرویژۀآخرهایمؤلفهچنینهم :آینددستمیبه(7)صورتبه
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 توانبااستفادهازمقادیرویژۀرامیJ ماتریسژاکوبی.استnJطیفماتریس 

1

n

i i



 وبردار

1x(nx به( بازسازیکرو ویلمز4گلدول [.9]دکمکالگوریتملانکسوز 6] 5 و بهJ ماتریس[  هایکمکطیفرا

( )Jو( )mJ ،2 1m n   چنینبازسازیسیستمبازسازیماتریسسهقطریوهمبرای.،بازسازیکردند

 فرضکردکهتنهاطیف[7] گلدول.لهبایدمعلومباشندئفنردوطیفازمس-جرم 
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n
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 معلومباشدوطیفدوم
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 یابردار 1xکردنجرمکلسیستمکمینهویطیفدومرااز.دستآوردهسازیبکمینهرابااعمالیکشرط
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هایریاضیپژوهش9311زمستان،4،شماره6جلد176
 (علومدانشگاهخوارزمینشریه)

دستآوردهب [8] 9پورتر. ،[1] مود-سیستمجرم، رویدو از را کافیرویدستبهفنر و ویشرایطلازم اما، آورد

.کردهاستبررسی[91]اینشرایطراگلدول.د،رابحثنکردنشوهایویژهکهمنجربهجرموسختیمثبتمیبردار

گسسته به محدود روشعناصر مرتعشغیریکنواختبا ماتریسیمسئلۀسازیمیله ویژۀ JX مقدار MXمنجر

معکوسچنینمقدارویژۀمسئلۀاست،ماتریسسهقطریمعینمثبتM ماتریسژاکوبیوJ شودکهدرآنمی

مقدارویژۀمعکوسماتریسژاکوبیمسئلۀ [94] آیدینوهمکارانش.بررسیشدهاست[93]و[92]،[99]مسائلیدر

 را اصلیصفر رویقطر عناصر دندبررسیکربا 95] در. ] مرتبۀ [96]و سیستمجرم2n ماتریسژاکوبیاز فنر-و

ماتریسژاکوبیبااستفادهاز [97] در.رواصلیبازسازیشدهاستاتریسپیشمبااستفادهازمقادیرویژهوزیرمتناظر

.اندسهطیفبازسازیشدهاست؛کهدرآنبهجایحذفسطروستونماتریس،درایههاییازقطراصلیراتغییرداده

همکارانش و [98] نظری ،[91 مسئلۀ [21]و[ ماتریسمقدار معکوس وویژۀ نامنفی قطری سه فاصله، های

ماتریس اندهبررسیکردهایمتقارننامنفیرا هایشبهژاکوبیماتریسمسائلمقدارویژۀمعکوس[29،22،23] در.

استبررسی شده . اینمقاله، مسئلۀدر ویژۀ دادهمعکوسمقدار یکمجموعه از استفاده ببا صورتدینهایجدید

:شودیبررسیم

مقدار ویژۀ معکوس مسئلۀ  هایطیفیفرضکنیدداده: 
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 داده وعدد 

Jماتریسژاکوبی.اندشده :کهداشتهباشیمبیابیدراچنان 

       
1
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                      (8)  

در.دشوهایطیفیبررسیمی،شرایطلازمرویداده2دربخش.صورتزیرتدوینشدهاستمطالباینمقالهبه

برایبازسازیماتریسالگوریتمیمعکوسبررسیومقدارویژۀمسئلۀ،شرایطلازموکافیبرایوجودجواب3 بخش

.شودمیبررسیچندمثالعددیدرستینتایجارائهشدهۀ،باارائ4دربخش.دشوژاکوبیارائهمی

 

های طیفی شرایط لازم روی داده

.آوریمدستمیرابهمعکوسمقدارویژۀمسئلۀهایطیفیشرایطلازمرویدادهدراینبخش،

Jماتریسژاکوبی :نوشت(1)بلوکیصورتتوانبهرامی(4)،

1
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                                         (1)  



آن در A که  ،Bو Cماتریسبه ترتیب مرتبۀهای از m ژاکوبی  ،rو n ماتریساست  ، J مرتبۀ   از

2N m r n    واست 

1 2 1(0,0, , ),    ( ,0,0, ,0),T T

m mb b  b b  

                                                           
6. Porter 
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3 1 4 2(0,0, , ),    ( ,0,0, ,0).T T

m r m rb b    b b  

1mJ هایماتریس  ،2m rJ    و 
1, 2m m rJ   

:شوندبلوکیزیرنوشتهمیصورتبه 

 
1 2 1, 2,   ,   ,m m r m m r
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A P

J J J B
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H هایکهدرآنماتریس P و  :هستندصورتدینب 
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 ماتریس

1, 2m m rJ   
بنابراین،استبلوکیقطری 

ماتریس ویژۀ مقادیر تمام مجموعۀ با برابر آن ویژۀ Aهایمقادیر ،Bو Cفرضاست با  و 
1

( )
m

i i
A 
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n
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 :تواننوشتمی 

        
2

1 1 11
ˆ .
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j i i ii i ij
   



  
  

ماتریسژاکوبی  اینمقاله، چنانبازسازی J(1)در دارایطیفمیرا  کنیمکه 
1

N

i i



ماتریسمتناظر   و

1, 2m m rJ   
دارایطیف  
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1
ˆ

N

j j





هایطیفیبرایاینکار،ابتداشرایطلازمرویداده.باشد 

1

N

i i



، 

2

1
ˆ

N

j j





 و 

 .آوریممیدستبهرا 

1mJتوجهبهشکلماتریسبا  اینماتریسدارایطیف ،   
1

*

1 1

N mm

i ii i
 

 

 
کهاست 

1
*

1

N m

i i


 


طیف

Hماتریسژاکوبی  و 
1

m

i i



Aطیفماتریس است البتهطیف. 

1
*

1

N m

i i


 


نشده طبقداده طیف[9]انداما

Jهایماتریس 1mJو  ۀبنابرایناعداددادهشد.باشندتودرتوبایدحقیقی،مثبتو 
1

N

i i



و 

1

m

i i



بایددر

:شرطصدقکننداین

i. مقادیر 
1

N

i i



 متمایزومثبتباشندومقادیرویژۀحقیقی،   

11k

m N

i i ik
 


کهطوریهوجودداشتهباشندب 

1 1 2 21 1 1 1 1,   ,  ,  .
m mi i i i i m i                                  (91)  

فرضکنید   
1

*

2 1 1
( )

N nn

m r i ii i
J  

 

   
  که.  

1
*

1

N n

i i


 


 وP طیفماتریسژاکوبی  

1

n

i i



طیف 

C ماتریس  هامقادیرطیفتودرتوبودنطبق.است 
1

n

i i



:شرطصدقکننداینبایددر 

ii. مقادیرویژۀ    
11k

n N

j i ik
 


  کهطوریهوجودداشتهباشندب 

1 1 2 21 1 2 1 1,   ,  , .
n nj j j j j n j               

                             (99)  
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میبه آیددست . 1rHماتریس   طیف دارای     
1 1 1

ˆ
r n r n

i i ii i i
  



  
 طیفاست و های 

1
*

1

N m

i i


 


و

 
1

ˆ
r n

i i





یعنیهستندتودرتو

* * *

1 1 2 2 2 1
ˆ ˆ ˆ ,N m N m                                  (92)  

 فرضکنید 
1

1i

N m

m
i


 


 ایازنبالهدزیر  

1

N

i i



 باشدکهبین 

im  و 
1im 
iهیچکداماز  هاقرارنداشتهباشند، 

*،مقادیرویژهتوبودنتودربنابراینطبق

i عبارتدیگرهابیناینمقادیرویژهقراردارند؛به

1 1 1 2 2 1 1

* * *

1 2 1 1 1,   ,  ,  .
N m N mm m m m m N m m        
                                  (93)  

 شودکهمقادیرویژۀنتیجهمی (93) و (92) هایازنامساوی 
1

ˆ
r n

i i





 :شرطصدقکننداینبایددر 

iii.  

1 2 3 11 1 1 2 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,   ,  , .

N mj j j N m N m j        
                              (94)  

)ازحذفسطروستون 1)m Pامماتریس ،ماتریس

1 ,m

A
P

B


 
  
 

0

0
 

فرضکنید.آیددستمی هب     1 1 1 1
ˆ( )

m r m r

m i i ii i i
P   



   
   هایبنابراینطیف. 

1
*

1

N n

i i


 


 و  

1
ˆ

m r

i i





 

ند،یعنیهستتودرتو
* * *

1 1 2 2 2 1
ˆ ˆ ˆ .N n N n                                            (95)  

فرضکنید 
1

1i

N n

n
i


 


 ایاززیردنباله  

1

N

i i



 باشدکهبین 

in  و
1in 
iهیچکداماز  قرارنداشتهباشند،  ها

*،مقادیرویژهتودرتوبودنبنابراینطبقدرهم

i عبارتدیگرهابیناینمقادیرویژهقراردارند؛به

1 1 1 2 2 1 1

* * *

1 2 1 1 1,   ,  , .
N n N nn n n n n N n n        
                                 (96)  

 شودکهمقادیرویژۀنتیجهمی (96) و (95) هایازنامساوی 
1

ˆ
m r

i i





 :شرطصدقکننداینبایددر 

iv.  

1 2 3 11 1 1 2 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,   ,  ,  .

N nn n n N n N n n        
                                    (97)  

ibمقادیر (5) وابططبقر  مقدار (8) ۀ،بنابراینطبقرابطاستهادرماتریسژاکوبیمنفی  (98)بایددرنامساوی 

 :صدقکند

v.  

(98)1( 1) 0.r   

:بندیشدهاستجمع9درقضیۀمذکورمطالب

Jژاکوبی اگرماتریس.6 ۀقضی هایطیفیبایددرگاهدادهمعکوسباشد،آنمقدارویژۀمسئلۀجواب(8)هایباطیف 

.صدقکنند (98)و(97)،(94)،(99)،(91)هاینامساوی

 

بازسازی ماتریس ژاکوبی

J برایبازسازیماتریسژاکوبی،الگوریتمیبخشدراین .دشوطیفیمعلومارائهمیهایبااستفادهازداده 
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:کندهاییازبردارهایویژۀماتریسژاکوبیرابیانمیویژگی9لم

1فرضکنیدبردار[9،96]. 6لم  2[ , , , ]nx x xx  ،بردارویژۀمتناظربامقدارویژۀ J ازماتریسژاکوبی  باشد، 

گاهآن

1(الف 0nx x ،

0ixاگر(ب 1،آنگاه 1 0i ix x  ،

(ج
11

1

det( )n
n n

i

i

I J
x x

b










.

فرضکنید 
1

m

j j
y، 

1

r

j j
zو 

1

n

j j
qهایماتریسترتیببردارهایویژهمتعامدیکهبهA ،Bو Cوباشند

1 2 1 2[ , , , , , , , , ],m m m r Nx x x x x x  X  

ماتریسب دلخواه ویژۀ Jردار ویژۀ مقدار با متناظر بردارهای.باشد 
1

m

j j
y ، 

1

r

j j
z و 

1

n

j j
qترتیببه

ℝایبرایپایه
 
،ℝ

 
ℝ و 

 
X ،بنابراینبرداراست  :صورتنوشتدینتوانبرامی 

1

1

1

2

1

1

,

1

m

m

r

m r

n

p

p

xY

h

Z

h

xQ

w

w



 

 
 
 
 
 

  
  
  
   
  
  
   

 
 
 
 
 

X  

کهدرآن

1 1 1[ , , ],   [ , , ],   [ , , ],m r nY Z Q  y y z z q q  

J باضربطرفینمعادلۀ.ندامتشکلازبردارهایویژهۀهایمتعامدیکماتریس X X ازچپدرماتریس 

1

,

1

T

T

T

Y

Z

Q

 
 
 
 
 
 
 
 

 

واعمالروابط
1diag( , , )T

mY AY  ،
1diag( , , )T

rZ BZ  و
1diag( , , )T

nQ AQ  

:داریم
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(91)  

کهدرآن

, 1 1, 1 , 2 1,,   ,   ,   ,j m m j j m j j m r r j j m r js b y t b z u b z v b q                        (21)  

 مقادیر
,m jy  و 

,r jz A آخربردارهایویژۀماتریسۀترتیبمولفبه  B و   و 
1, jz  و 

1, jq اولبردارهایۀلفؤترتیبمبه 

B ویژۀماتریس C و  .است 

J ویژۀدلخواهماتریسمقدارفرضکنید. 6لم   گاهباشد،آنبردارویژۀمتناظرآنXو  هایمقدارویژۀماتریس 

A ،Bو C1استاگروتنهااگر 2 0m m rx x   .

کنید.اثبات ماتریسمقدارفرض دلخواه J ویژۀ   Xو آن متناظر ویژۀ بردار  کهطوریهبباشد

1 2 0m m rx x    J دراینحالتمعادلۀ . X X :صورتسهدستگاهمعادلاتزیرنوشت توانبهرامی 

1 1 2 2 2 2

,   ,   .

m m m r m r

m m m r m r N N

x x x x x x

A B C

x x x x x x

  

     

 

           
           

             
           
           

 

X کهجاازآن (Nx)وآخر(1x)هایاوللفهؤهایژاکوبیمدرماتریس 9بردارویژۀماتریسژاکوبیاستوطبقلم

هایماتریسمقدارویژۀ زمانصفرشوند،بنابراینتوانندهممتوالینمیۀلفؤودوماستمخالفصفر،بردارهایویژه

A ،Bو Cاستنیز فرضکنیدحال.  Aهایماتریسمقدارویژۀ ،Bو Cبنابراینبردارهایمخالفصفر،است
my ،rz nqو کهطوریهوجوددارندب

,   ,   .A B C    y y z z q q  

بردار ,0, حال ,0,[ ]W  y z q بگیرید  نظر در را . است JWکهواضح W   این. به توجه ماتریسبا هایکه

1واستWمضربیازX،بنابرایناستژاکوبیدارایمقادیرویژۀساده 2 0m m rx x   

 هایطیفیفرضکنیدداده.6 ۀقضی 
1

N

i i



 و  

2

1
ˆ

N

j j





مسئلۀگاهکنند،آنصدق9 ۀمتمایزودرشرایطقضی 

:دارایجوابباشد(29)معکوسدارایجواباستاگروتنهااگردستگاهمعادلاتجبریمقدارویژۀ
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         (29)  

.است(8)صورتهایطیفیآنبهدادهکهباشدمعکوسمقدارویژۀمسئلۀجوابJماتریسفرضکنید.لزوم.اثبات

:نوشت(22)صورتتوانبهرامی (91) دستگاهمعادلات

1

1 1

1 1

1 2

2 2

1 1
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j j

j m j j j m r

n n

j j m r m r j j
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u h a x v w
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                            (22)  

بامحاسبۀمقادیر
jp ،

jh  و 
jw گذاریروابطحاصلدرسپسجای(22)اول،سوموپنجمدرترتیبازمعادلات به 

:داریم (22)دوموچهارمدرمعادلات
2 2

1 1 2

1 1 1
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1 1 1
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x a x
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 ازایبه (23) دترمینانماتریسضرایبدر 2 طبقلم 
1

N

i i
 


 :آیدمیدستبه(24)ودستگاهمعادلاتاستصفر 

2 2 2 2

1 2
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              (24)  
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det( )
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                                 (26)  

دهندکهنتیجهمی(26)و(25)روابط

2

1

1,

,    1, , ,

( )

m r

j

j m

i ri r

i j

j j i

b

z z i r

 



 

 

 






                                       (27)  

:شودنتیجهمی(27)و(21)ازروابط

,    1, , .i i

i

t u i r


 


                                                           (28)  

کهدرآن
1,

( )
r

i i j

j j i

 
 

  و
1

1

m r

j

j m

b
 

 

 .هایکاربردنفرمولاثربرایماتریسهبابJ1و, 2m m rJ   
به

:آوریمدستمی
2

1 2

1 1

ˆ ,
N N

m m r i i

i i

a a  


  

 

                                                                 (21)  

.دهندرانتیجهمی(29)دستگاهمعادلات(21)و(28)،(24)معادلات

رضکنیدف.کفایت 
1

m

j j
s


، 

1

r

j j
t


، 

1

r

j j
u


 و 

1

n

j j
v


کهباتوجهبهاین.باشند (29) جوابدستگاهمعادلات 

my بردارهای ، 1z ،rz 1q و  :دهندنتیجهمی (21) ،معادلاتاستیکه 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2

1 1 1 1

,    ,    ,    .
m r r n

m j m j m r j m r j

j j j j

b s b t b u b v    

   

                                 (31)  

:آوریمدستمیبه(21)بااستفادهدوبارهازمعادلات

, 1,

2

1, ,

1 1

,   1, , ,    ,   1, , ,

,    ,    1, , .

j k
m j k

m m r

i i
i r i

m m r

s v
y j m q k n

b b

t u
z z i r

b b

 

  


   



   


                                      (39)  

 باداشتن , 1

m

m j j
y


، 1, 1

r

i i
z


 و  1, 1

n

k k
q


معینهایژاکوبیماتریس [9] استفادهازالگوریتملانکسوزتوانبامی 

A،Bمثبت C و  1ma چنیندودرایۀهم.رابازسازیکرد   2m و  ra   J ازماتریس   (29) جوابدستگاهمعادلات

J ترتیبماتریسبدین.است .داردمعکوسجوابمقدارویژۀمسئلۀدوشوبازسازیمی (1) هشکلب 
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:آوریممیدستبه (23) درمعادلۀاولدستگاهمعادلات (32) گذاریمقادیرباجای
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8Nۀمسئلهایطبقداده  2mو r n   .کنندصدقمی 9 هایطیفیدرشرایطقضیۀواضحاستکهداده.
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