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 چکیده
‌به-های‌مختلف‌مانند‌جرم‌ارتعاشات‌سیستم ‌غیره ‌میله‌و ‌نخ‌کشسان، ‌ماتریس‌ژاکوبی‌‌مسئلۀصورت‌‌فنر، ‌ویژۀ مقدار

مقدار‌ویژۀ‌معکوس‌ماتریس‌‌مسئلۀهای‌طیفی‌معلوم،‌‌ماتریس‌ژاکوبی‌با‌استفاده‌از‌داده‌تعیین‌مسئلۀ.‌شوند‌بندی‌می‌مدل

یکی‌از‌.‌شود‌بازسازی‌می‌و‌یک‌دادۀ‌اضافی‌با‌استفاده‌از‌دو‌طیف‌Jماتریس‌ژاکوبی‌در‌این‌مقاله،.‌شود‌ژاکوبی‌گفته‌می

‌Jزمان‌دو‌سطر‌و‌ستون‌ماتریس‌ماتریس‌حاصل‌از‌حذف‌هم‌و‌طیف‌دیگر‌مقادیر‌ویژۀ‌زیر‌Jها‌مقادیر‌ویژۀ‌ماتریس‌طیف

‌است ‌برای‌حل‌شرایط‌لازم‌و‌کافی‌روی‌داده. تعیین‌برای‌‌‌هایی‌معکوس‌ارائه‌کرده‌و‌الگوریتم‌مسئلۀپذیری‌‌های‌طیفی‌را

فنر‌متناظر‌بازسازی‌‌-چند‌مثال‌عددی‌ماتریس‌ژاکوبی‌و‌سیستم‌جرم‌ۀسرانجام‌با‌ارائ.‌گردد‌ارائه‌می‌Jماتریس‌ژاکوبی

 .دنشو‌می
 

 .فنر-های‌طیفی،‌سیستم‌جرم‌مقدار‌ویژۀ‌معکوس،‌ماتریس‌ژاکوبی،‌داده‌مسئلۀ:‌های کلیدی واژه
 

 مقدمه

توان‌به‌‌ها‌را‌می‌این‌مدل.‌های‌متناظر‌ریاضی‌دارند‌تحلیل‌و‌طراحی‌مسائل‌فیزیک‌و‌مهندسی،‌نیاز‌به‌بررسی‌مدل

‌بندی‌کرد‌دو‌دسته‌از‌مسائل‌مستقیم‌و‌معکوس‌تقسیم ‌‌در‌ارتعاشات‌سازه. پاسخ‌)و‌تخمین‌رفتار‌سیستم‌‌تجزیهای،

‌فرکانس ‌و ‌های‌طبیعی‌سیستم )‌ ‌معلوم ‌فیزیکی ‌پارامترهای ‌روی ‌پارامترهای‌‌مسئلۀاز ‌تخمین ‌یا ‌تعیین ‌و مستقیم

.‌شود‌می‌نامیدهمعکوس‌‌مسئلۀفیزیکی‌سیستم‌مانند‌چگالی،‌جرم،‌سختی،‌سطح‌مقطع‌و‌غیره‌از‌روی‌رفتار‌سیستم،‌

یا‌ترکیبی‌‌مقادیر‌ویژه،‌بردارهای‌ویژه‌)‌های‌طیفی‌پارامترهای‌فیزیکی‌از‌روی‌داده‌ای‌از‌مسائل‌معکوس‌که‌در‌آن‌شاخه

فنر‌را‌نشان‌‌-،‌یک‌سیستم‌جرم9 شکل.‌شود‌می‌نامیدهمعکوس‌ۀ‌ویژ‌شوند،‌مسائل‌مقدار‌سیستم‌تعیین‌می(‌ها‌از‌آن

‌.دهد‌می

‌

‌

‌

‌

‌

 فنر-سیستم جرم .6 شکل

 هوک‌ارتعاشات‌آزاد‌سیستم‌با‌معادلاتبا‌استفاده‌از‌قانون‌دوم‌نیوتن‌و‌قانون‌
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0,M K u u                                                                     (9)  

‌uشود،‌که‌در‌آن‌وصیف‌میت 1 ،است‌ها‌جایی‌جرم‌هبردار‌جاب‌  2diag( , , , )nM m m m ها‌‌ماتریس‌قطری‌جرم‌ 

 :استصورت‌‌دینب‌ها‌حاصل‌از‌ضرایب‌سختی‌فنر‌ماتریس‌سه‌قطری‌Kو‌است
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)sin متناوببا‌فرض‌ارتعاشات‌ )tu v  :آید‌در‌می‌(2)‌ۀمقدار‌ویژ‌مسئلۀبه‌شکل‌‌(‌9)‌دیفرانسیل‌ۀمعادل 
2( ) 0.K M v                                                              (2)  

2 ا‌فرضب 2 2

1diag( , , )nM D d d  2و‌‌  صورت‌بازنویسی‌کرد‌دینتوان‌ب‌را‌می‌ (2)‌معادلۀ‌: 
1( ) 0,KD D D  v  

 خواهیم‌داشت‌ ‌1Dفوق‌از‌چپ‌در‌ۀبا‌ضرب‌طرفین‌معادل
1 1,    ,    ,JX X J D KD X D     v                                      (3)  

 :باشد‌یک‌ماتریس‌سه‌قطری‌متقارن‌به‌صورت‌زیر‌می‌،Jماتریس
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‌که‌در‌آن
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Jماتریس )های‌با‌توجه‌به‌موارد‌بالا،‌مقادیر‌ویژه‌ماتریس.‌شود‌می‌نامیده،‌ماتریس‌ژاکوبی‌‌ , )K Mو‌Jیکسان‌

)توان‌نشان‌داد‌که‌ماتریس‌از‌طرفی‌به‌آسانی‌می.‌هستند , )K Mبنابراین‌ماتریس.‌استدارای‌مقادیر‌ویژه‌مثبت‌J

‌‌به ‌4)صورت )‌ ‌نیز ‌مثبت ‌معین ‌بودن، ‌متقارن ‌به ‌توجه ‌با ‌و ‌است ‌مثبت ‌ویژه ‌مقادیر ‌دارای ‌ستهنیز چنین‌‌هم.

)های‌ماتریس , )K Mو‌J9]‌دنهستمتمایز‌‌ۀدارای‌مقادیر‌ویژ‌ مقدار‌‌مسئلۀصورت‌‌فنر‌به‌-بنابراین‌سیستم‌جرم[.

‌ماتریس‌ژاکوبی‌مدل ‌می‌ویژۀ ‌شود‌بندی ‌ب. ‌که ‌ارتعاشی‌دیگر ‌مسائل ‌3)صورت‌‌هاز ‌به‌‌می‌،شوند‌بندی‌می‌مدل( توان

‌ارتعاشات‌nسیستم‌ارتعاشی‌چرخشی‌شامل ‌نقطه‌nدیسک، ‌کرد‌جرم ‌اشاره ‌غیره  [.9]‌ای‌روی‌یک‌نخ‌کشسان‌و

تقریبی‌‌ۀگاه‌ارتعاشات‌میل‌ای‌ثابت‌تقریب‌زده‌شود،‌آن‌چنین‌اگر‌سطح‌مقطع‌یک‌میله‌غیریکنواخت‌با‌سطوح‌تکه‌هم

‌،فنر‌-معکوس،‌برای‌سیستم‌جرممقدار‌ویژه‌‌مسئلۀ[.‌2]‌شود‌بندی‌می‌مقدار‌ویژۀ‌ماتریس‌ژاکوبی‌مدل‌مسئلۀصورت‌‌هب

‌ فنر‌های‌و‌سختی‌imهای‌تعیین‌جرم ikهای‌تعیین‌درایه‌،و‌برای‌ماتریس‌ژاکوبی ‌ iaو ‌ ibهای‌طیفی‌‌با‌استفاده‌از‌داده

‌‌‌نشان‌می (5) روابط‌.است ‌که ‌‌مسئلۀدهند ‌ویژه ‌یک‌-معکوس‌سیستم‌جرممقدار ‌با ‌‌مسئلۀفنر ‌ویژۀ معکوس‌مقدار

،‌سیستم‌(4)صورت‌‌ثابت‌شده‌است‌که‌برای‌هر‌ماتریس‌ژاکوبی‌معین‌مثبت‌به[‌9]در‌‌.استماتریس‌ژاکوبی‌متناظر‌
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با‌کار‌‌ژاکوبیهای‌‌تحقیق‌روی‌مسائل‌معکوس‌ماتریس.‌های‌مشخص‌وجود‌دارد‌فنر‌منحصربفرد‌با‌مجموع‌جرم-جرم

چنین‌مسائلی‌این‌بود‌که‌این‌مسائل‌در‌تقریب‌‌بررسیاو‌از‌‌ۀاولی‌ۀانگیز.‌در‌اتحاد‌جماهیر‌شوروی‌شروع‌شد‌9کرین

)‌ماتریسی‌که‌از‌حذف‌سطر‌و‌ستون [.9]‌شوند‌لیوویل‌ظاهر‌می-مسائل‌اشتورم 1)mام‌ماتریس ‌Jآید،‌‌دست‌می‌به

 با
1mJ 
)فنر‌است‌که‌در‌آن‌جرم‌-فیزیکی‌این‌ماتریس‌متناظر‌با‌یک‌سیستم‌جرماز‌نظر‌.‌شود‌نشان‌داده‌می‌ 1)m

)زمان‌سطر‌و‌ستون‌چنین‌ماتریسی‌که‌از‌حذف‌هم‌هم.‌استام‌ثابت‌ 1)m )ام‌و‌ 2)m r ام‌ماتریس ‌Jحاصل‌

‌ شود،‌با‌می
1, 2m m rJ   

فنر‌است‌که‌در‌آن‌‌-از‌نظر‌فیزیکی‌این‌ماتریس‌متناظر‌با‌یک‌سیستم‌جرم.‌شود‌نشان‌داده‌می

)های‌جرم 1)mو‌ )ام 2)m r ثابت‌‌ ‌استام ‌ماتریس. ‌ویژۀ ‌مقادیر ‌تمام ماتریس‌نامیده‌طیف‌آن‌‌J مجموعۀ

‌ اشود‌و‌ب‌می ( )Jبار‌بازسازی‌ماتریس‌برای‌اولین‌‌2هاچستات.‌شود‌نشان‌داده‌می ‌Jهای‌را‌با‌استفاده‌از‌طیف ‌ ( )J

‌ و 1( )Jیک‌ماتریسوی‌نشان‌داد‌که‌حداکثر‌.‌[3]بررسی‌کرد‌ ‌Jسعی‌کرد‌این‌ هاچستات.‌با‌این‌شرایط‌وجود‌دارد

ibاما،‌نتوانست‌نشان‌دهد‌که‌روش‌او‌همیشه‌منجر‌به‌مقادیر‌حقیقی‌برای‌،[4]‌‌ماتریس‌منحصربفرد‌را‌بازسازی‌کند

‌می ‌شود‌ها ‌‌ 3هالد. ‌بازسازی ‌برای ‌دیگری ‌کرد‌J ماتریسالگوریتم ‌طیف‌،[5]‌ارائه ‌که ‌داد ‌نشان  های‌و
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‌دست‌آورد‌هب ‌[8] 9پورتر. ،[1]‌ ‌مود‌-سیستم‌جرم، ‌روی‌دو ‌از ‌را ‌کافی‌روی‌‌دست‌بهفنر ‌و ‌وی‌شرایط‌لازم ‌اما، آورد

.‌کرده‌است‌بررسی[‌91]‌‌این‌شرایط‌را‌گلدول.‌د،‌را‌بحث‌نکردنشو‌های‌ویژه‌که‌منجر‌به‌جرم‌و‌سختی‌مثبت‌می‌بردار

‌‌گسسته ‌به ‌محدود ‌روش‌عناصر ‌مرتعش‌غیریکنواخت‌با ‌ماتریسی‌مسئلۀسازی‌میله ‌ویژۀ ‌JX مقدار MXمنجر‌

معکوس‌چنین‌مقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀ‌است،ماتریس‌سه‌قطری‌معین‌مثبت‌‌M ماتریس‌ژاکوبی‌و‌J شود‌که‌در‌آن‌می
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‌:کند‌هایی‌از‌بردارهای‌ویژۀ‌ماتریس‌ژاکوبی‌را‌بیان‌می‌ویژگی‌9لم‌

1فرض‌کنید‌بردار[‌9،96]. 6لم  2[ , , , ]nx x xx  ،‌بردار‌ویژۀ‌متناظر‌با‌مقدار‌ویژۀ‌ J از‌ماتریس‌ژاکوبی ‌ ‌باشد، ‌

‌گاه‌آن

1(‌الف 0nx x ،‌

0ixاگر‌(‌ب 1،‌آنگاه‌ 1 0i ix x  ،‌

(ج
11

1

det( )n
n n

i

i

I J
x x

b










‌.‌

فرض‌کنید‌ 
1

m

j j
y‌، 

1

r

j j
zو‌‌ 

1

n

j j
qهای‌ماتریسترتیب‌بردارهای‌ویژه‌متعامد‌یکه‌‌به‌A ‌،‌Bو ‌Cو‌باشند‌‌

1 2 1 2[ , , , , , , , , ],m m m r Nx x x x x x  X  

‌ماتریسب ‌دلخواه ‌ویژۀ Jردار ‌ویژۀ‌‌ ‌مقدار ‌با متناظر ‌بردارهای‌.باشد‌‌ 
1

m

j j
y‌ ، 

1

r

j j
z‌‌ و 

1

n

j j
qترتیببه‌‌

‌ℝای‌برای‌پایه
 
‌‌،ℝ

 
ℝ و ‌

 
X ،‌بنابراین‌برداراست ‌ ‌:صورت‌نوشت‌دینتوان‌ب‌را‌می ‌

1

1

1

2

1

1

,

1

m

m

r

m r

n

p

p

xY

h

Z

h

xQ

w

w



 

 
 
 
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 
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  
  
   
  
  
   

 
 
 
 
 

X  

‌که‌در‌آن

1 1 1[ , , ],   [ , , ],   [ , , ],m r nY Z Q  y y z z q q  

J با‌ضرب‌طرفین‌معادلۀ.‌ندا‌متشکل‌از‌بردارهای‌ویژه‌ۀهای‌متعامد‌یک‌ماتریس X X ‌از‌چپ‌در‌ماتریس ‌

1

,

1

T

T

T

Y

Z

Q

 
 
 
 
 
 
 
 

 

و‌اعمال‌روابط‌
1diag( , , )T

mY AY  ‌،
1diag( , , )T

rZ BZ  و‌‌
1diag( , , )T

nQ AQ  ‌
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1 1

1 1 1

1 1 1

0                                  

                                  

0                                  

  0               0              0
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r r

s

s

s s a t t
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 

 



 

 



 

 

    

 

                      

1

1

1

       

2

    

2

1
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1 1

           

                  

0       0  0        

0
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m r nr

m

r

m r

nn n

u

a v

p

p

x

h

h

x

w

w

vu u

v

v



 

 

 



 

 
 
 


 
 
 















 
 
 
 






 
 
 
 

 
 
   

0,



















(91)  

‌که‌در‌آن

, 1 1, 1 , 2 1,,   ,   ,   ,j m m j j m j j m r r j j m r js b y t b z u b z v b q                        (21)  

 مقادیر
,m jy  و ‌

,r jz A آخر‌بردارهای‌ویژۀ‌ماتریس‌ۀترتیب‌مولف‌به ‌ B و ‌  و ‌
1, jz  و ‌

1, jq اول‌بردارهای‌‌ۀلفؤترتیب‌م‌به ‌

B ویژۀ‌ماتریس C و ‌ ‌.است 

J ویژۀ‌دلخواه‌ماتریس‌مقدار‌فرض‌کنید. 6لم   گاه‌باشد،‌آنبردار‌ویژۀ‌متناظر‌آن‌‌‌Xو ‌ های‌مقدار‌ویژۀ‌ماتریس ‌

A ‌،‌Bو ‌C‌1است‌اگر‌و‌تنها‌اگر 2 0m m rx x   .‌

‌کنید‌.اثبات ‌ماتریس‌مقدار‌فرض ‌دلخواه J ویژۀ ‌ ‌ ‌‌Xو ‌آن ‌متناظر ‌ویژۀ ‌بردار  که‌طوری‌هبباشد

1 2 0m m rx x    J در‌این‌حالت‌معادلۀ ‌.‌ X X ‌:صورت‌سه‌دستگاه‌معادلات‌زیر‌نوشت توان‌به‌را‌می ‌

1 1 2 2 2 2

,   ,   .

m m m r m r

m m m r m r N N

x x x x x x

A B C

x x x x x x

  

     

 

           
           

             
           
           

 

X کهجا‌از‌آن (‌Nx)‌‌و‌آخر(‌1x)‌‌های‌اول‌لفهؤهای‌ژاکوبی‌م‌در‌ماتریس ‌9بردار‌ویژۀ‌ماتریس‌ژاکوبی‌است‌و‌طبق‌لم‌

های‌ماتریسمقدار‌ویژۀ‌‌ زمان‌صفر‌شوند،‌بنابراین‌توانند‌هم‌متوالی‌نمی‌ۀلفؤو‌دو‌م‌استمخالف‌صفر‌‌،بردارهای‌ویژه

A ‌،‌Bو ‌Cاستنیز‌‌ ‌فرض‌کنید‌حال. ‌‌‌ Aهای‌ماتریسمقدار‌ویژۀ ‌،‌Bو ‌Cبنابراین‌بردارهای‌مخالف‌صفر‌‌،است
my ‌‌،rz nqو‌‌‌ ‌که‌طوری‌هوجود‌دارند‌ب‌‌

,   ,   .A B C    y y z z q q  

‌بردار ,0, حال ,0,[ ]W  y z q ‌بگیرید ‌ ‌نظر ‌در ‌را .‌ ‌است JWکهواضح W  ‌ ‌این. ‌به ‌توجه ‌ماتریس‌با های‌‌که

1و‌‌است‌Wمضربی‌از‌‌X،‌بنابرایناستژاکوبی‌دارای‌مقادیر‌ویژۀ‌ساده‌ 2 0m m rx x   ‌

 های‌طیفی‌فرض‌کنید‌داده‌.6 ۀقضی 
1

N

i i



 و  

2

1
ˆ

N

j j





‌مسئلۀگاه‌‌کنند،‌آن‌صدق‌‌9 ۀمتمایز‌و‌در‌شرایط‌قضی ‌

‌:دارای‌جواب‌باشد‌(29)معکوس‌دارای‌جواب‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌دستگاه‌معادلات‌جبری‌‌مقدار‌ویژۀ
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2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

2

2

1

( ) ( )

1
,   1, , ,                                           

( )

,       1, ,

m r m r
j j j j

m i m r i

j j j ji j i j i j i j

r

j j i j

i i

i

s t u v
a a

i N

t u i r

 
       


 



  

   



    
       

       

  
  

   

 


   



2

1 2

1 1

,                                                                                   

ˆ .                                                                             
N N

m m r i i

i i

a a  


  

 









  


 








         (29)  

‌.است(‌8)‌‌صورت‌های‌طیفی‌آن‌به‌دادهکه‌‌باشد‌معکوسمقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀجواب‌‌Jماتریس‌فرض‌کنید‌.‌لزوم.‌اثبات

‌:نوشت‌(22)صورت‌‌توان‌به‌را‌می ‌(91) دستگاه‌معادلات

1

1 1

1 1

1 2

2 2

1 1

2

( ) 0,    1,2, , ,            

( ) 0,              

( ) 0,   1,2, , ,

( ) 0,         

( ) 0,   

j j j m

m r

j j m m j j

j j

j m j j j m r

n n

j j m r m r j j

j j

j m r j j

p s x j m

s p a x t h

t x h u x j n

u h a x v w

v x w

 



 



 



 

 

  

   

 

 

   

   

    

   

  

 

 

1,2, , .           j n














                            (22)  

با‌محاسبۀ‌مقادیر
jp ‌‌‌،

jh  و ‌
jw گذاری‌روابط‌حاصل‌در‌سپس‌جای(‌22)اول،‌سوم‌و‌پنجم‌در‌‌ترتیب‌از‌معادلات به ‌

‌:داریم (22)دوم‌و‌چهارم‌در‌‌معادلات
2 2

1 1 2

1 1 1

2 2

1 2 2

1 1 1

[ ( )] 0,

[ ( )] 0.

m r r
j j j j

m m m r

j j jj j j

r m r
j j j j

m m r m r

j j jj j j

s t t u
a x x

t u u v
x a x


     


     
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
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       

  
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                          (23)  

 ازای‌به (23) دترمینان‌ماتریس‌ضرایب‌در 2 طبق‌لم 
1

N

i i
 


 ‌:آید‌می‌دست‌به(‌24)و‌دستگاه‌معادلات‌‌استصفر‌ ‌

2 2 2 2

1 2

1 1 1 1
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1
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       

  
   

  

   



              (24)  

‌:داریم‌Bبرای‌ماتریس‌ژاکوبی‌9با‌اعمال‌بند‌ج‌لم‌

1

2

det( )
,   1, , .i r

ri im r
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j m
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z z i r

b




 


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                                            (25)  

‌:داریم(‌7)از‌طرفی‌بنا‌بر‌
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2

1,

det( )
,   1, , .

( )

i r
ri r

i j

j j i

I B
z i r



 
 


 


                                 (26)  

‌دهند‌که‌نتیجه‌می(‌26)و‌(‌25)روابط‌

2

1

1,

,    1, , ,

( )

m r

j

j m

i ri r

i j

j j i

b

z z i r

 



 

 

 






                                       (27)  

‌:شود‌نتیجه‌می(‌27)و‌(‌21)از‌روابط‌

,    1, , .i i

i

t u i r


 


                                                           (28)  

که‌در‌آن‌
1,

( )
r

i i j

j j i

 
 

  و‌‌
1

1

m r

j

j m

b
 

 

 ‌.های‌کار‌بردن‌فرمول‌اثر‌برای‌ماتریس‌هبا‌بJ1و‌, 2m m rJ   
به‌‌

‌:آوریم‌دست‌می
2

1 2

1 1

ˆ ,
N N

m m r i i

i i

a a  


  

 

                                                                 (21)  

‌.دهند‌را‌نتیجه‌می(‌29)دستگاه‌معادلات‌(‌21)و‌(‌28)،‌(24)معادلات‌

‌رض‌کنیدف‌.کفایت 
1

m

j j
s


‌،‌ 

1

r

j j
t


‌‌، 
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2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2

1 1 1 1

,    ,    ,    .
m r r n

m j m j m r j m r j

j j j j

b s b t b u b v    

   

                                 (31)  

‌:آوریم‌دست‌میبه(‌21)با‌استفاده‌دوباره‌از‌معادلات‌

, 1,

2

1, ,

1 1

,   1, , ,    ,   1, , ,

,    ,    1, , .

j k
m j k

m m r

i i
i r i

m m r

s v
y j m q k n

b b

t u
z z i r

b b

 

  


   



   


                                      (39)  

‌ با‌داشتن , 1

m

m j j
y


‌، 1, 1

r

i i
z


 و  1, 1

n

k k
q


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‌.را‌محاسبه‌کنید‌

A،Bهای‌‌ماتریس[‌9]الگوریتم‌لانکسوز‌‌کمک‌به.‌4گام‌ C و ‌ ‌.‌بازسازی‌کنید‌را 

0r ازای‌به  m و‌مقادیر‌دلخواه ‌ n و ‌ ‌:معکوس‌بیان‌کردمقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀرا‌برای‌وجود‌جواب‌‌3توان‌قضیۀ‌‌می ‌

‌کنید. 6 ۀقضی 0rفرض  ‌‌ ،
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 مقادیر‌ویژۀ 
1

*

1

m

i i





*که‌طوری‌هبوجود‌دارد‌‌

i کنیم‌ثابت‌می.‌کنند‌صدق‌می(‌96)‌ و(‌95)‌‌ ها‌در‌شرایط ‌ 
1

*

1

m

i i





‌
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‌:آوریم‌می‌دست‌به ‌(23) در‌معادلۀ‌دوم‌دستگاه‌معادلات (32) گذاری‌مقادیر‌با‌جای
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1

*

1

m

i i





(‌96)‌ و(‌95)‌‌ شرایطباشد‌که‌در‌‌‌

‌:فرض‌کنید.‌استمعکوس‌دارای‌جواب‌مقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀکنیم‌‌؛‌ثابت‌میکنند‌صدق‌می
1

*

1

( ) det( ) ( ),
m

i

i

I P    




     

) در(‌33)‌با‌ضرب‌دو‌طرف‌معادلۀ‌ )j ازایحد‌دو‌طرف‌به‌‌و‌سپس‌محاسبۀ 
j آوریم‌می‌دست‌به:‌

2
( )

,   1, , .
( ) ( )

j

j

j j

P
v j n

R



  
  


                                               (35)  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

67
1 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.1

1.
6 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

2-
07

 ]
 

                            11 / 16

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.671
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.11.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2849-en.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌4،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌166
 (علوم‌دانشگاه‌خوارزمینشریه‌)

‌:آوریم‌می‌دست‌به ‌(23) در‌معادلۀ‌اول‌دستگاه‌معادلات (32) گذاری‌مقادیر‌با‌جای
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) ا‌ضرب‌دو‌طرف‌معادلۀ‌فوق‌درب )j   ازای حد‌دو‌طرف‌به‌‌و‌سپس‌محاسبۀ 
j  ‌:آوریم‌می‌دست‌به ‌
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                                                           (36)  

 با‌معلوم‌بودن‌مقادیر.‌استمثبت‌ (36) و (35) ها‌عبارت‌طرف‌راست‌در‌روابط‌طیف‌تو‌در‌تو‌بودنبا‌توجه‌به‌
js ‌ 

 و
jv C و‌‌Aژاکوبی‌های‌ماتریس‌2 مشابه‌قضیۀ ‌ 0rدر‌حالت‌)‌دنشو‌‌بازسازی‌می‌ ماتریس‌Bکار‌هبا‌ب‌.(را‌نداریم‌‌

Jهای‌‌بردن‌فرمول‌اثر‌برای‌ماتریس 2mJو‌   2mJهای‌‌و‌ماتریس‌‌  ‌‌،
1, 2m mJ  

‌:ریمدا‌‌
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‌:های‌طیفی‌داریم‌چنین‌با‌توجه‌به‌داده‌هم

1 .mb                                                              (37)  

‌.استله‌دارای‌جواب‌ئشود‌و‌مس‌بازسازی‌می‌Jبنابراین‌ماتریس‌ژاکوبی

0rدر‌حالت‌‌ با‌الگوریتم‌زیر‌ماتریس‌ژاکوبی‌‌توان‌می‌Jرا‌بازسازی‌کرد‌:‌

 . 6الگوریتم 
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Aهای‌ماتریس[‌9]کمک‌الگوریتم‌لانکسوز‌‌به.‌4گام‌ C و ‌ ‌.‌بازسازی‌کنید‌را 

r ازای‌مقادیر‌دیگر‌در‌این‌مقاله،‌به  .روش‌نیوتن‌حل‌شده‌است‌به (29) دستگاه‌معادلات ‌
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 عددینتایج 
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 .بریم‌متناظر‌بکار‌می

‌:باشندصورت‌‌دینمعکوس‌بمقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀهای‌طیفی‌‌فرض‌کنید‌داده‌.6مثال 
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8Nۀمسئلهای‌‌طبق‌داده  ‌2mو‌ r n   ‌.کنند‌صدق‌می ‌9 های‌طیفی‌در‌شرایط‌قضیۀ‌واضح‌است‌که‌داده.‌‌

‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌دینب9ماتریس‌ژاکوبی‌متناظر‌طبق‌الگوریتم‌
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‌:استصورت‌‌دینفنر‌متناظر‌ب-های‌سیستم‌جرم‌های‌فنر‌و‌جرم‌سختی
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M که‌در‌آن  .کند‌یید‌میأدرستی‌نتایج‌را‌ت‌Jطیف‌ماتریس‌ۀمحاسب‌.استجرم‌کل‌سیستم‌ ‌

‌:صورت‌داده‌شده‌است‌دینمعکوس‌بمقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀهای‌طیفی‌‌فرض‌کنید‌داده. 6مثال 
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{

32

i i





 

 

7

1

6

1

185},

36.1155‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ 509‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎

               ‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎

11.1602‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ 416‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎

{

},

{ },

=-234.7826.

i i

i i















 

‌بازسازی‌ ‌کنیم‌میماتریس‌ژاکوبی‌متناظر‌را 15Nمسئلههای‌‌طبق‌داده.  ‌‌ ،0r  ‌،7m  6nو ‌ ‌ واضح‌است‌.

) ای‌های‌چندجمله‌ریشه.‌کنند‌صدق‌می ‌9 های‌طیفی‌در‌شرایط‌قضیۀ‌که‌داده )F صدق‌(‌96)‌و (95) که‌در‌شرایط

‌:استصورت‌‌دینکنند،‌ب‌می

 
8

*

1
28.5760,  87.3925,  110.9031,  232.1002,  237.0352,  391.7558,  417.2856,

                 556.3976,  610.9288,  711.0871,  779.5367,  837.1224,  919.2 9

{

}.8 0

i i





 

‌کنند‌صدق‌می‌3ای‌در‌شرایط‌قضیۀ‌‌های‌چندجمله‌ریشه ‌از‌‌هم. *چنین‌به‌پنج‌تا

iها‌دو‌انتخاب‌ممکن‌وجود‌دارد‌

دارای‌‌مذکورهای‌‌مقدار‌ویژۀ‌معکوس‌متناظر‌با‌داده‌مسئلۀ،‌3بنابراین‌طبق‌قضیۀ‌(.‌ها‌خط‌کشیده‌شده‌است‌زیر‌آن)

‌با‌انتخاب.‌استجواب‌‌32

 
8

*

1
28.5760‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ 58‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

                779.5367,  ‎‎ ‎ ‎ ‎‎

{

89 },0

i i





 

‌:دشو‌بازسازی‌می‌صورت‌دینب‌2با‌الگوریتم‌‌ماتریس‌ژاکوبی
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌4،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌166
 (علوم‌دانشگاه‌خوارزمینشریه‌)

 
15

1
493.6251‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎4153‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

               445.2201,441.5448‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎5862,517.7157‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

               440.1674,  ‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎ 46

{

03

i i
a




2},

 

 
14

1
241.5326‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎4083‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

                 254.5736,  234.7826,  ‎‎ ‎ 1.3547‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ 23,

                 220.02733,  1‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎

{

. 2

i i
b


 

}.  

‌:استصورت  دینسیستم جرم و فنر متناظر ب

 

 

0.0289‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

                0.0540, ‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ 72 ,

5.5821‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎

{

}

,  1‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎{

i

i

m M

k M



‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ 21,

 ‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ 219‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎6070,  ‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ },

 

‌.کند‌یید‌میأآمده‌درستی‌نتایج‌را‌ت‌دست‌بهمحاسبۀ‌طیف‌ماتریس‌

‌:صورت‌داده‌شده‌است‌دینمعکوس‌بمقدار‌ویژۀ‌‌مسئلۀهای‌طیفی‌‌فرض‌کنید‌داده‌.6مثال 

 

 
1

3

1

12

1

3

1.3144,20.4457,57.3293,109.7336,174.3673,247.1681,  323.5590,

               ‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ 70,571.6528,600.0172},

90.6098,309.4149,528.1275 { } {89.1772,304.4952,519.{ 7

{

},   i

i i

i i i



 










 
4

1

683},

15.4396,148.5976,352.4692,531.716{ },    =8 53 771 0.74 2i i
 




 

‌بازسازی‌کنیم‌می ‌را ‌خواهیم‌ماتریس‌ژاکوبی‌متناظر 12Nمسئلۀهای‌‌طبق‌داده.  ‌‌ ،3r  ‌‌‌ ،3m  4nو ‌ ‌.

‌دست‌بهروش‌نیوتن‌‌به (29) با‌حل‌دستگاه‌معادلات.‌کنند‌میصدق‌ ‌9 های‌طیفی‌در‌شرایط‌قضیۀ‌واضح‌است‌که‌داده

‌:آوریم‌می

 

       

   

   

1 2

77.1493‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎‎‎‎‎ ‎ ‎ .2791‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

75.9992‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎‎‎‎‎‎ ‎ ‎ ‎ .5627,       302.76,  

33.2458‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎

j j

j m m r

j

s t

u a a

v

  

 

   



‌ 

‌:آوریم‌دست‌می‌به(‌39)و‌(‌31)از‌روابط‌

 
3 4 7 8153.6001,     ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎  ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎b b b b        ‌ 

 

3,

1,

3,

1,

{ } {0.502274,0.708897,0.495163},

{ } {0.498557,0.706006,0.502988},

{ } {0.501383, 0.708192,0.497070},

{ } {0.219879,0.576151,0.657709,0.432576}.

j

j

j

j

y

z

z

q





 



‌ 

‌:شود‌بازسازی‌میصورت‌‌دینب‌9طبق‌الگوریتم‌‌Jماتریس‌ژاکوبی
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌166فنر‌متناظر-های‌ژاکوبی‌و‌سیستم‌جرم‌یک‌مسئلۀ‌جدید‌مقدار‌ویژۀ‌معکوس‌برای‌ماتریس

12

1

11

1

{ } {311.0059,309.3061,307.8401,306.5627,305.4393,304.4445,

               303.5569,302.7600,302.0407,301.3883,300.7939,144.0003},

{ } {155.0769,154.2858,153.6001,152.9998,152.4705,152.0001

i i

i i

a

b







  ,

                 151.5791,151.2000,150.8571,150.5455,150.2609}.

 

‌:استصورت‌‌دینفنر‌متناظر‌ب‌-سیستم‌جرم

 

 

 0.0398‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎

  ‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

5.7259‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎9.7918‎‎ ‎

{

}

1‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎‎{ 8

i

i

m M

k M



  1‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎

               13.5530‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ 92‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎ }.‎
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