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 تصویری و پایاهای تصویری فینسلری ارز  هم–λمترهای فینسلری 

‌
‌،‌مراد‌بهادری،‌حسن‌صادقی*اکبر‌طیبی
‌گروه‌ریاضی،‌علوم‌ۀدانشکد‌،قمدانشگاه‌
‌99/95/18پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌91/98/19دریافت‌

 چکیده
‌از‌در ‌استفاده ‌با ‌مترهای این‌مقاله ‌مترهای‌متقارن‌کروی، ‌‌هم– λمفهوم ‌بهارز عنوان‌تعمیمی‌طبیعی‌از‌‌تصویری‌را

کنید‌فرض‌.‌نیمک‌ارز‌تصویری‌ارایه‌می‌هم-λی‌غیربدیهی‌از‌مترهای‌ها‌سپس،‌مثال.‌کنیم‌تصویری‌تعریف‌میارز‌‌هممترهای‌

Fدو‌متریک‌‌  و‌λ-ارز‌تصویری‌روی‌منیفلد‌‌همMهای‌‌بین‌ژئودزی‌ۀابتدا‌رابط.‌باشند‌Fسپس‌.‌‌آوریم‌دست‌می‌هرا‌ب‌  و‌

کنیم‌که‌مترهای‌داگلاس،‌‌در‌انتها‌ثابت‌می.‌شود‌و‌برعکس‌می‌  ی‌ژئودزمضربی‌از‌یک‌‌ Fئودزی‌ازژکنیم‌که‌هر‌‌ثابت‌می

‌.ارز‌تصویری‌هستند‌هم-λویل‌تعمیم‌یافته‌همگی‌پایاهای‌‌-داگلاس‌مترهای‌ویل‌و‌مترهای

 

‌.ویل‌تعمیم‌یافته‌-داگلاسارز‌تصویری‌،‌متر‌داگلاس،‌متر‌ویل،‌متر‌‌پایای‌تصویری،‌متر‌مسطح‌تصویری،‌مترهای‌هم: های کلیدی واژه

 

 مقدمه
را‌طاوری‌‌‌  از‌‌ بااز‌‌‌ۀدر‌حالت‌هموار‌این‌است‌که‌مترهای‌فینسلری‌روی‌زیر‌مجموع‌9چهارم‌هیلبرت‌ۀمسئل‌ 

مترهای‌فینسلری‌که‌در‌این‌شرط‌صاد ‌کنناد‌را‌مترهاای‌مساطح‌‌‌‌‌.‌راست‌باشندهایشان‌خطوط‌‌پیدا‌کرد‌که‌ژئودزی

چهارم‌هیلبارت‌‌‌ۀهایی‌برای‌مسئل‌جواب‌2ملها‌.[22]،‌[91]،‌[99]،‌[94]،‌[93]،‌[1]،‌[8]،‌[9]،‌[6]‌گویند‌تصویری‌می

‌.دناد‌کر‌یمعرفی‌کرد‌که‌مترهاای‌فینسالری‌مساطح‌تصاویری‌را‌مشا  ‌ما‌‌‌‌‌‌ها‌را‌EDPاو‌دستگاهی‌از‌.‌[5]پیدا‌کرد

مسطح‌تصویری‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌ضرایب‌ژئودزیک‌‌ روی‌‌   ،     چنین‌هامل‌نشان‌داد‌که‌متر‌فینسلر‌هم

‌:باشند‌صورت‌دینآن‌ب‌  

                   
‌ ‌آن ‌در ‌درج‌           که ‌از ‌مثبت ‌همگن ‌تابع ‌به‌ۀیک ‌نسبت ‌یعنیاست‌ yیک ،‌

        λ                  ‌.و   دو‌متر‌دل واه‌.‌گویند‌می   را‌عامل‌تصویری‌‌        ‌تابع   

‌شوند‌اگر‌که‌ارز‌تصویری‌نامیده‌می‌هم‌‌  روی‌منیفلد‌‌ 

                            

‌ ‌آن ‌در ‌‌          که ‌ژئودزیک‌به‌            و ‌‌  ترتیب‌ضرایب ‌هستند‌  و ‌حالت‌هر‌. ‌این در

‌.‌ژئودزیک‌اولی‌ژئودزیکی‌برای‌دومی‌است‌و‌برعکس

‌   حال‌فرض‌کنیم ‌فینسلری‌روی‌منیفلد‌‌  و ‌متر ‌‌آن.باشد‌ دو ‌را ‌آنها –گاه λتصویری‌می‌هم‌ ‌که‌‌ارز نامیم‌اگر

‌.ندکصد ‌‌(9)ۀ‌ضرایب‌ژئودزیک‌آنها‌در‌رابط

                                                                              (9)  

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌akbar.tayebi@gmail.comنویسنده مسئول*

1. Hilbert fourth problem 
2. Hamel 
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در‌این‌حالت‌نشان‌.‌است  یک‌نسبت‌به‌‌ۀیک‌تابع‌همگن‌مثبت‌از‌درج‌        یک‌عدد‌ثابت‌و‌‌ λکه‌در‌آن‌

‌ژئودزیک‌می ‌هر ‌که ‌ژئودزیک‌  دهیم ‌از ‌برعکس‌می‌  مضربی ‌و ‌شود ‌‌می‌آسانی‌به. ‌که ‌داد ‌نشان –توان λارز‌‌هم

λاگر‌.‌هم‌ارزی‌استۀ‌یک‌رابط‌تصویری λعلاوه‌براین‌اگر‌.‌تصویری‌هستندارز‌‌هم‌‌  و‌‌   گاه‌‌آن‌   گاه‌‌آن‌  

ی‌غیربدیهی‌ها‌،‌با‌استفاده‌از‌مفهوم‌متر‌متقارن‌کروی،‌مثال3در‌ب ش‌‌.یابد‌می‌کاهش‌9به‌یک‌متر‌مسطح‌تصویری  

‌ریمانی‌ ‌مترهای‌فینسلری‌و –از λهم‌‌ ‌شوند‌می‌ساخته‌تصویریارز ‌هندس. ‌معروف‌ها‌فینسلری‌متریک‌ۀدر ی‌مهم‌و

متر‌فینسلری‌با‌شرط‌.‌[29]،‌[93]،‌[92]،‌[2]،‌[9]‌و‌غیره‌وجود‌دارند‌3،‌متر‌ویل2تصویری‌پایا‌همانند‌متر‌داگلاس

     
   و‌‌   

ه‌چنین‌یک‌متر‌پایای‌تصویری‌پیچید‌هم.‌شوند‌می‌ترتیب‌متر‌داگلاس‌و‌متر‌ویل‌نامیده‌به‌   

       ‌ۀفینسلری‌وجود‌دارد‌که‌تانسور‌داگلاس‌آن‌در‌رابطۀ‌در‌هندس
         

که‌در‌آن‌‌کند‌می‌صد ‌ 

       تانسور‌دل واه‌و‌‌    
.‌است  نمایش‌مشتق‌افقی‌کواریانت‌تانسور‌انحنای‌داگلاس‌نسبت‌به‌الصا ‌بروالد‌‌ 

‌معادل‌می‌ثابت ‌رابطه، ‌این ‌که ‌به‌شود ‌که ‌است ‌این ‌با ‌موازی ‌خطی ‌برداری ‌میدان ‌سه ‌هر و‌‌      ازای

‌چنان‌وجود‌دارد‌که‌‌       تابع‌‌       در‌طول‌ژئودزیک‌فینسلری‌دل واه‌       و‌‌       

 

  
      ، ،           

‌ملاحظه‌شود[‌22]‌و‌[92]برای‌مفهوم‌هندسی‌این‌موضوع‌ ‌ویل‌-ی‌داگلاسها‌متری‌فینسلری‌ها‌چنین‌متریک.

‌شوند‌می‌دهینام‌4تعمیم‌یافته ویل‌-کلاس‌مترهای‌داگلاس‌ۀدهند‌نمایش‌       فرض‌کنیم   برای‌منیفلد‌.

‌باشد ‌یافته ‌تعمیم ‌که‌5پاپ-باکچو. ‌داد ‌تصویری‌       نشان ‌تبدیلات .‌[3]‌است‌بسته‌یک‌مجموعه‌تحت

د‌که‌هر‌متریک‌ویل‌یک‌کرو‌ثابت‌‌بررسی‌کردهی‌فینسلری‌با‌انحنای‌پرچمی‌اسکالر‌را‌ها‌کلاس‌منیفلد‌6ساکاگوچی

ی‌ویل‌و‌ها‌کنیم‌که‌کلاس‌مترهای‌داگلاس،‌متر‌در‌این‌مقاله‌ثابت‌می.‌[95]است‌‌ویل‌تعمیم‌یافته-متریک‌داگلاس

–‌ویل‌تعمیم‌یافته-ی‌داگلاسها‌متر λاست‌تصویریارز‌‌هم‌.‌

–دو‌متر‌فینسلری‌‌  و‌‌ Fفرض‌کنیم:‌‌9ۀقضی λگاه‌داریم‌باشند‌آن‌   ‌تصویری‌روی‌منیفلدارز‌‌هم:‌

(i)         است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌  یک‌ژئودزیک‌‌σ    
 

 
 ،باشد‌Fیک‌ژئودزی‌‌‌‌     

(ii) Fیک‌متر‌داگلاس‌باشد‌  یک‌متر‌داگلاس‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌، 

(iii) Fیک‌متر‌ویل‌باشد‌  یک‌متر‌ویل‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌، 

(iv) Fویل‌تعمیم‌یافته‌باشد-یک‌متر‌داگلاس‌  ویل‌تعمیم‌یافته‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌-یک‌متر‌داگلاس‌. 

کنیم‌و‌مشتق‌افقی‌و‌‌ی‌فینسلری‌استفاده‌میها‌از‌‌الصا ‌بروالد‌مربوط‌به‌متر‌پژوهش‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌در‌این

‌.دهیم‌میشان‌ن‌","و‌‌"|"ترتیب‌با‌نمادهای‌‌عمودی‌کواریانت‌تانسورهای‌فینسلری‌به

‌مفاهیم مقدماتی

روی‌‌  ۀوسیلوجود‌دارد‌که‌به‌   یک‌میدان‌برداری‌خاص‌.‌یک‌منیفلد‌فینسلری‌باشد      فرض‌کنید‌‌

‌   برای‌‌    ،    در‌یک‌دستگاه‌م تصات‌استاندارد‌.‌شود‌می‌تعریف‌          کلاف‌مماسی‌سفته‌

 ‌.کنیم‌می‌تعریف

                                                           
1. Projectively flat metric 

2. Douglas metric 
3. Weyl metric 

4. Generalized Douglas-Weyl metric 

5. Bacso-Pap 
6. Sakaguchi 
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      ،  

 

    
 

‌که‌در‌آن‌

    ،   
   

 
 

    

      
   

   

   
  

‌ ‌به ‌شوند‌می‌نامیده‌Fضرایب‌ژئودزیک‌مربوط .‌ ‌برداری ‌فینسلر‌Gمیدان ‌منیفلد ‌به ‌مربوط ‌اسپری ‌     را

‌نامند‌می ‌این. ‌شود‌می‌نامیده‌Mیک‌ژئودزی‌‌Gصورت‌تصویر‌یک‌منحنی‌انتگرال‌از‌‌در ‌یک‌. در‌م تصات‌موضعی،

‌             ‌ۀدر‌معادل‌       است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌م تصات‌آن‌‌Fیک‌ژئودزیک‌از‌‌       منحنی‌

‌.صد ‌کند

‌ ‌ریمانی       انحنای
     

 

‌نگاشت‌              ‌از ‌خانواده ‌فضای‌ها‌یک ‌روی ‌خطی ی

‌:‌شوند‌می‌تعریف(‌2)صورت‌‌هاست،‌که‌ب‌ TMمماسی

   
   

   

          

              

       
   

    
   

                                             (2)  

        با‌‌9انحنای‌ویل‌      برای‌یک‌بردار‌‌
       

‌شود‌که‌در‌آن‌‌می‌تعریف‌     

    
    

  
 

   
 
   

 

                                                                         (3)  

‌و

  
    

     
                                               

 

   
  

  

‌.را‌یک‌متر‌ویل‌گویند‌‌ ،‌آنگاه‌‌   اگر‌

‌ ‌ناصفر ‌بردار ‌       برای ‌‌                   تانسورهای         و

     ‌‌ ‌با ‌ترتیب ‌به         ، ،    را
           

          ‌‌ ‌               ،    و

‌کنیم‌که‌در‌آن‌‌‌‌‌‌می‌تعریف

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌    
    

    

         
                       

 

 
    

  ،‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

     و‌

      ،       

       و      

‌2ترتیب‌انحنای‌بروالد‌به E وB ی‌غیر‌ریمانی‌ها‌کمیت‌.‌      

𝐄  و‌ اگر   [.29]،‌[98]‌شوند‌می‌نامیده‌ مربوط‌به‌‌3و‌انحنای‌میانگین‌بروالد ترتیب‌‌را‌به‌ گاه‌متر‌‌آن   

‌.‌یک‌متر‌بروالد‌و‌متر‌بروالد‌ضعیف‌گویند

‌بروالد ‌میانگین ‌و ‌بروالد ‌انحناهای ‌از ‌استفاده ‌ب‌می‌با ‌داگلاس‌را ‌انحنای ‌‌هتوان            صورت

‌د‌که‌در‌آنکر‌تعریف‌       

     
       

  
 

   
       

       
       

        
    

وضوح‌هر‌متر‌بروالدی‌یک‌‌هب‌[.2]‌شود‌می‌صد ‌کند‌متر‌داگلاس‌نامیده‌    که‌در‌شرط‌‌  متر‌فینسلری

‌.ولی‌مترهای‌داگلاسی‌وجود‌دارند‌که‌بروالدی‌نیستند.‌متر‌داگلاس‌نیز‌هست

                                                           
1. Weyl curvature 

2. Berwald curvature 
3. Mean Berwald curvature 
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  نسلری‌یک‌پایای‌تصویری‌پیچیده‌وجود‌دارد‌که‌برای‌یک‌در‌هندسه‌فی
 
،‌تانسور‌انحنای‌    تانسور‌دل واه‌– 

‌کند‌می‌صد ‌(4)ۀ‌در‌رابط‌  داگلاس‌

         
         

                                                         (4)  

‌رابط‌  اگر ‌4)ۀ‌در ‌آن‌صد ‌کند‌آن( ‌داگلاس‌گاه ‌یک‌متر ‌گوییم‌می‌ویل‌تعمیم‌یافته-را ‌این‌حالت،‌‌هم. چنین‌در

 :داریمطور‌معادل‌‌هب

  
       

       

و‌مترهای‌داگلاس‌زیر‌مجموعه‌(‌مترهای‌فینسلری‌با‌انحنای‌پرچمی‌اسکالر)شود‌که‌کلاس‌مترهای‌ویل‌می‌ثابت

 .است‌ویل‌تعمیم‌یافته-کلاس‌مترهای‌داگلاس

 

 تصویری غیر بدیهیارز  هم -𝛌هایی از مترهای  مثال

‌‌وضوح‌به ‌‌هممترهای ‌‌و‌تصویریارز ‌‌هم‌-λمترهای ‌تصویری‌هستندارز ‌متر‌. ‌مفهوم ‌از ‌استفاده ‌با ‌فصل ‌این در

‌.کنیم‌می‌تصویری‌ارائهارز‌‌هم‌-λی‌غیر‌بدیهی‌ها‌فینسلری‌متقارن‌کروی‌‌مثال

تصویری،‌به‌مفهوم‌متر‌فینسلری‌متقارن‌کروی‌نیاز‌ارز‌‌هم-λی‌غیربدیهی‌از‌مترهای‌ها‌منظور‌ساختن‌مثال‌به:‌6مثال 

Ωفرض‌کنیم‌.‌داریم اگر‌تبدیلات‌متعامد‌.‌باشد‌Ωیک‌متر‌فینسلری‌تعریف‌شده‌روی‌‌Fمحدب‌و‌ۀ‌یک‌دامن‌   

.‌[23]شود‌می‌نامیده‌9کرویفضای‌متقارن‌‌     گاه‌‌‌ند‌آنک‌عمل‌‌‌     یی‌از‌‌ها‌عنوان‌ایزومتری‌هب‌  فضای‌

متقارن‌کروی‌است‌‌     زو‌نشان‌داده‌است‌که‌‌‌اخیراً.‌ماند‌میپایا‌‌  تحت‌هر‌دوران‌در‌‌     در‌این‌حالت،‌

‌نوشته‌شود‌که‌در‌آن‌                صورت‌‌به‌ اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌

    
  ،  

   
                                                          

‌نماد ‌ها‌و ‌‌|.|ی ، و ‌در‌ۀدهند‌ترتیب‌نمایش‌به‌  ‌ضرب‌داخلی ‌و ‌اقلیدسی ‌است‌  نرم ضرایب‌اسپری‌‌2زو-مو.

‌:‌[99]‌دست‌آورد‌به‌(5)صورت‌‌را‌به‌           ژئودزیک‌مربوط‌به‌متر‌فینسلری‌متقارن‌کروی‌

                                                                            (5)  

 که‌در‌آن

    
 

ϕ
   ϕ         ϕ

 
  

 

  ϕ
  ϕ

 
 rϕ

 
  

   
 ϕ

 
  ϕ

  
  ϕ

  

   ϕ   ϕ
 
        ϕ

  
 
                                  

‌:کنیم‌می‌تعریف‌ها‌رابطهاین‌را‌با‌ ‌             و‌                 مترهای‌راندرز

         
 

    
        

          
 

      
        

                                                           
1. Spherically symmetric metric 
2. Mo-Zhou 
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و‌‌ ،‌ضرایب‌اسپری‌‌(5)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط.‌هستند‌  دو‌تابع‌هموار‌روی‌        و‌‌       که‌در‌آن‌

‌:شوند‌می‌صورت‌بیان‌دینب‌   

                   
  

    
       ،                        

    

      
     

‌.است‌تصویریارز‌‌هم-λدو‌متر‌‌   و‌‌ وضوح‌‌هب

‌گیریم‌مترهای‌ریمانی‌زیر‌را‌در‌نظر‌می:‌2مثال 

α                ،                                  

‌‌:شوند‌می‌صورت‌بیان‌دینب‌مذکوری‌ها‌با‌یک‌محاسبه‌سرراست،‌ضرایب‌اسپری‌متر.‌یک‌عدد‌ثابت‌است‌λکه‌در‌آن‌

                              

                           

‌.تصویری‌هستندارز‌‌هم-λدو‌متر‌‌  و‌‌αوضوح‌به

 
 6 ۀاثبات قضی

-λی‌دومتر‌فینسلری‌ها‌کار،‌ابتدا‌روابط‌بین‌ژئودزیک‌برای‌این.‌را‌ثابت‌کنیم‌9ۀ‌در‌این‌ب ش‌،‌قصد‌داریم‌قضی

‌.کنیم‌می‌تصویری‌را‌پیداارز‌‌هم

است‌اگر‌‌   یک‌ژئودزیک‌از‌        گاه‌‌آن.‌تصویری‌باشندارز‌‌هم-λدو‌متر‌فینسلری‌‌   ‌ و‌ فرض‌کنیم‌‌.6 لم

      σو‌فقط‌اگر‌‌
 

 
‌.باشد‌ ژئودزیک‌از‌یک‌‌     

‌:‌کنیم‌می‌صورت‌تعریف‌دینرا‌ب‌  اسپری‌.‌باشد‌   یک‌ژئودزی‌‌        فرض‌کنیم‌‌‌:اثبات

       
 

   
     

 

   
 

 :دهیم‌می‌قرار‌.‌                       که‌در‌آن‌

σ t    
 

 
       

‌:‌داریمگاه‌‌آن

                              
 

 
        

 

 
                                                       (6)  

‌:است‌پس‌داریم‌   یک‌ژئودزی‌‌     چون‌

                                                                                                (9)  

‌:ریمدا‌(9)و‌(‌6)‌با‌استفاده‌از

                         

σبنابراین‌ تصویری‌هستند‌ارز‌‌همی‌ها‌اسپری‌  و‌‌Gشود‌که‌‌می‌آسانی‌دیده‌به‌.‌است‌  یک‌ژئودزیک‌از‌‌      

‌.است‌ یک‌ژئودزی‌‌       ‌رو،‌از‌این(.‌[96]‌،993ۀصفح)

‌:دهیم‌می‌قرار.‌باشند‌        تصویری‌با‌عامل‌تصویری‌ارز‌‌هم-λدومتر‌‌   و‌‌ فرض‌کنیم‌

Ξ                                                           𝛯
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‌:گاه‌داریم‌آن

‌   و‌‌ باین‌انحناهاای‌ریماانی‌‌‌‌‌ۀگاه‌رابط‌آن.‌باشند‌Μتصویری‌روی‌منیفلد‌ارز‌‌هم-λدومتر‌‌   و‌‌ فرض‌شود‌.2لم 

‌‌:است‌صورت‌دینب

      
              

                
                                               (8)  

 .رسیم‌می‌(8)‌به(‌2)در‌(‌9)‌ۀبا‌قرار‌دادن‌رابط‌:اثبات

یک‌متر‌ویل‌است‌اگر‌و‌‌ گاه‌‌آن.‌باشند‌Μبعدی‌-nتصویری‌روی‌منیفلد‌ارز‌‌هم-λدومتر‌‌   و  فرض‌کنیم‌:‌6لم 

‌.یک‌متر‌ویل‌باشد‌   فقط‌اگر‌

 :داریم‌2با‌استفاده‌از‌لم‌‌:اثبات

                         
‌که‌در‌آن‌

       
 

   
  

                                            
 

   
   

                                   (1)  

‌:داریم(‌8)و‌(‌3)از‌

     
           

 
                

                                                                        (99)  

‌که‌در‌آن

  
    

      
                        و                          

 
     

       
  

‌:داریم(‌99)با‌استفاده‌از‌

  
   

      

         
 
       

                                                                   (99)  

‌شود‌که‌‌می‌نتیجه(‌99)و‌(‌99)و‌(‌3)بنابراین‌از‌

   
             

                                                                             (92)  

‌.‌       اگر‌و‌فقط‌‌    شود‌که‌‌‌می‌،‌دیده(92)‌ۀطبق‌رابط
یک‌متر‌داگلاس‌است‌‌ گاه‌‌آن.‌باشند‌ بعدی‌- تصویری‌روی‌منیفلد‌ارز‌‌هم- دومتر‌‌   و‌‌ فرض‌کنیم‌‌.6لم 

‌.یک‌متر‌داگلاس‌باشد‌   اگر‌و‌فقط‌اگر‌

‌‌:مشتق‌میگیریم‌  و‌‌   ،  نسبت‌به‌ (9)از‌‌:اثبات

    
             

                  
            

       ،    
            

                (93)  

‌شود‌که‌‌می‌نتیجه(‌‌93)از‌‌                     و                    که‌در‌آن‌

                                                                                  (94)  

‌:داریم(‌94)و‌(‌93)از‌

      
   ،        

    ،                                                             (95)  

 .‌      اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌    ،‌(95)ۀ‌طبق‌رابط

‌تصویری‌ ‌فینسلر ‌متر ‌خاص‌‌به‌   و‌ دو ‌‌همطور ‌ارز ‌عامل‌تصویری‌آنها ‌اگر و‌‌        تصویری‌هستند

را‌‌   و‌ تصویری‌ارز‌‌هم- طور‌متشابه‌دو‌متر‌‌هب(.‌ملاحظه‌شود‌[99])‌       خطی‌باشد‌یعنی‌‌ نسبت‌به‌

‌.خطی‌باشد‌ نسبت‌به‌‌‌        اگر‌که‌‌ تصویری‌گوئیمارز‌‌هم- طور‌خاص‌‌به
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‌.‌آید‌می‌دست‌هب‌9ۀ‌نتیج(‌94)و‌(‌93)با‌استفاده‌از‌

‌‌:گاه‌داریم‌آن.‌تصویری‌باشندارز‌‌هم- طور‌خاص‌‌دو‌متر‌فینسلری‌به‌   و‌‌ فرض‌شود‌‌.6 ۀنتیج

(i)   متر‌بروالد‌باشد‌   متر‌بروالد‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌. 

(ii)  متر‌بروالد‌ضعیف‌باشد‌   متر‌بروالد‌ضعیف‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌‌. 

در‌طول‌ژئودزیک‌‌Eصورت‌مشتق‌کواریانت‌از‌انحنای‌میانگین‌بروالد‌‌هب‌             کمیت‌غیرریمانی‌

‌یعنی.‌شود‌می‌تعریف

            

‌‌:صورت‌نوشت‌دینانحنا‌را‌ب-Hتوان‌‌می

       
    

            
    

    

            
 

   

   
 

    

         

 
   

   
 

    

         
 

ضرایب‌ژئودزیک‌مربوط‌به‌‌   و‌‌  باشند‌و‌‌ بعدی‌-nروی‌منیفلد‌‌‌تصویریارز‌‌هم- دومتر‌‌   و‌ فرض‌کنیم‌‌

‌:‌دهید‌می‌قرار.‌باشند‌   و‌‌ 

  

    
 

 

   
    

 
  

   
                                    

 

   
 

 

   
    

  

   
 

‌:آوریم‌می‌دست‌گاه‌به‌آن

       
  

    
           

 
        

 
  

    
 

   
     

 

   
       

   

 
           

   

 
        

     
      

   

       
   

 
        

     
      

   

‌:داریمبالا‌‌ۀاز‌رابط

            
     

 
      

                                                                 (96)  

‌:آید‌می‌دست‌به‌ۀنتیج(‌96)با‌استفاده‌از‌

‌.   اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌    گاه‌‌آن.تصویری‌باشندارز‌‌هم- طور‌خاص‌‌دومتر‌به‌   و‌‌Fفرض‌کنیم‌.2 ۀنتیج

ویل‌تعمیم‌یافته‌است‌اگر‌و‌فقاط‌‌-یک‌متر‌داگلاس‌Fگاه‌‌آن.‌تصویری‌باشندارز‌‌هم- دومتر‌‌   و  فرض‌کنیم‌‌.6 لم

‌.ویل‌تعمیم‌یافته‌باشد-یک‌متر‌داگلاس‌   اگر

‌گاه‌ویل‌تعمیم‌یافته‌باشد‌آن-یک‌متر‌داگلاس  ‌فرض‌شود‌:اثبات

   
       

                                                                          (99)  

‌معادل‌است‌با(‌99)تعریف‌

  
       

     
 

   
            

        
          

          
       

   
          

   ،      
   ،      

          
          

                             (98)  

‌که‌در‌آن
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‌:آوریم‌می‌دست‌به(‌9)با‌استفاده‌از‌

    
          

 
                

          
                                                 (91)  

    
           

  
                 

           
           

                   (29)  

‌که‌در‌آن

  
 
  

    

   
      ،       

  
  

   
 
 

   
     ،       

  

   
      ،         

   

   
 

‌.رسیم‌می‌(29)ۀ‌به‌رابط(‌98)در‌(‌29)و‌(‌91)با‌قرار‌دادن‌

  
        

     
 

   
       

   ، 
          

 
                          

   

     
          

  
                 

           
           

   

     
          

  
                 

           
           

   

     
          

  
                 

           
           

   

     
          

  
                

           
           

                        (29)  

‌:داریم (29)‌ۀاستفاده‌از‌رابطبا‌

   
     

 

   
             

 

   
                                                     (22)  

‌:‌آید‌می‌دست‌هب‌(23)ۀ‌رابط.‌دهیم‌می‌قرار(‌29)را‌در‌(‌22)و‌(‌95)

    
        

                                                                           (23)  

  چون‌
    

     
   در‌(‌23)گاه‌با‌ضرب‌‌آن‌ 

‌:داریم‌ 

‌   
        

            

‌داگلاس‌   بنابراین‌ ‌متر ‌یافته-یک ‌تعمیم ‌به‌می‌ویل ‌عکس ‌اثبات ‌و ‌‌شود ‌‌‌‌‌.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌شود‌می‌انجام‌روشهمین

‌.‌‌‌‌‌‌شود‌می‌اثبات‌‌9ۀ،‌قضی5و‌‌9‌،3‌،4ی‌ها‌با‌استفاده‌از‌لم‌.‌9ۀاثبات‌قضی
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