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 چکیده 

)غیر تهی از فضای متریک    ة دو زیرمجموع  Bو    A  فرض کنید  , )X d   .در این مقاله ابتدا دو نوع انقباض غیر دوری روی    باشند

Aمجموعه   B  هایی در فضاهای سپس به بررسی وجود و یکتایی زوج بهینه از نقاط ثابت برای چنین نگاشت  .کنیممعرفی می

دست آمده تعمیمی از قضایای بهترین نقاط تقریبی موجود برای  ه پردازیم. نتایج اصلی ب می UCمتریک با در نظر گرفتن خاصیت  

 الدرد هستند. -وترو و فلیسیت-سوزوکی -باریهای دوری متناظر مربوط به دیانقباض

  .UCلر، خاصیت کی-های غیر دوری و دوری، انقباض میر تقریبی، نگاشت ةثابت، بهترین نقط ة نقط کلیدی: هایواژه

 

 مقدمه  . 1

)فرض کنید   , )X d  ة یک فضای متریک باشد. نقطz X  خودنگاشت ثابت  ةیک نقط:T X X→   شود هرگاه  نامیده می

Tz z=همچنین اگر .  A    وB   غیر تهی فضای  ةدو زیرمجموع  X   باشند، در این صورت خودنگاشت:T A B A B →  

)شود هرگاه  نامیده می  [ 3]  غیر دوری )T A A    و( )T B Bشود هرگاه گفته می  [ 4]  دوری  ، و نگاشتی  ( )T A B    و

( )T B A.    با فرض( , ) : inf{ ( , ) :  ,  y B}d A B d x y x A=    ،  دوتایی مرتب( , )z u A B    را یک زوج بهینه از نقاط

)باشند که    Tنقاط ثابتی از    uو    zنامیم هرگاه  می    Tنگاشت غیر دوری    ثابت , ) ( , )d z u d A B=  .ةنقط  z A B   بهترین   را

)چه  گوییم چنان    Tنگاشت دوری    تقریبی  ةنقط , ) ( , )d z Tz d A B=برای تضمین وجود،   یشرایط  های اخیر یافتن. در سال

و غیر دوری به     های انقباضی دوریهای متفاوتی از خودنگاشتیکتایی و همگرایی نقاط ثابت و بهترین نقاط تقریبی کلاس

،  6  ،5 ،4 ،2، 1]است  هایی برای اصل انقباض باناخ، مورد توجه بسیاری از نویسندگان قرار گرفته دست آورن تعمیم ه منظور ب

 
مسئول ۀنویسند    : s.ostadbashi@urmia.ac.ir 
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الدرد و    ،[4]در  های غیر دوری کمتر بررسی شده است.  . اما در این بین بحث وجود نقاط ثابت برای نگاشت[13  ،11،  8  ،7

 دست آوردند. ه ویرامانی تعمیم زیر از اصل انقباض باناخ را برای یک نگاشت انقباض دوری ب

در  از یک فضای باناخ به طور یکنواخت محدب باشند.    ی ناتهی و محدبهایمجموعه زیر  Bو    Aفرض کنید    [2]  .1 قضیه

T:نگاشت  چهاین صورت چنان  A B A B →     (0,1)یک انقباض دوری باشد، یعنی عددc   ای موجود باشد به گونه

)که برای هر  , )x y A B  داشته باشیم : 

( , ) ( , ) (1 ) ( , ),d Tx Ty cd x y c d A B + − 

0x  ةاست که به ازای هر نقط   zمانند    Aدر    ییتقریبی یکتا  ةبهترین نقط  دارای  T  گاه آن  A   2  ةدنبال

0{ }nT x    همگرا به

 باشد. می آن

 به صورت زیر، تعمیم دیگری از اصل انقباض باناخ ارائه کردند.   جدید ا تعریف یک انقباضب   ،[10]لر از طرفی میر و کی

T:  خودنگاشت  [10] .1 تعریف X X→  میر انقباض  میکی-یک  نامیده  هر  لر  ازای  به  هرگاه  0شود    مانند عددی   ،

0  ای که برای هرموجود باشد به گونه,x y X داشته باشیم : 

( , )   ( , ) .d x y d Tx Ty     +   

دست آورده و  ه  های دیگری از اصل انقباض باناخ بیلر استفاده کرده و تعمیممیر و ک  ۀ بسیاری از نویسندگان از اید  بعد از آن

مفهوم   به معرفی   [ 2]باری، سوزوکی و وترو  دی  2008. از جمله در سال  [12  ، 9  ،2]ثابت جدیدی را ارائه نمودند    ةقضایای نقط

 ة دست آوردند. اما یک نکته  را برای این کلاس از توابع ب  1  ةیلر پرداخته و تعمیمی از قضیک-های انقباض دوری میرنگاشت

غیر دوری خواهد بود. با توجه به این    2Tیک خودنگاشت دوری باشد خودنگاشت     Tچه ساده و قابل توجه این است که چنان

وترو  -سوزوکی-باریدی  ةیلر، قضیک- با تعریف یک انقباض غیر دوری میر  نتواشود که آیا میارتباط ساده این سوال مطرح می

های  به معرفی انقباض ها تعمیم داد؟ جواب ما به این سوال مثبت است. در بخشی از این مقالهنگاشترا به این کلاس از خود

کلاس از توابع در یک فضای متریک    یلر پرداخته، سپس به بررسی شرایط وجود و یکتایی نقاط ثابت برای این ک-غیر دوری میر

وترو خواهد  -سوزوکی-باریدی  ةدست خواهیم آورد تعمیمی از قضیه  ای که بپردازیم. نتیجه می  UCبا استفاده از خاصیت  

 بود.

f:تابع   )0نامیم هرگاه به ازای هر  نیمه پیوسته پایینی می  0x  ةرا در نقط    → )f x     0عدد حقیقی    موجود

به گونه برای هر  باشد  0ای که  0( , )x x x  − باشیم    + )داشته  )f x   تابع بالایی     f. همچنین  پیوسته  نیمه  را 

نیمه پیوسته پایینی است اگر و تنها اگر    0x  ةدر نقط  fشود تابع نیمه پیوسته پایینی باشد. ثابت می  −fگوییم هرگاه می

0

0( ) liminf ( )
t x

f x f t
→

  0  ةو لذا در نقطx    نیمه پیوسته بالایی است اگر و تنها اگر
0

0limsup ( ) ( )
t x

f t f x
→

 به طور مشابه .
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f:  تابع  مفهوم نیمه پیوسته بالایی از راست برای نیمه پیوسته   0x  ةدر نقط  fشود که تابع  تعریف شده و نتیجه می  →

بالایی است اگر و تنها اگر  
0

0limsup ( ) ( )
t x

f t f x
+→

  0]:فرض کنیم  . با این توضیحات, ) [0, ) + → +  نیمه پیوسته    یک تابع

,0]به این معنا که به ازای هر   بالایی از راست باشد )s  + داشته باشیم : 

limsup ( ) ( ).
t s

t s 
+→

 

0tبه ازای هر    همچنین فرض کنید     0  : داریم ( )t t   برای    1  ةتعمیمی از قضی  [ 6] فلیسیت و الدرد    ،2015. در سال

  دوری-pهای  تقریبی برای انواعی از خودنگاشت  ةاثبات وجود و یکتایی بهترین نقط
1 1

:
p p

i i
i i

T A A
= =
 →     1که برای هر i p   

)و هر   , ) i ix y A A +   در شرط زیر صادق باشند:  1

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )),d Tx Ty d A B d x y d A B−  − 

1iروی    pTنگاشت  دوری  -pدست آوردند. از آنجا که برای یک نگاشت  ه  را ب iA A +    1برای هر i p     ،غیر دوری است

T:های غیر دوری  لذا در بخش دیگری از این مقاله به بررسی شرایط وجود و یکتایی نقاط ثابت برای نگاشت A B A B →  

 اصلی این قسمت است.  ةای از قضیالدرد نتیجه-فلیسیتة پردازیم. خواهیم دید که قضیبا شرط انقباض مشابه می

 نیازها تعاریف و پیش  . 2

 کنیم. لر مفید خواهد بود آغاز میکی- ی میرهاتابع که برای توصیف انقباض -Lاین بخش را با تعریف یک  

,0]:تابع   .2 تعریف ) [0, ) + → + یک  L-شود هرگاه در سه شرط زیر صدق کند: تابع نامیده می 

     1 )(0) 0 =  ، 

,0)( به ازای هر 2      )s  +   داشته باشیم( ) 0s   ، 

,0) ( به ازای هر3      )s  +   0عددی مانند  ای که برای هر گونهموجود باشد به[ , ]t s s  )داشته باشیم   + )t s . 

}صعودی ةو دنبال   تابع-L [12] .1 لم }ns   از اعداد حقیقی غیر منفی را در نظر بگیرید. فرض کنید به ازای هرn  

0nsکه   1: داشته باشیم ( )n ns s+  در این صورت .lim 0n
n

s
→

= . 

,0]به   Yتوابعی از مجموعه ناتهی  gو  fفرض کنید  [9] .2 لم )+ های زیر معادل هستندباشند. در این صورت گزاره: 

0برای هر  (1   0، عددی مانند  ای که موجود است به گونه 

,  ( )     ( ) .x Y f x g x    +   

 ای که موجود است به گونه  صعودی و پیوسته(  تابع)-Lیک  (2
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,  ( ) 0  ( ) ( ( )),

,  ( ) 0  ( ) 0.

x Y f x g x f x

x Y f x g x

   

 =  =
 

تعریف    [2]لر را مشابه با یک انقباض دوری مییر کییلر  کی-دوری میرییر محسوسی یک انقباض غیر  در ادامه بدون هیچ تغ

 نماییم. نظر میکیلر صرف-یرکرار، از تعریف یک انقباض دوری مکنیم. برای پرهیز از تمی

)  غیر تهی فضای متریک  ةدو زیرمجموع   B  و   A  فرض کنید .3 تعریف , )X d  باشند. در این صورت نگاشت غیر دوری

:T A B A B →   0شود هرگاه به ازای هر  یلر نامیده میک-یک انقباض غیر دوری میر   0، عددی مانند     موجود

)ای که برای هرباشد به گونه , )x y A B    که( , ) ( , )d x y d A B   +  :داشته باشیم +

( , ) ( , ) .d Tx Ty d A B  + 

   کند. یلر را بیان میک-تابع و یک انقباض غیر دوری میر-Lزیر ارتباط بین یک ۀگزار

)  فضای متریک  از  B  و  Aهای ناتهی  زیرمجموعه  .1گزارة , )X d  نگاشت را در نظر بگیرید .:T A B A B →     یک انقباض

میر دوری  یکک-غیر  اگر  تنها  و  اگر  است  گونه  )تابع  -L  یلر  به  باشد  موجود  پیوسته(  و  هرصعودی  ازای  به  که  ای 

( , )x y A B    که( , ) ( , ) 0d x y d A B−  داشته باشیم: 

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )),d Tx Ty d A B d x y d A B−  − 

)و برای هر , )x y A B    که( , ) ( , ) 0d x y d A B− )  :داشته باشیم = , ) ( , ) 0d Tx Ty d A B− = . 

Yقرار دهیم    2 . کافی است در لماثبات A B=  و توابعf  وg ازY   0]به, )+ را با ضوابط زیر تعریف کنیم : 

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

f x y d x y d A B

g x y d Tx Ty d A B

= −

= −
 

 □شوند. نتیجه می  2 لمیلر است، درستی احکام از ک-یر دوری میریک انقباض غ Tدر این صورت چون 

 باشد. زیر در اثبات نتایج اصلی مفید می ۀلم ساد 

کنید    .3 لم زیرمجموع   Bو   Aفرض  متریک    ةدو  فضای  تهی  )غیر  , )X d  دور غیر  انقباض  برای  میرباشند.  لر کی-ی 

:T A B A B →   ،L-  تابع  برای هر  ۀرا مانند گزار این صورت  )  قبل در نظر بگیرید. در  , )x y A B    همواره

 :داریم

( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )).

d Tx Ty d x y

d Tx Ty d A B d x y d A B



−  −
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)برای هر    1 ۀ. از گزاراثبات , )x y A B   که( , ) ( , ) 0d x y d A B−  :داریم =

(1) ( , ) ( , ) 0 (0) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( , ).d Tx Ty d A B d x y d A B d x y d A B − = = = −  − 

)برای هر  1 ۀمجدد گزار ۀ با استفاد , )x y A B   که( , ) ( , ) 0d x y d A B−  داریم : 

(2) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( , ).d Tx Ty d A B d x y d A B d x y d A B−  −  − 

 □شوند.  نتیجه می  (15)و  (15)وابط اکنون احکام مورد نظر از ر

کند. لذا در  ایفا می  1  ة، نقش مهمی در اثبات قضیXآل فضای به طور یکنواخت محدب  شایان ذکر است که خاصیت ایده

، برگرفته شده از خاصیت فضاهای به طور یکنواخت  UCاز خاصیت هندسی    [13]ادامه به تعریف سوزوکی، کیکاوا و وترو  

 پردازیم. میمحدب باناخ 

)  غیر تهی فضای متریک  ةدو زیرمجموع   Bو  Aفرض کنید   [ 13] .4 تعریف , )X d  گوییم زوج  باشند. در این صورت می

( , )A B   دارای خاصیتUC   است هرگاه اگر{ }nx    و{ }nx   هایی در مجموعه  دنبالهA    و{ }ny  ای در مجموعه دنبالهB 

 باشد به گونه ای که

lim ( , ) lim ( , ) ( , ),n n n n
n n

d x y d x y d A B
→ →

= = 

)lim  گاه داشته باشیمآن  , ) 0n n
n

x x
→

 = . 

)غیر تهی فضای متریک   ةمجموع دو زیر Bو Aچه به عنوان مثال چنان , )X d   باشند که( , ) 0d A B   Bو A؛ یا اگر  =

)محدب باشد،  آنگاه زوج    Aکهباشند چنان  Xغیر تهی یک فضای باناخ به طور یکنواخت محدب  ةدو زیرمجموع  , )A B 

مشاهده   [13]توان در  باشند را می  UCهایی که دارای خاصیت های دیگری از زوج مجموعه است. مثال  UCدارای خاصیت 

 .کرد

 رسانیم. باشند به پایان میای در این مقاله برخوردار میاین بخش را با دو لم زیر که از اهمیت ویژه

)فرض کنید   [13]   .4 لم , )A B  های غیر تهی فضای متریکیک زوج از زیرمجموعه ( , )X d دارای خاصیت   باشد کهUC 

}چه  در این صورت چنان است.   }nx  و{ }ny  های  هایی به ترتیب در مجموعهدنبالهA    وB  از باشند به گونه ای که یکی 

   هایتساوی

lim sup ( , ) ( , ),  limsup ( , ) ( , ),m n m n
m nn m m n

d x y d A B d x y d A B
→ → 

= =
 

}ةدنبال گاهآنبرقرار باشند،  }nx .کشی است 
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)فرض کنید    [13]   .5 لم , )A B  های غیر تهی فضای متریکیک زوج از زیرمجموعه  ( , )X d  دارای خاصیت  باشد کهUC 

T:  همچنین فرض کنیداست.  A B A B →  که به ازای هر  یک نگاشت دوری باشد چنانx A B   

2( , ) ( , ),d T x Tx d x Tx 

xو به ازای هر  A B    که( , ) ( , )d x Tx d A B ، 

2( , ) ( , ).d T x Tx d x Tx 

zدر این صورت   A تقریبی ةیک بهترین نقط T   2است اگر و تنها اگر یک نقطه ثابتT  .باشد 

 نتایج و بحث اصلی   . 3

کنید    .6 لم زیرمجموع   B  و   Aفرض  متریک  ةدو  فضای  تهی  )  غیر  , )X d  میر دوری  غیر  انقباض  یلر ک-باشند. 

:T A B A B →  0  ، را در نظر بگیرید و فرض کنیدx A    0وy Bهای . دنباله  { }nx  رد  A    و{ }ny  ر  دB   را به صورت  

1:n nx Tx n:1  و =− ny Ty  :در نظر بگیرید. در این صورت داریم =−

lim ( , ) ( , ).n n
n

d x y d A B
→

= 

}  . دنبالهاثبات } [0, )ns  +  را به صورت  : ( , ) ( , )n n ns d x y d A B= در نظر    1  ۀرا مانند گزار تابع  -Lتعریف کنید.     −

0nsیلر بدیهی است که ک-ت از تعریف یک انقباض غیر دوری میربگیرید. در این صور  کند  ایجاب می( )n ns s+ 1  لذا

lim  : داریم 2بنابر لم  0n
n

s
→

=. □    

)  فرض کنید  .7 لم , )X d ،  A،  B،  T   و{ }nx   علاوه فرض کنید  ه  تعریف شوند. ب 6مانند لم( , )A B   دارای خاصیتUC  

}باشد. در این صورت اگر دنباله   }nx  ةهمگرا به نقط  z A  باشد، آنگاه  z  ثابت از نگاشت  ةیک نقط  T  است. همچنینT  

         است. A  ثابت در مجموعه ةدارای حداکثر یک نقط

0y. فرض کنیم اثبات B و دنباله  { }ny 1ا به صورت  ر:n ny Ty  تعریف کنید. در این صورت چون  =−

( , ) ( , ) ( , ),     n n n nd z y d z x d x y n +   

lim  : داریم 6 لذا بنابر لم ( , ) ( , )n
n

d z y d A B
→

 : داریم 3. از طرفی بنابر لم =

1 1( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( , ),n n nd Tz y d A B d z y d A B d z y d A B − −−  −  − 
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limو در نتیجه  ( , ) ( , )n
n

d Tz y d A B
→

). اکنون از آنجا که زوج  = , )A B دارای خاصیتUC   است داریم :Tz z= فرض .

zکنیم A ثابت دیگری از نگاشت ةنقطT  داریم 6 باشد دراین صورت با استفاده از لم : 

lim ( , ) lim ( , ) ( , ) lim ( , ) lim ( , ),n n

n n n n
n n n n

d z y d T z y d A B d T z y d z y
→ → → →

= = = = 

)جا که زوج اکنون از آن  , )A B دارای خاصیتUC  است داریم:z z=  .□ 

)فرض کنید    .8 لم , )A B  های غیر تهی فضای متریکیک زوج از زیرمجموعه( , )X d  دارای خاصیت  باشد کهUC    .است

کنید فرض  T:  همچنین  A B A B →     میر  یک دوری  غیر  ازایک-انقباض  به  باشد.  0xیلر  A
 

0yو     A 

}  هایدنباله }nx   درA   و{ }ny  درB  1 را به صورت:n nx Tx n:1  و =− ny Ty  :تعریف کنید. در این صورت داریم =−

lim sup ( , ) ( , ).m n
m n m

d x y d A B
→ 

=
 

لماثبات بنابر  lim:  داریم   6  .  ( , ) ( , )m m
m

d x y d A B
→

1lim  و   = ( , ) ( , )m m
m

d x y d A B+
→

چون.  = )  لذا  , )A B   دارای

1lim  است UCخاصیت  ( , ) 0m m
m

d x x +
→

=. 

0     بنابر تعریف ثابت در نظر بگیرید،  ,0)توان  می     تابع -Lرا دلخواه ولی  )   به گونه انتخاب کرد کهرا  ای 

( )   + 6 . اکنون از لم ،L ای انتخاب کنید که برای هر را به گونهm L داشته باشیم : 

(3) ( , ) ( , )m md x y d A B −  

 و

(4) 
1( , ) .m md x x +  

m  که mعدد  L کنیم برای هررا ثابت در نظر بگیرید، با روش استقراء ثابت میn m داریم : 

(5) ( , ) ( , ) 2 .m nd x y d A B   −  +  

nاگر m=  برای یک    (5)  ةبرقرار است. فرض کنیم رابط  ( 3)  ةبنابر رابط  (5)  ةکه رابطn m    برقرار باشد، در این صورت

1nرا برای  (5) ةرابط  : داریم آوریم. بنابر فرض استقراء و صعودی بودن دست میه ب +

(6 ) 
1 1( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( ) .m n m nd x y d A B d x y d A B    + + −  −  +  

 گیریم نتیجه می (6)و  (4)از روابط  اکنون
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1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )+d( , ) ( , ) 2 ,m n m m m nd x y d A B d x x x y d A B   + + + +−  −  +  

1nبرای (5) ةذا رابطل     □نیز برقرار است.  +

)  دو زیرمجموعه غیر تهی فضای متریک B  و Aفرض کنید    .2 قضیه , )X d  باشند که( , )A B  دارای خاصیتUC   وA 

T:  کامل باشد. فرض کنیم A B A B →    یلر باشد. در این صورت ک-انقباض غیر دوری میر یکT  ثابت   ةنقط دارای

z  مانند ی  یکتای A   0است که به ازای هرx A  لة   دنبا  
0{ }nT x  علاوه اگر  ه  . بباشدمی  آن  همگرا به( , )B A   دارای خاصیت

UC  و  B  باشد آنگاه کامل   نیز  T  ی مانندثابت یکتای  ةنقط  دارای  u B   0  است که به ازای هرy B  ةدنبال  
0{ }nT y  

)است. همچنین  همگرا به آن , ) ( , )d z u d A B= . 

 ظدنبال  8و لم   4  باشد. از لم  Aدلخواهی از مجموعه    ةنقط  0x . فرض کنیماثبات
0{ }nT x  کشی و لذا چونA   کامل است

zای مانند همگرا به نقطه A  ثابت نگاشت   ةتنها نقط  7  است که بنابر لم  T    در مجموعهA    است. به طور مشابه اگر( , )B A 

u  ی مانندثابت یکتای  ةدارای نقط   T  کامل باشد آنگاه  نیز  B  و  UC  دارای خاصیت B 0  است که به ازای هرy B  ة دنبال  

0{ }nT y  داریم 6 است. از طرفی بنابر لمآن همگرا به:  ( , ) lim ( , ) ( , )n n

n
d z u d T z T u d A B

→
= =. 

,0]:تابع   .1 مثال ) [0, ) + → + زیر را در نظر بگیرید ةبا ضابط : 

2         1,
( )

1          1.

t t
t

t


 
= 


 

,0)به ازای هر   )s  +  داریم:  ( ) 0s ،    (0)همچنین 0 s(0,1)از طرفی به ازای هر    و  =     با انتخاب عدد مثبت

s s = ]برای هر   − , ]t s s   داریم: +

2 2 2( ) ( ) ( ) .t t s s s =  + = =  

,1]هر  و به ازای )s  + 0  با انتخاب  هر  دلخواه و[ , ]t s s  )بدیهی است که   + ) 1t s = .  لذا  یک  L-.تابع است 

  ةدو مجموع 
1

[0, ]
2

A و  =
1

[ ,0]
2

B =   هایی از مجموعه اعداد حقیقی مجهز به متر اقلیدسی درمجموعه را به عنوان زیر  −

T:نظر بگیرید. خودنگاشت غیر دوری  A B A B →  کنیم زیر تعریف می ةرا با ضابط 

2

2

         ,

      .

x x A
Tx

x x B

 
= 

− 

 

)در این صورت به ازای هر , )x y A B     که( , ) 0d x y  داریم : 
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2 2 2( , ) ( ( , )) ( ) ,x y d Tx Ty d x y x y+ =  = − 

)و برای هر , )x y A B   که( , ) 0d x y )  :داریم  = , ) 0d Tx Ty یک انقباض غیر دوری   Tنگاشت   1  ۀ. لذا بنابر گزار=

)از طرفی    .کیلر است-یرم , ) 0d A B )پس    = , )A B   دارای خاصیتUC  نتیجه    است در  برقرار   2مام شرایط قضیه  تو 

0z.  هستند u=  کند. است که در احکام این قضیه صدق می Bو Aهای مجموعه  در Tثابت یکتای  ةنقط =

 می باشد را داریم.   [2]از  2 ةنتیجه زیر که تعمیمی از قضی 2 ةبه عنوان یک کاربرد از قضی

)فرض کنید   .1 نتیجه , )A B  های غیر تهی فضای متریکیک زوج از زیرمجموعه( , )X d   دارای خاصیت  باشد کهUC  و

A   .همچنین فرض کنید کامل باشد:T A B A B →     یلر باشد. در این صورت ک- انقباض دوری میر  یکT   دارای

z ی مانند تقریبی یکتای ةبهترین نقط A  ثابت نگاشت ةاست که یک نقط  T 0x  و به ازای هر است 2 A  2دنباله

0{ }nT x  

 است.  همگرا به آن

ثابت    ةنقط  دارای  2Tنگاشت  2  ةیلر است لذا بنابر قضیک-یک انقباض غیر دوری میر   2T. واضح است که نگاشت  اثبات

zی مانند یکتای A 0است و به ازای هرx A    2دنباله

0{ }nT x  ةهمگرا به نقطz   5  است. از طرفی به وضوح شرایط لم  

 □نیز است.  Tتقریبی ةیک بهترین نقط zبرقرار هستند لذا  

 آوریم. دست میه را برای یک انقباض غیر دوری ب 1 ة، درستی قضی2 ةدر ادامه به عنوان کاربردی دیگر از قضی

و محدب از یک فضای باناخ به طور یکنواخت محدب باشند و     هایی غیر تهیزیرمجموعه   Bو    Aفرض کنید    .2 نتیجه

T:نگاشت   A B A B →     (0,1)یک انقباض غیر دوری باشد یعنی عددc    ای که برای هر  موجود باشد به گونه

( , )x y A B  داشته باشیم : 

( , ) ( , ) ( ) ( , ).d Tx Ty cd x y c d A B + −1 

)مانند   از نقاط ثابت  ایزوج یکتای بهینه   دارای  Tدر این صورت   , )z u A B    0  ةاست که به ازای هر نقطx A   ة دنبال  

0{ }nT x همگرا بهz 0 ةو به ازای هر نقطy B  ةدنبال 
0{ }nT y   همگرا بهu   .است 

,0]:تابع  اثبات.   ) [0, ) + → +  ةبا ضابط  ( )x cx بگیرید.    = نظر  است که را در  (0)بدیهی  0 ازای هر   = به  و 

(0, )s  + داریم ( ) 0s  0)، از طرفی به ازای هر, )s  +  با انتخاب عدد مثبتs cs

c


−
]برای هر  = , ]t s s  + 

 داریم:

( ) ( ) ( ) .
s cs

t ct c s c s s
c

 
−

=  + = + =  

 □آید.  دست میه ب 2 ةحکم از قضی اکنون تابع است.-L  یک  لذا  
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کنید   ...و  1A  ،2Aفرض   ،pA  متریکزیرمجموعه فضای  از  تهی  غیر  )هایی  , )X d   نگاشت صورت  این  در  باشند. 

1 1
:

p p

i i
i i

T A A
= =
 →     یک نگاشتp-  برای هر  نامیده میدوری 1شود هرگاه  i p   ،1( )i iT A A +    1که 1pA A+ =  .

iz ةهمچنین یک نقط A تقریبی  ةبهترین نقطT   درiA 1شود هرگاه  نامیده می( , ) ( , )i id z Tz d A A +=. 

)هایی ناتهی از فضای متریک  زیرمجموعه   pAو  ،1A  ،2Aفرض کنید   .5 تعریف , )X d   باشند. در این صورت نگاشت

p-دوری  
1 1

:
p p

i i
i i

T A A
= =
 →     یک انقباضp-1شود هرگاه به ازای هر  یلر نامیده میک-دوری میر i p     0و هر   عددی ،

0مانند     1ای که به ازای هر  موجود باشد به گونه 1( , )i i i ix x A A+ +     1که 1( , ) ( , )i i i id x x d A A  + + + داشته    +

1  :باشیم 1 2( , ) ( , )i i i id Tx Tx d A A + + + + . 

در یک فضای باناخ به طور یکنواخت  دوری  -pهای  برای نگاشت  1  ة، در ادامه تعمیمی از نتیج 2  ةبه عنوان نتیجه دیگری از قضی

 دهیم. ارائه می Xمحدب  

هایی ناتهی، بسته و محدب از فضای باناخ به طور یکنواخت محدب زیرمجموعه   pAو  ،1A  ،2Aفرض کنید    .3 نتیجه

X  همچنین فرض کنیدباشند .  
1 1

:
p p

i i
i i

T A A
= =
 →      انقباض ازای هر یلر  ک-میردوری  -pیک  به  این صورت  باشد. در 

1 i p    نگاشتT  ی مانندتقریب یکتای  ةبهترین نقط  دارای  i iz A   ثابت نگاشت   ةاست که یک نقطpT  و به     است

0ازای هر  ix A ةدنبال  
0{ }pnT x ةهمگرا به نقط  iz  .است 

هر اثبات ازای  به   .1 i p    نگاشت که   است  میر  pTبدیهی  دوری  غیر  انقباض  روی  کی-یک  1iلر  iA A +  زوج و   ،

1( , )i iA A از قضی  UCدارای خاصیت    + لذا  ثابت کنیم    2  ة است.  است  کافی 
iz   نقط اگر    Tتقریبی    ةبهترین  است. 

( , ) ( , )i id z Tz d A B داریم 1 ۀاز گزار : 

1

1 1

1

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

                                       < ( ( , ) ( , ))

                                      ( , ) ( , ).

p p

i i i i i i i i

i i i i

i i i i

d Tz z d A A d T z T z d A A

d Tz z d A A

d Tz z d A A



+

+ +

+

+

− = −

−

 −

 

)1کند  این تناقض ایجاب می , ) ( , )i i i id z Tz d A A += .□   

yاز یک فضای متریک باشند. به ازای   هایی غیر تهیزیرمجموعه  Bو   Aفرض کنید   B فرض کنیم : 

( ) { :  ( , ) ( , )}.AP y x A d x y d A y=  = 

پردازیم. لم زیر برای  انقباضی می-های غیر دوری  بحث به بررسی شرایط وجود و یکتایی نقاط ثابت برای نگاشت  ةدر ادام

 دست آوردن نتایج بعدی مفید خواهد بود.  ه ب
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)  غیر تهی از فضای متریک  ةدو مجموع   Bو    Aفرض کنید    .9 لم , )X d  های  باشند به طوری که زوج( , )A B    و( , )B A  

T:  همچنین فرض کنیدباشند.    UCدارای خاصیت  A B A B →     ازای هر    یک به  که  باشد  غیر دوری  نگاشت 

( , )x y A B    که( , ) ( , )d x y d A B داشته باشیم: 

( , ) ( , ),d Tx Ty d x y 

)در این صورت برای هر  , )x y A B  چه  چنان( , ) ( , )d x y d A B=داریم ،:  ( , ) ( , )d Tx Ty d A B=    . 

xفرض کنیم   اثبات.  A    وy B    چنان باشند که( , ) ( , )d x y d A B=های توان دنباله. در این صورت می{ }nx A 

}و }ny B  هر ازای  به  که  نمود  انتخاب  چنان  )،  nرا  , ) ( , )n nd x y d A B  ،nx x ،ny y   و

( , ) ( , )n nd x y d A B→  در این صورت بنابر خاصیت .UC   بدیهی است که به ازای هرn  ،( , ) ( , )nd x y d A B  .

 لذا

( , ) ( , ) ( , ),n nd A B d Tx Ty d x y  

 در نتیجه 

(7) ( , ) ( , ).nd Tx Ty d A B→ 

 nاز طرفی به ازای هر

( ( ), ) ( , ) ( , ),A nd P Ty Ty d A Ty d Tx Ty=  

 : قبل داریم ةگیری و استفاده از رابطلذا با حد

(8) ( ( ), ) ( , ).Ad P Ty Ty d A B= 

)، UCو استفاده از خاصیت    (8)و  (7)از ترکیب روابط  )AP Ty داریم:ای تک عضوی است و مجموعه    

(9) ( ).n ATx P Ty→ 

 توان ثابت کردبه طور مشابه می

(10) ( ( ), ) ( , ),Bd P Tx Tx d A B= 

 و

(11) ( ).n BTy P Tx→ 
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 nاز طرفی برای هر

( , ) ( , ) ( , ),n n n nd A B d Tx Ty d x y  

)لذا   , ) ( , )n nd Tx Ty d A B→  داریم  (11)و    (9)، در نتیجه از روابط:  ( ( ), ( )) ( , )A Bd P Ty P Tx d A B= در نتیجه با .

خاصیت   از  مجدد  روابط    UCاستفاده  از  استفاده  )  :داریم  ( 10)و    (8)و  )AP Ty Tx=    و( )BP Tx Ty=  لذا  .

( , ) ( , )d Tx Ty d A B= .□   

)  غیر تهی از فضای متریک  ةدو مجموع   Bو    Aفرض کنید   .10 لم , )X d   های  باشند به طوری که زوج( , )A B    و( , )B A 

خاصیت  کنید   UCدارای  فرض  همچنین  T:باشند.  A B A B →      هر    یک ازای  به  که  باشد  دوری  غیر  نگاشت 

( , )x y A B  داشته باشیم : 

( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )),d Tx Ty d A B d x y d A B−  − 

,0]:که در آن   ) [0, ) + → +    0نیمه پیوسته بالایی از راست است که به ازای هر    تابعیکt   0  :داریم ( )t t   .

)در این صورت برای هر  , )x y A B  داریم:  lim ( , ) ( , )n n

n
d T x T y d A B

→
= . 

اگر   مفروضاتبنابر    اثبات. است که  )واضح  , ) ( , )d x y d A B    آنگاه( , ) ( , )d Tx Ty d x y  لم بنابر  لذا  برای هر   9. 

( , )x y A B   داریم:  ( , ) ( , )d Tx Ty d x yرض کنیم  . ف: ( , ) ( , )n n

ns d T x T y d A B= در این صورت بنابر   −

1n  :قبل همواره داریم  ةرابط ns s −حقیقی    ة. لذا دنبال{ }ns  نزولی از پایین کراندار و در نتیجه همگرا به یک   ةیک دنبال

0sمقدار     0باشد. کافی است ثابت کنیم  میs 0s. از برهان خلف فرض کنیم  =   لذا بنابر فرض داریم :( )s s   از .

)1می دانیم   nطرفی به ازای هر   )n ns s − چون   و در نتیجه ةدر نقط s :نیمه پیوسته بالایی از راست است داریم 

1limsup limsup ( ) limsup ( ) ( ),n n n n
t s

s s s t s  
+

−
→

=    

 □کند.  که این تناقض برهان را کامل می

)کامل،    Bو   A10اگر علاوه بر مفروضات لم    .3 قضیه , )B A    خاصیت   دارای نیزUC  (0)   و همچنین 0   باشد،   =

z  ی مانندثابت یکتای  ةنقط  دارای  Tآنگاه  A    ی مانندثابت یکتای   ةنقط  و  u B    0است که به ازای هر x A  ةدنبال  

{ }nx    1با تعریف:n nx Tx 0yو به ازای هر   zةهمگرا به نقط  =− B  ةدنبال  { }ny    1با تعریف:n ny Ty همگرا به   =−

)است. همچنین uة نقط , ) ( , )d z u d A B=. 

lim  : داریم  10لم  اثبات. از   ( , ) ( , )n n
n

d x y d A B
→

1limو    = ( , ) ( , )n n
n

d x y d A B+
→

)اما    = , )A B    دارای خاصیتUC   است

 لذا  
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(2) 1lim ( , ) 0.n n
n

d x x +
→

= 

 شودثابت میبه طور مشابه 

(13) 1lim ( , ) 0.n n
n

d y y +
→

= 

0نیم به ازای هر کثابت می    0عددN    ای که به ازای هرموجود است به گونه  ,m n    0کهm n N  :داریم 

( , ) ( , ) .m nd x y d A B  + 

0از برهان خلف فرض کنیم    ای که به ازای هر  وجود دارد به گونهk     اعدادkm   وkn   کهk km n k     وجود دارند

 ای کهبه گونه

(14) ( , ) ( , ) .
k km nd x y d A B  + 

 برقرار باشد و همچنین  (14) ةانتخاب کرد که رابط knتوان کوچکترین عدد طبیعی بزرگتر از را می kmهمچنین 

1( , ) ( , ) .
k km nd x y d A B −  +

 

 :در این صورت داریم

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
k k k k k k k km n m m m n m md A B d x y d x x d x y d x x d A B − − −+   +  + + 

 : داریم  (2) ةلذا بنابر رابط

(15) ( , ) ( , ) .
k km nd x y d A B → + 

 اما از طرف دیگر

1 1 1 1

1 1

( , ) ( , )+ ( , ) ( , )

                   ( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( , ).     

k k k k k k k k

k k k k k k

m n m m m n n n

m m m n n n

d x y d x x d x y d y y

d x x d x y d A B d A B d y y

+ + + +

+ +

 +

 + − + +

 
)آوریم  دست میه  ب  (15)و    (13)،  (2)از طرفین رابطه بالا و استفاده از روابط    limsupبا گرفتن   )    ، این تناقض

 توان نتیجه گرفتکند. لذا میادعای ما را  ثابت می
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limsup ( , ) ( , ),m n
n m n

d x y d A B
→ 

= 

}  ،4  و در نتیجه بنابر لم }nx  ای کشی و چون  دنبالهA   ای مانند  کامل است همگرا به نقطهz A   است. به طور مشابه

}توان ثابت کرد  می }ny ای کشی و چون دنبالهB  ای مانند  به نقطهکامل است همگراu B  است. اما 

(16 ) ( , ) lim ( , ) ( , ).n n
n

d z u d x y d A B
→

= = 

:از طرفی اگر   ( , ) ( , )t d Tz u d A B=  آنگاه  −

0

1

0

( , ) ( , ) limsup ( ( , ) ( , ))

                                    limsup ( ( , ) ( , )).

n

n

n

n

t d Tz u d A B d Tz T y d A B

d z T y d A B −

= −  −

 −
 

(0)لذا   0t  )در نتیجه    = , ) ( , )d Tz u d A B=و اینکه    (16)  ة. این رابطه به همراه رابط( , )A B   دارای خاصیتUC 

Tzکند که است ایجاب می z=اگر فرض کنیم .z A  ثابت دیگری از نگاشت  ةنقطT   داریم  9  باشد دراین صورت بنابر لم : 

lim ( , ) ( , ) lim ( , ),n n

n n
n n

d T z y d A B d T z y
→ →

= = 

)اکنون از آنجا که زوج  , )A B  دارای خاصیتUC    است داریم :z z=توان ثابت کرد که  . به طور مشابه میu   ة تنها نقط 

    □است.  Bدر   Tثابت  

 اشاره کرد. [6]از  5.3 ةتوان به قضی، می3 ةاز قضیبه عنوان نتیجه ای 

,0]:تابع   .2 مثال ) [0, ) + → + زیر در نظر بگیرید ةرا با ضابط : 

2 1
          ,

2
( )

1 1
t         .

2 2

t t

t

t






= 
 


 

  ةدو مجموع 
1

[0, ]
4

A و   =
1

[ ,0]
4

B = هایی از مجموعه اعداد حقیقی مجهز به متر اقلیدسی در  را به عنوان زیر مجموعه   −

T:نظر بگیرید. خودنگاشت غیر دوری    A B A B →  کنیم زیر تعریف میة را با ضابط : 

2

2

         ,

      .

x x A
Tx

x x B

 
= 

− 

 

)در این صورت به ازای هر , )x y A B  داریم : 
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2 2 2( , ) ( ( , )) ( ) .x y d Tx Ty d x y x y+ =  = − 

0zکنند و  صدق می  3  ةدر شرایط قضی  Bو      ،T  ،Aتوان بررسی کرد که  به سادگی می u= ثابت یکتای    ةنقط  =

 کند. است که در احکام این قضیه صدق می Bو Aهای مجموعه 
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