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 نزلیر-تزهویفدر مدل گونه  آمیختهنوسانات 
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 علومریاضیۀدانشگاهصنعتیشریف،دانشکد
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 چکیده
نیادر.استناگوما-تزهویفمدلشود،میگرفتهارکبهیعصبسلولرفتارفیتوصیبراهکیمهمیبعدسهیهامدلازیکی

چنینهم.مینکیممعرفیرامدلنیادررا (MMO) گونه-تآمیختهنوساناطورخاصرفتارهایرگباریوبهانواعمامقاله

نسبتاً اینسیستمکانارد پارامتردر مقادیریاز شودپایداریدیدهمیدر خلافربهکاستنیااینپژوهشمهمتهکن.

درستمیساست،شدهدهیدتندریمتغیکوکندریمتغدوباییهاستمیسدر MMO رفتارآنهادرهکشدهانجامقاتیتحق

.استکندریمتغیکوتندریمتغدویدارامقالهنیادرشدهگرفتهنظر

 
 .ناگوما،نوساناتآمیختهگونه،رفتارهایرگباری،کانارد-فیتزهومدل: های کلیدی واژه

 
 مقدمه

-تزهویفمدلنامبهنونکاهک)دادگسترشسهبعددرراناگوما-تزهویفمعروفمدل1نزلیر.جهک178۱سالاز

(FHR)نزلیر-ناگوما
ساده،(استمعروف2 سیستم این در ای پیچیده رفتارهای و انجام آن روی زیادی کارهای

.شودیمانیب(1)هایهمعادلبامدلنیا.مشاهدهشدهاست

              
                                                                   (1)  

                 

اینسیستمدرنزلیرهکضرایبی.بردیمنامنورونغشاءآلدهیامدلعنوانبامدلنیااز ،[1]اشمقالهدرنزلیر

  :استصورتنیابهاستگرفتهنظردر

         ،          ،         ،        ،            

نورون.است0یسلکها-نکیجهامعروفمدلازیلیتقلهکاست3یضویبرگباریمدلیکمدلنیا مدلغشاء

درعمللیپتانسانتشارفیتوصیبرااینمدل.یاستسلکها-نکیجهابعدی0بعدیازمدل3تقلیلیدرواقعرینزل

گرتغییراتولتاژوتغییراتدربیانکه ،[2]استشدهدادهیسلکهاونکیجهاوسیلۀبه17۹2سالدردییوکاسسونکآ

یسلکها-نکیجهامدلکانالیمتغیردوبینجبریایرابطهکردنبرقراربارینزل.استپتاسیموسدیمهاییونهایکانال

نیادر.ندکیمفایاراطیمحازنورونبهیورودانیجرنقشهکاستیثابت I نزلیرمدلدر.دهدمیتقلیلبعدیکرامدل

.استشدهدیده1ونوسانآمیختهگونه7کآشوبنارفتار،۱رگبار،۹مداومیکشللیقبازیمختلفیرفتارهانونکتامدل

                                                           
 razvan@sharif.ir      نویسنده مسئول*

1. J.Rinzel 

2. FitzHugh-Nagumo-Rinzel 

3. Eliptic Burster 
4. Hodgkin-Huxley 

5. Continuous Spiking 

6. Bursting 
7. Chaotic 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
1.

53
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
14

00
.7

.1
.1

0.
6 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
29

 ]
 

                             1 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.1.53
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1400.7.1.10.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2876-fa.html


هایریاضیپژوهش1011بهار،1،شماره7جلد35
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

بهمسئلهلیتبدقیطرازراارکنیایو.[8]،[3]استردهکیبررسراهمربرفتارهابرخیازاینلیتبد2وفیکلنیش.آ

لیتبدبرد،یمنام3ولتاژیابازهنگاشتعنوانتحتآنازهکروشنیابا.دهدمیانجامیبعدیکۀارکپواننگاشتیک

نزلیر-تزهویفمدلدررا  گونهیونوسانآمیختهخاموشوگونهآمیختهنوسانورگبار،رگبارومداومیکشلرفتارنیب

راستمیسانشعاباتوگرفتهنظردرپارامترعنوانبهرا(1)ۀمعادلدر b یادیزمقالاتدرنیچنهم.استردهکیبررس

 [8]دروفیکلنیشمثالیبرا.رندیگیمدرنظرپارامترعنوانبهرا cینیزبرخ.نندکیمیبررسپارامترنیارییتغتحت

 :استگرفتهنظردربرایضرایبسیستمراریزریمقاد

        ،        ،        ،      

انواعوگرفتهنظردرپارامترعنوانبهرااولمعادلهبیضراازیکیمامقالهنیادر.استردهکفرضپارامترراcیو

هکراایگونهنوساناتآمیخته0دزروخز2111سالدر      .مینکیمیمعرفمدلنیادرراگونهنوساناتآمیختهازیدیجد

.                          (Desroches 2010)استردهکیبندطبقهومروراست،شدهمشاهدهییایمیشویکیزیف،یعصبیهاستمیسدر

دهدودوبارهبهحالتسکونایاززمانیکرفتارنوسانیازخودنشانمیرگبارجوابیاستکهدرآنسیستمدربازه

ینورونیمقدارولتاژنورونناگهانازیکآستانهعبورهادرمدل.صورتتناوبیتکرارشودتواندبهمیاینرفتار.رسدمی

عنوانروشنشدنوخاموشترتیببهبههاازاینرفتار.دشومیشودودوبارهبهزیرآستانهبازمینورونفعالکرده،

.شودمیشدننورونیاد

مداردونیبجوابوشودمیدهیدیزماناسیمقودبایهاستمیسدرهکاستیرفتار(MMO)گونهآمیختهنوسان

یها،سیستم[11]یشیمیاییهایمربوطبهواکنشهابرایمثالدرسیستم،ندکیمتکحربزرگوکوچکیتناوب

یمربوطبهآبهاومدل[1۱]پلاسمایهامدل،[1۹]عصبییهاسیستم،[12]الکتروشیمیایی دیده،[17]وهوا

    .شدهاست

استفادهآنازمقالهنیادرهکشودمیگرفتهنظردرنیز۹شناسههاMMOیبرا.باشدیتناوبتواندیمرفتارنیا  

                                  :استصورتدینبمثالیبراشناسهنیا.کنیممی

  
   

متصورییرفتارهانیچنیتوالنیچنهم.شودمیمشخصکوچکمدار b وبزرگمدار a باهکاستیرفتاریمعنبههک

 : دیریبگنظردرراشناسهاینمثالطوربهنباشد،ایباشدیتناوبتواندیمهکاست

  
    

    
    

    

وبزرگتناوبیمداردوباشده،شروعکوچتناوبیکمداریکوبزرگتناوبیمداریکباهکاستیرفتاریمعنابههک

.ندکمیرارکتراندرونیاوابدیمیادامهکوچتناوبیکمداردو

ناگوما-تزهویفیکلاسکمدلآنتندستمیسریزهکاستتندوندکیستمیسازمدلیک FHR هکشوددقت

(FHN)استفادهاز.است استشدهیبررسقاًیعمنورونرفتار،یبعددومدلنیابا درمایهایمندعلاقهازیکی.

      .استهمبه ها    لیتبددر FHN همانایتندستمیرسیزرفتارراتییتغریثأتدنیفهم FHR مدلمورد

دنبالرایعصبسلولرفتارسادهمعادلاتنیاهکنیابهتوجهباهکاستنیاشودمیمطرحهکیمهمسوالنیچنهم

؟استرفتارهایپیداشدهدرآندرسیستمعصبیبهچهمعنانند،کمی

                                                                                                                                                                          
1. Mixed Mode Oscillation 
2. A.Shilnikov 

3. Voltage Interval Mapping 

4. Desroches 
5. Signature 
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 33نزلیر-تزهویفدرمدلگونهآمیختهنوسانات

 مدل

:گیریمصورتدرنظرمیدینناگوماراب-مقالهسیستممعادلبامعادلاتفیتزهودراین

 

                
                 

        
    

 
      

                                             (2)  

اینمعادلهباضرایب

        ،      ،         ،      ،      ،          

پارامتردرنظرگرفتهوباتغییرمعادلهسومعنوانبهراaدراینجا.[0]نگروودیگرانبررسیشدهاست-دلوسیلۀبه

آیزکویجاین.کنیممیبندیآنهارارده،[7]بندیمعروفآیزکویچکنیموطبقردهمیراتولیدMMOانواعمختلفیاز

برایرفتاربندیرده استکهاساسآنانشعابهارا هایرگباریمعرفیکرده پایانرگبار استیشروعو واقع. در

ییاززیرسیستمتندکههاشوندکهانشعاببندیمیردهیتندوکندبهاینصورتهایرگباریدرسیستمهارفتار

قابل.کنیمبندیمیردههاهستندراپیداکردهورگباررابانامآنوجودآمدنوازبینرفتنرفتارتناوبیبزرگباعثبه

وبنابرایناستزماندارایچندجوابتناوبیپایدارطورهمذکراستکهاینسیستمدرمقادیرپارامتربررسیشدهبه

.یموردنظرحائزاهمیتاستهاانتخاببادقتشرطاولیهبرایمیلکردنبهجواب

 

 سیستم تندزیر 
داریمسومرابرابرصفرقراردهیموزیرسیستمتندرابررسیکنیمنمودارانشعابزیرراۀدرمعادلαاگرضریب

 .شودپارامتردرنظرگرفتهمیعنوانبهسیستمودیگریمتغیرسوماستکهاکنونaازمحورهاپارامتر یکی که

 
 انشعاب زیر سیستم تندنمودار . 1شکل 

،هموکلینیک(خاکستری)یهوپفزیربحرانیهاگرانشعابدستآمدهبیانبهXPPAUTوسیلۀبهایننمودارکه
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

SNIC،(بنفش)،فولدمداری(آبی)بزرگ
.است(مشکی)2گرهزینی،(چینسبزخط)هموکلینیک،(نارنجی)1

برای.است- =z 14727و- =z 147۹7ازایدارایدوانشعابهوپفبهزیرسیستمتند   14703ازایبراینمونهبه

 .دهدمیرخ(-1،۹/1)ۀاینانشعابدرنقط- =z 147۹7مقدارپارامتر

:استبهاینصورتتندسیستمقسمتخطی

               
    

  

هژدارایمقادیروی(-1،۹/1)کهاینماتریسدرنقطه

i1401028+17-11˟2477۹۹۱وi1401028-17-11˟2477۹۹۱

نشاندادهشدهاست2باتوجهبهوجودیکمدارتناوبیدافعحولنقطهبحرانیبعدازاینانشعابکهدرشکل.است

توانفهمیدکهاینیکانشعابهوپفزیربحرانیاستمی توانمحاسباتمشابهیمیبرایمقادیردیگرپارامترنیز.

نشاندادهشده1کهدرشکلچنان(a,z)دویکشاخهازانشعابهوپفرادرفضایدوبعدیپارامترهایانجامدا

.دستآورداست،به

 
 a=0.743ازای پارامتر  فضای فاز زیر سیستم تند به.  2شکل 

انتخابدرست ضرایبمعادل با و محدودۀپارامتر که میکندمیتعیینرا   تغییراتۀسوم ، ییهاMMOتوانیم

بایکیازانشعاباتپیداشدهرخدهدوبایکیدیگرازانشعاباترفتاردلخواهبههاطراحیکنیمکهرفتارتناوبیبزرگآن

آیزکوویچبندیردههاراباالهامازMMOباایندید.کندمیتناوبیبزرگراترککردهورفتارتناوبیکوچکراآغاز

.کنیمگذاریمیبرایرفتارهایتناوبیرگبارینام

 

 گونه نوسانات آمیخته  انواع

رسیمکهبایکانشعابییمیهاMMOسومبهۀوتغییردادنضرایبمعادلa=0.729دادنمقدارپارامترقراربا

بحرانی شروع3هوپفزیر را تناوبیبزرگخود رفتار یکمیبه با تناوبی0انشعابهوموکلینیکبزرگکندو رفتار

                                                           
1. Saddle Node On Invariant Circle 

2. Fold 

3. Sub Critical Hopf Bifurcation 
4. Big Homoclinic Bifurcation 
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توانمیشروعرفتارتناوبیکوچکبهمعنایخاتمهرفتارتناوبیبزرگاستوبنابراین.کندکوچکخودراشروعمی

 :اینصورتتغییردهیمترتیببهسومرابهۀاگرمعادل.هوموکلینیکنامید-هوپفMMOآنرا

            
        

   
                                             (3)  

            
        

   
                                         (0)  

            
        

   
                                             (۹)  

تغییرمعادل با ایناستکه ۀحدسما رفتار بتوانیمبه همینپارامتر تعدادگونهMMOسومدر به ایبرسیمکه

  ۀگونMMOبااستفادهازمعادلاتبالارفتارهای.مداربزرگداردویکمدارکوچک دلخواه
   ،  

  و   
رابه  

:یزیرمشاهدهکنیدهاترتیبدرشکلرابههاتوانیدآنمیآوریمکهمیدست

 
  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی .  5 شکل

  



 
  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی .  5 شکل
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  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی   .3شکل 

   

  ازنوعMMO طورمثالسیستمبرایگذرازبه.جالباستهاMMOچنینتغییربیناینهم
  بهنوع  

  

:کنداستاستفادهمیMMO ازپلهمیانیزیرکهترکیبیازایندو

 
  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی   .5 شکل

    
   

aازاییکمقدارپارامترپارامتروجودداردکهدرآنبهایازفضایبینیمکهناحیهمیبادقتدرنمودارانشعاب

متقارنیراطراحیMMOرسدکهشایدبتوانمیبنابرایناینایدهبهذهن.چهارانشعابهموکلینیکبزرگداریم

کند استفاده خود رفتار در انشعاب چهار این از که کرد . شکل بهنمونه7در که را آن از پارامای مقدار ترازای

a=0.72381بینیدمیایمپیداکرده: 
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 35نزلیر-تزهویفدرمدلگونهآمیختهنوسانات

 

  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی   .5 شکل
    

 با استفاده از چهار انشعاب هموکلینیک بزرگ   

ییازهانمونه.یمتقارنپیداکنیمهاMMOتوانیمانواعدیگریازمیسومۀباتغییرمقادیرپارامتروضریبمعادل

:بینیدمییزیرهادرشکلهاآن

 
  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی   .5شکل 

   

 
  از نوع  متقارن گونه  آمیختهمدار تناوبی .5شکل 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

MMOهستندیبالاازنظرتعدادمدارهایکوچکوبزرگنیزدرتقارنها.

 
  از نوع گونه  آمیختهمدار تناوبی    .16شکل 

    
   

 

  از نوع گذر گونه  آمیختهمدار تناوبی .11شکل 
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  از نوع گذر گونه  آمیختهمدار تناوبی . 12 شکل

     
   

MMOیبالاترکیبدونوعمختلفهاMMOهاآیندوآنمیحساببهMMOمثالآخرینعنوانبه.نامیممی1گذر

  نوعMMOشکلگذریاز
  نوعMMOبه  

 .است  

 

 بررسی رفتارهای رگباری

راzتوانتغییراتمتغیرسومیعنیمیسومدریکمقدارپارامترثابتۀکهگفتهشدباتغییرضرایبمعادلچنان

یهاباتوجهبهانشعاب)تواننوعدلخواهیازرفتارهایرگباریمیzتغییراتۀینمحدودیکنترلکردوبنابراینباتع

:آوریممیدرزیرهاییازآنهانمونه.راتعیینکرد(رخدادهدرزیرسیستمتند

:اینصورتتغییردهیمسومرابهۀگرفتهومعادل0.743رابرابرaاگرمقدارپارامتر

                 
     

     
                                     (۱)  

:کنیممیرامشاهدهآن13کهدرشکلداریمهوپف-فولدیکرگبار

 
 هوپف-فولد رگبار. 15 شکل

                                                           
1. Transition MMO 
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دهیم،بهیکرگبارهموکلینیک سومرابهاینصورتتغییرۀگرفتهومعادل0.744رابرابرaاگرمقدارپارامتر

:رسیمهوپفمی-بزرگ

             
     

   
                                              (7)  

 
 هوپف-رگبارهموکلینیکبزرگ. 15 شکل

:وجودتقارندرنمودارانشعابقابلطراحیاستدلیلبهمذکوررفتارۀچنینقرینهم

 
 هوپف-رگبار هموکلینیک بزرگ. 13 شکل

:اینصورتتغییردهیمسومرابهۀقراردهیمومعادلa=0.7اگرمقدارپارامتررابرابر

                                                             (8)  

:قابلمشاهدهاست1۱رسیمکهدرشکلمیهوپفزیربحرانی-رفتاررگباریهوپفزیربحرانیبهیک
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هوپفزیربحرانی-رگبارهوپفزیربحرانی. 15 شکل

انتخابدرستمعادل بیشۀبا که پارامتر مقادیریاز انشعابدیدهتسومدر نمودار یکانشعابدر از شودمیر

:بینیدمیایازآنراراایجادکردکهدرزیرنمونهمذکورتوانانواعترکیبیرگبارهایمی

 
 رگبار ترکیبی. 15 شکل

چنینباهم.سومکموزیادکردۀتوانباتغییرضریبمعادلمیدقتکنیدکهتعدادمدارهایبزرگوکوچکرا

کردکهرفتارآنوقتیمدارتناوبیبزرگراتواندرمیتغییراتمناسب پیدا مقداریازپارامترمداریازسیستمرا

18درشکل.درنظرگرفتMMOیکعنوانبهتوانآنرامیاینیستوکنددرحدرفتارهایزیرآستانهمیترک

 :کنیدمیایازآنرامشاهدهنمونه
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 گونه آمیختهرگبار . 15 شکل

 

 گونه  1رفتار کانارد
دراینمثالرفتار.استهوپف-هموکلینیکMMOکنیدکهیکمیرامشاهدهگونهآمیختهرفتاری17درشکل

اهمیتاینرفتارهایتناوبیکوچکدرایناستکه.رسدتناوبیبزرگبایکانشعابهموکلینیکبزرگبهپایانمی

 .مانندمیوجودآمدهازیکهوپفزیربحرانیدرزیرسیستمتندباقیحولمدارتناوبیبهگیریچشممدتزمان

 
 ی کانارد گونهگونه  آمیختهرفتار . 15شکل 

بنابراین.کنیممیاستفادهPughو Hirsch ،Shubیناوردایهاخمینهۀتراینپدیدهازنظریبرایتوضیحبیش

نمودارانشعاباین.درآنیکپارامتراستzگیریمکههمانزیرسیستمتندودرنظرمیα=1رابرای2سیستم

 :آمدهاست21یمختلفدرشکلهاzسیستمبرای

                                                           
1. Canard 
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 نمودار انشعاب زیر سیستم تند. 26شکل 

ازایمقداربه.آیدمیوجودوجودداردکهبایکانشعابهوپفزیربحرانیبهدراینسیستمیکمدارتناوبیدافع

کهدربالاگفتهشدمقادیرویژهقسمتخطیچنانایننقطهیکنقطهتعادلسیستمتنداستوz=-0.757پارامتر

درآنبرابر

i1401028+17-11˟2477۹۹۱وi1401028-17-11˟2477۹۹۱

برایمثالیکنمونهاز.شودترپارامترقسمتحقیقیمقادیرویژهمنفیوایننقطهجاذبمیبرایمقادیربزرگ.است

قابلمشاهدهاست2هایتناوبیدافعدرشکلجواب اینجوابتناوبیوجود                برای.

حالاز.است(دافع)طورقائمهذلولویناوردایبهۀفشردهازاینبازه،یکرویۀداردواجتماعآنهابراییکزیرباز

αبعدیبرایمقادیرکوچکپارامترشوددرسیستمسهمینتیجهPugh و Hirsch ،Shubیناوردایهاخمینهۀنظری

اطراف(سومدورهتناوبخوددرحدودیک)گیریچشممقدارزمان17مدارشکلناوردایدافعوجودداردکهۀیکروی

.کندمیحرکتآن

.ماندناپایدارشدهومدتینزدیکآنمیۀکهدررفتارهایبالادیدهشدمدارجوابگاهیبسیارنزدیکخمینچنان

ادبیاتسیستم در ایناینرفتار در معروفاستکه کانارد هایدینامیکیبه کردهنمونهجا پیدا آنرا ایمکهایاز

چنینمشاهدههم.یاینکاناردوجوددومتغیرتندویکمتغیرکنداستهاازتفاوتیکی.کنوندیدهنشدهاستتا

خاتمهمی و باعثشروع استکه انشعاباتی تفاوتدیگر و هستند منظم کوچکبسیار تناوبی رفتارهای که کنید

گونهایناستکهیکاناردهاMMOنکتهقابلتوجهدیگراین.شوندمیMMOمدارهایتناوبیبزرگوکوچکدر

از11-3ۀایازمرتبتواندربازهمیاینرفتارکاناردگونهرا.نسبتقابلتوجهیازمقادیرپارامتروجوددارندبهۀدرباز

 .پارامترمشاهدهکرد

 منابع

1. Rinzel J., "A Formal Classification of Bursting Mechanisms in Excitable Systems", 

Mathematical Topics in Population Biology, Morphogenesis and Neurosciences. vol 71., 

(1987)  267-281. 

2. Hodgkin A. L., Huxley A. F, "A quantitative description of membrane current and 

application to conduction and excitation in nerve", J. Physiol. , 117, (1952) 500-544. 
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