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استفاده   محاسبه منبع و شارگرمایی در معادله گرمای معکوس وابسته به مکان با
 (MFS-RBF)ای شعاعیبنیادی و توابع پایه  هایجواب از روش 

 مردان شاهرضاییطاهره ملائی، علی

 ریاضی ۀدانشگاه الزهرا، دانشکد 

 24/01/99 :پذیرش                    01/09/97 :دریافت 

 چکیده 

پردازد. بدین منظور،  ، در مسأله هدایت گرمایی معکوس میمکانی  ۀ ابتدای باز  منبع و شار گرمایی درعبارت  این مقاله به محاسبه  

بنیادی معادلات گرما و    هایجوابتلفیقی از  یابد، سپس  ابتدا با یک تبدیل مناسب، مسأله معکوس به یک مسأله مستقیم تقلیل می

، روش منظم سازی  است  1حالت جا که ماتریس ضرایب بد  رود. از آنکار میدست آوردن جواب عددی بههای شعاعی برای بتوابع پایه

برای حل دستگاه معادلات خطی حاصل استفاده می پارامتر منظمتیخانف  انتخاب  برای  استفاده شده    2GCVسازی، از معیار  شود. 

 .شوداست. دقت و کارایی روش با چند مثال عددی بیان می

 GCVسازی تیخانف، معیار ای شعاعی، منظمهای بنیادی و توابع پایهروش جواب، مسأله هدایت گرمایی معکوس های کلیدی:واژه

 

 مقدمه  . 1
معادلات جبری، دیفرانسییلی یا انتگرالی بیان شیود. سیپس تواند به شیکل ای در طبیعت، فیزیک، شییمی، زیسیت میهر پدیده

 مسیأله سیازی عددی، تبدیل  اصیلی شیبیه  ۀتقریبی حاصیل آید. اید هایجواب  تاود شیمیکارگرفته بهمطلوب های عددی  روش

عی طبق طبی  ۀبا کامپیوتر و در نهایت بیان پدید مسیألهگسیسیته از توصییفات ریاضیی، حل    ۀکاربردی پیچیده به یک شیکل سیاد

 .گران استتحلیل نظر

معادلات    آید.وجود میهای مختلف علوم بهمهم از معادلات اسییت که در زمینه  ۀمعادلات دیفرانسیییل با مشییتقات جزئی یک رد

در مسیائل مختلفی از علوم از   4و در حالت خاص انتقال گرما 3سیهموی و در این رده معادلات نفو  دیفرانسییل با مشیتقات جزئی

های سیرطانی،  سیازی پدیده آلودگی خا،، احترا  در موتور خودرو، نفو  سیلول، مدل5شیناسییبوم  یندهای تصیادفی،اجمله فر

 شوند.مسائل مربوط به رسانه و... ظاهر می

یک دسیته مهم از مسیائل نفو    6انتقال گرما ممکن اسیت از طر  مختلف از جمله هدایت صیورت گیرد. مسیأله هدایت گرمایی

 شود:به صورت زیر تعریف می در حالت کلی معادله آن که است

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑡; 𝑢);               (𝑥, 𝑡) ∈ [0,1] × [0, 𝑇], 

 
       نویسندۀ مسئولashahrezaee@alzahra.ac.ir 

1 Ill-conditioning 
4 Generalized cross-validation  
5 Diffusion 
4 Heat transfer 
5 Ecology 
8 Heat conduction problem 
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 منبع فیزیکی است.  fزمان نهایی و   T، 7متغیر حالت  uکه در آن 

ای مواجه هسیتیم که در آن شیرایم مسیأله اعم از شیرایم اولیه و  معمولاً با مسیألهدر مسیائل مربوط به معادلات با مشیتقات جزئی 

در واقع  جود ندارد.  مجهول دیگری در معادله و  ۀاصیلی نیز به جز تابع اصیلی معادله، مشیخصی  ۀ، مشیخ  هسیتند و در معادلمرزی

 شود.ده مینامی  مستقیمگونه مسائل، مسائل  فقم یک عامل مجهول وجود دارد. این  ،در مسأله

های مجهول دیگری  ها علاوه بر عامل اصیلی مجهول در معادله، مشیخصیهری از مسیائل وجود دارند که در آندیگ ۀدسیت  ،در مقابل

نامند. در واقع در این مسییائل یکی از می  معکوسگونه مسییائل را مسییائل  نیز در معادله و یا در شییرایم آن وجود دارند. این

گونه افتد. برای حل اینکننده خود مسیأله مجهول اسیت. این امر در بسییاری از مسیائل طبیعت اتفا  میهای تعریف مشیخصیه

  8اضیافی های فو  گیری در مسیأله تحت عنوان دادهاز برخی شیرایم قابل اندازه، با در نظر گرفتن تعداد مجهولات مسیأله،  مسیائل

 .  شوداستفاده می

)اصیلی معادله، منبع فیزیکی   تابع  uعلاوه بر    اخیر   ۀ اگر در معادل  , ; )f f x t u=   نیز مجهول باشید، مسیأله هدایت گرمایی معکوس

نیومن بیه - یریکلیه ، بیا شیییرایم د [ 13]   فتولایف   ، [ 13]   دوچیاتئو   ، [ 12،13]  بیا منبع مجهول را خواهیم داشیییت. محققیانی چون کیانن 

عنوان تابعی جداپذیر از هر دو متغیر های انجام شیده، گاهی منبع گرمایی بهپژوهش  در   اند. پرداخته این مسیأله مطالعه و بررسیی 

 شودصورت تابعی از متغیر مکان ظاهر می  و در برخی موارد هم به[ 8]  صیورت تابعی از متغیر زمان  اهی بهگ  ،[10]مکان و زمان

به وجود ویکتایی چنین   tو  xصییورت تابع جداشییدنی از پارامترهای در نظر گرفتن عبارت منبع به  اب [15] سییاواتیف  .[1]

 پردازد.مسائلی می

 ولیکن اسیت، شیده ارائه منبع گرمایی معکوس مسیأله حل منظور به متفاوتی عددی هایروش اخیر هایدهه در چند هر

های منتشیرشیده در این زمینه با یک روش عددی به  هر یک از مقاله  اسیت و معمولاًنشیده حل کامل طور به مسیأله این تاکنون

یک مسیییأله هدایت گرمایی معکوس با منبع مجهول به    [16]عنوان مثال در حل یک مسیییأله خاص در این رده می پردازند. به

از [  4]، عناصیر مرزی [7]  ، عناصیر محدود[3]  هایی نظیر تفاضیلات متناهینون روشروش تفاضیلات متناهی حل شیده اسیت. تاک

هیای ، روش10ای، روش دنبیالیه9هیای دیگری میاننید خطیای کمترین مربعیات خطیهیای سییینتی و همچنین روشجملیه روش

های  کر شیده نیاز روش ۀهم. در [19،17] کار رفته اسیتبرای حل عددی این رده از مسیائل معکوس به  11سیازی تکراریمنظم

 ی محاسباتی است.های بالابندی فضای جواب و لذا صرف هزینهبه شبکه

در حل مسیأله    آنهاتوان از  های بدون شیبکه هسیتند که میبنیادی از جمله روش هایجوابای شیعاعی و روش  روش توابع پایه

 از  توانمی بلکه یابد،می افزایش محاسیبات دقت تنها نه هشیبک  بدون هایدر روش  [.1،5] منبع گرمایی معکوس اسیتفاده نمود

در  12لیو .اسیتفاده کرد نیز نامنظم و ناهموار هایدامنه روی و بالاتر مراتب و ابعاد در معادلات دیفرانسییل حل در هاروش این

 هایی پرداخته است. به معرفی و بررسی چنین روش  [26]

 مقدار حل مسیائل منظور به اسیت، شیبکه بدون روش یک که را بنیادی هایجواب روش [20] لکزیچ ا و کُپرادزه بار اولین برای

 تعریف حاکم دیفرانسییل ۀاسیاسیی معادل هایجواب از خطی ترکیبی صیورت به را مسیأله جواب و کرده معرفی معینی مرزی

 .کردند

 
7 State variable 
8 Overspecified conditions 
9 Linear least  squares error 
12 Sequential method 
11 Iterative regularization methods 
12   Liu 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

65
5 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
03

 ]
 

                             2 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.655
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2880-fa.html


   657                                                           ...                                                                                         از  استفاده  با  شولز-بلک انتگرالی مدل یک عددی حل

 

 

 ای پایه  توابع  بر  مبتنی  های درونیاب  موارد  بیشیتر  در  دیگر،  سیویی  اسیت. از  وابسیته  های مرزی داده  به  تنها  بنیادی  های جواب  روش 

 از  MFS- RBF عددی  روش  در  همین دلیل  به  . هسیتند  برخوردار  درونی  نقاط  به  نسیبت  کمتری  دقت  از  نقاط مرزی  در  شیعاعی 

 جزئی دیفرانسیییل مسییأله تقریب جواب جهت درونی نقاط در شییعاعی ایپایه توابع از و مرزی نقاط در بنیادی هایجواب

 .شودمی استفاده معکوس سهموی

 ۀ مسییأل  [8]  و زمانبرای مسییأله هدایت گرمایی معکوس با عبارت منبع گرمایی وابسییته به متغیر   MFS-RBFروش تاکنون 

 استفاده شده است.[  6]  هدایت گرمایی پسرو ناهمگن

 مسیائل عنوان به آنها طورکلی  به نیسیت، تضیمین شیده معمولا سیهموی معکوس مسیائل جواب پایداری و یکتایی وجود، چون

 طرفی فراوانی دارند. از ثیرأ ت نهایی جواب در اولیه هایداده مسیائل، این در خیمیبد وجود با  .[21]  شیوندمی تعریف 13خیمبد

 وجود به توجه با رواین از .اندشیدهحاصیل  مسیتقیم هایگیریاندازه توسیم که هسیتند فیزیکی هایپدیده حاصیل ها،داده این

 ثیرأ ت شییود کهمی سییازی اسییتفادههای منظمهایی تحت عنوان روشتکنیک بر مبتنی هاییروش از گیری،اندازه خطاهای

 خیمکند که مسیأله بدسیازی بر این اسیاس عمل میدهد. روش منظم کاهش را مسیأله نهایی جواب در اولیه هایداده خطاهای

 جواب به مربوط اطلاعات بعد ۀمرحل در و زندمی تقریب اسیت مسیأله به نزدیک جواب دارای که خیمخوش مسیأله یک با را

 د.  آی دست بدخیم به ۀمسأل برای هموار و پایدار جوابی به ترتیب بدین تا کرده تلفیق را مسأله

و    MFS-RBFروش  ،مکانرو با عبارت منبع گرمایی وابسییته به متغیر هدایت گرمایی معکوس پس ۀاین مقاله، برای مسییأل

 کند.گیرد و با چند مثال دقت و کارایی روش را برای حل این مسأله بررسی میکار میسازی را بهسپس روش منظم

 صورت زیر است: ساختار مقاله به

بندی ریاضیی(.  )فرمول  شیود هدایت گرمایی معکوس معرفی و با تغییر متغیر مناسیب به مسیأله مسیتقیم تبدیل می  ۀ مسیأل  ، 2در بخش 

و در    MFS-RBFکیارگیری در این مقیالیه یعنی  روش بیه  4بیه صیییورت مجزا، در بخش    RBFو   MFSهیای عیددی  روش   3در بخش  

نتیجه  7شیود و در نهایت در بخش  عددی را شیامل میچند مثال    6. بخش  شیودسیازی تیخانف معرفی میروش منظم 5بخش  

 .شودبیان می

 بندی ریاضی . فرمول2

 معادله با مشتقات جزئی معکوس:

(1)     0 ,t T  0 1,x    
2

2
( , ) ( , ) f(x);

u u
x t x t

t x

 
= +

 
  

 با شرط اولیه:

(2          )                             ( ,0) ( ),u x x= 

 :مرزیط شر 

(3    )               0 t T,             (1, ) (1, ) ( );
u

t u t g t
x

 


+ =


 

 

 

 

 
13 Ill-posed problems 
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 :و شرایم فو  اضافی

(4)                                                        *u(x , ) ( ),t h t= 

(5)                                              u(x,T) (x),p= 

x*که در آنشیود  در نظر گرفته می (0,1)  معلوم  ،T ،زمان نهایی   و  مثبتهای  ثابت،  ،g،h  و  توابع پیوسیته

 د:نکنکه در شرایم سازگاری زیر صد  می معلوم است

(6                  )                        

*

*

/

/

( ) (0),

( ) ( ),

(1) (1) (0),

(1) (1) ( ),

x h

h T p x

g

g T



 

 

=

=

+ =

+ =

 

)منبع گرمایی  و )f x  ،0)شیار گرمایی, ) q(t)
u

t
x


=


,u(xو توزیع گرمایی   t)  شیوندهایی هسیتند که باید محاسیبه مجهول. 

,u(x)  در صیییورت معلوم بودن t), (0, ), ( ))
u

t f x
x




,u(x، جواب هموار و یکتای  t)(  5)-(1مسیییأله مقدار اولیه )  ، جواب

  .است

                                        با تغییر متغیر:  ، ابتدابرای محاسبه جواب

(7)    

(8)                              

0
r(x) ( ) ( ) ,

x

x f d  = − 

 :شودمی تبدیل صورت زیرمسأله مستقیم با تنها یک مجهول بهبه   (5)-(1) معکوس  مسأله(،  6شرایم ) و در نظر گرفتن

(9)                     0 ,t T  0 1,x                      
2

2
( , ) ( , );

v v
x t x t

t x

 
=

 
       

(10)                   0 ,t T   0 1,x     * * *( , ) ( ,0) ( ) ( );v x t v x h t x− = −             

/( (1, ) (1,0)) (v(1, ) v(1,0)) ( ) (1) (1);
v v

t t g t
x x

   
 

− + − = − −
 

          

(11)                    0 ,t T  0 1,x                     

(12)                   0 .t T  0 1,x         (x,T) ( ,0) ( ) ( );v v x p x x− = − 

)ی جواب عددی  محاسیبهبا  سیپس  , )v x t   روش  به    (12)-(9مسیأله مسیتقیم )ازRBF-MFS   ( 7( و )2و با اسیتفاده از  )

 داریم:

(13)                                      ( ) ( ,0) ( ),r x v x x= −  

,u(x(، مقدار عددی  13( و )7و از ) f(x)(، مقدار عددی 8لذا از )   t) شودهای زیر محاسبه میمطابق فرمول : 

(14)                               
2

// //

2
f(x) r ( ) ( ,0) ( ),

v
x x x

x



= = −


    

(15)                                   ( , ) ( , ) ( ).u x t v x t r x= −        

( , ) ( , ) ( ),v x t u x t r x= +
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 (RBF)ای شعاعی و توابع پایه (MFS)بنیادی  هایجواب های عددی روش. 3

 (MFS)بنیادی  هایجوابروش   . 1.3

   تابع

(16                                            )

2

4
1

( , ) ( ),
4

x

tF x t e H t
t

−

=        

)که در آن )H t با فرض است( 9ساید است، جواب بنیادی معادله )تابع هوی .T   :تابع ، 

  (17                                                )(x, t) (x, t ),F = +   

 

[0,1]( در دامنه 9) ۀجواب نامنفرد معادل [0,T]b =  .است 

  که  این با فرضهمچنین  
1

( , ) BN

B k k k
x t

=
BNای از مجموعه، = n m s= + به   و است bمرزنقطه پراکنده بر   +

   صورت:

(18                                       )           1 2 3,B =    

 در آن:که 

(19                           ) 1 ( , ) : ,0 1, 1,..., n ,i i i ix t t T x i = =   =                  

(20                         ) 2 ( , ) : 1,0 , j 1,...,m ,j j j jx t x t T = =   = 

(21                      )    *

3 ( , ) : ,0 , r 1,...,s ,r r r rx t x x t T = =   = 

 

 دهد:صورت زیر ارائه می ( را به12)- (9) ۀبنیادی، جواب تقریبی مسأل هایجواب، روش شودمعرفی می

(22)                             *

1

( , ) ( , ),
BN

k k k

k

v x t x x t t 
=

= − − 

 kو  ( 17تابع داده شده در )که در آن 
 است.  های مسأله مجهول

)*کند و با محاسبه ( صد  می9( در معادله )17که تابع )با توجه به این , )v x t   در نقاط 
1

( , ) BN

B k k k
x t

=
=،k ها از

 ماتریسی:   ۀمعادل

 

(23)                                                    ,A b =   

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

65
5 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
03

 ]
 

                             5 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.655
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2880-fa.html


 های ریاضی  پژوهش                                                       1400پاییز  ، 3 ۀ، شمار7جلد                                                                   660
 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 

 در آن خواهیم داشت:آید که دست می هب

(24) 

1 1

1 1

*

( , ) ( ,0 )

( , ) ( ,0 )

( (1 , ) (1 ,0 )) ( (1 , ) (1 ,0 ))

( (1 , ) (1 ,0 )) ( (1 , ) (1 ,0 ))

(

k k k k

n k k n k k

k n k k k k n k k k

k n m k k k k n m k k k

x x T t x x t

x x T t x x t

x t t x t x t t x t
x x

A

x t t x t x t t x t
x x

x

 

 

 
   

 
   



+ +

+ +

− − − − −

− − − − −

 
− − − − − + − − − − −

 

=

 
− − − − − + − − − − −

 
*

1

* *

,

, ) ( ,0 )

( , ) ( ,0 )
B

B B

k n m k k k

k N k k k
N N

x t t x x t

x x t t x x t



 

+ +



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − − − − 
 
 
 − − − − − 

 

                                                      

1

1

1

1

,

B
B

n

n

n m

n m

N
N















+

+

+ +



 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

      

1 1

/

1

/

*

1

*

1

p( ) ( )

p( ) ( )

( ) (1) (1)

b ,

( ) (1) (1)

h(t ) ( )

h(t ) ( )
B

B

n n

n

n m

n m

N
N

x x

x x

g t

g t

x

x





 

 





+

+

+ +



− 
 
 

− 
 

− − 
 =
 

− − 
 −
 
 
 − 

 

,...,1و Bk N= دکن تغییر می صورت سطری  به. 

سازی از روش منظم توان می. لذا باشد می  حالتبد( 23در ) Aاست، ماتریس  خیمبدمسأله هدایت گرمایی معکوس  جا کهاز آن 

 [ 27]توان به  می  MFSتر در مورد روش  برای اطلاعات بیش  .نمود( استفاده  23)  در    ۀبرای محاسب  GCVمعیار تیخانف با  

 .کردمراجعه 

 (RBF)ای شعاعیتوابع پایه .   2.3

ای شعاعی، اغلب دارای پارامتر رود. توابع پایه کار می های پراکنده به یک روش بدون شبکه است که برای تقریب داده   RBFروش 

  .است  یافتنی دست  آنها  از  معینی  انواع  برای  طیفی  گذارد. دقتشدت بر دقت تقریب اثر می به   آنهاشکل هستند که مقدار  

,   , ...,iهای : دادهتعریف =1  ( , );i ix y    با  ;d

ix Rd iyو    1,2,3= R  های  داده شده است، درونیابی داده

  کهطوری به است  fIپراکنده یافتن تابع )پیوسته( 

( ) ,f i iI x y= 
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که ;i 1,...,N d

ix R = =  و   داده ها(  تی)موقع رییگهای اندازهتیموقع ۀرندیبرگ درiy R قتیدر حقها  

 ها(. داده ری)مقادهستند. ها  تیموقع  نیبه ا ریهای نظاندازه

:تعریف: تابع  dR R :را شعاعی نامند هرگاه تابع  → [0, ) R     طوری که وجود داشته باشد به  →

( ) ( ),x r = 

r  که x=   نرم اقلیدسی است.   .و 

xتعریف: توابع  dR ,N, ...,k =1  ( );k x  ایتوابع پایهدر مجموعه   1 2, ,..., nB =    ای توابع پایه

 شود که در آن نامیده می شعاعی 

(25)                                                                 

 متقارن است. xkطور شعاعی حول نقطه مرکزیبه kتابع شعاعی  و 

kr)  برخی از توابع شعاعی. 1جدول  x x= −)  

 

  

 

 

ای شعاعی از هر مرتبه اندازه کافی هموار هستند. این دسته از توابع پایه  ای شعاعی  به ، توابع پایه1توابع  کر شده در جدول  

بالاترین دقت  باشند. پارامتر شکل باید طوری انتخاب شود که  می   c  پارامتر شکلنام  پذیر هستند و شامل یک پارامتر بهمشتق

 پایداری  سنجش برای استاندارد معیار یک.    است برقرار پایداری و دقت بین عکس ۀرابط  یک معمولاً.  دست آید   درونیابی به

 پارامتر ی کوچکاندازه اینکه علیرغم ثابت، ایگره نقاط تعدادبرای  . دباشمی  آن حالت ماتریس درونیاب  عدد  عددی، روش یک

 شکل پارامتر یک برای  همچنین،  .شودمی تربدحالت درونیابی ماتریس ولی دهند،می دست  به را تریدقیق هایتقریب شکل،

با وجود تحقیقات    [.22]  شودمی حاصل خطی دستگاه معادلات ماتریس عددحالت افزایش باعث ایگره نقاط تعداد افزودن ثابت،

، انتخاب بهینه پارامتر شکل، cانجام شده توسم بسیاری از دانشمندان برای یافتن یک الگوریتم مناسب برای انتخاب پارامتر  

 ایگره نقاط تعداد  با  شکل پارامتر مقدار تنظیم با  . [5]  آیددست میدر عمل با آزمایش به  cهنوز یک سؤال باز است و مقدار  

 درونیابی حالات در  که است مهمی مسائل از نیز روش همگرایی  .یافت دست حالتخوش کافی ۀانداز به هایماتریس به  توانمی

و همچنین   است شده ررسیب  [24]  فرانکی و شابک ،[23]  وُو  توسم هموار، هایجواب  با جزئی دیفرانسیل  معادلات حل نیز و

 داریم:

فرض کنیم   :[25] قضیه 
1

n

i i
x

=
  ،n  نقطه در مجموعه محدبdR باشند و   

21
max min ,i

i nx
h x x

 
= − 

که در رابطه   fاگر برای هر 
2( ( ))

( )

f
d




 




  داشته باشیم: کند صد  می ، 

(2 )( ) (1 ) ,l dc  


− + + 

 تعریف  ای شعاعی تابع پایه

 مربعی چند 

 مربعی معکوس 

 مربعی معکوس چند 

 گاوسین 

    
2 2( )r c r = +                                           

2 2 1( ) ( )r c r −= +                 

2 2 1(r) ( )c r −= +      

2 2( ) exp{ }r c r = − 

( ) ( ),k kx x x = −
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 گاه: آن 

( ) ( ) 1 ,nf f ch  −


−  

،  ای شعاعی تابع پایه    آنها که در 


fو   


)هستند،   fو   ترتیب تبدیل فوریه  به    )f    مشتق مرتبه یf  ،nf تقریبf  

داده پراکنده    Nای شعاعی برای در درونیابی توابع پایه   اعدادی نامنفی هستند.   و    lبعد فضا و    dای شعاعی،  توسم توابع پایه 

 
1

N d

i i
x R

=
 تقریب تابع پیوسته ،  f     خطی از   ترکیب صورت  توان به را میN   صورت:    ای شعاعی به تابع پایه 

(26                                                 )
1

( ) ( ),
N

k k

k

f x x
=

=  

)  تقریب زد که در آن  ) ( )k kx x x = x)1های  گره   تعداد مراکز یا به اصطلاح   N، ای شعاعی تابع پایه   − ,...,x )dx =  

d    بعد مسأله  و 
1

N

k k


=
ضرایبی هستند که باید طوری محاسبه گردند که در شرط درونیابی   

1

( ) ( )
N

i k k i

k

f x x
=

=      صد

 کند. 

Aصورت ماتریسی  توان بهحاصل را می  دستگاه معادلات b ]1نوشت که در آن   = ,..., ]TN  =،  1b [f ,..., f ]TN= 

Aو   [ ]lk N Na =،( )lk k la x=    وl,k 1,..., N=  .دستگاه دارای جواب یکتا خواهد بود اگر وتنها اگر  استA   نامنفرد

 باشد. 

مربعی  ای شعاعی گاوسین، مربعی معکوس و چندهای درونیابی متمایز برای توابع پایهبرای داده Aدر حالت کلی ماتریس 

 . [8] معکوس، معین مثبت و بنابراین نامنفرد است

 با فرض  

(27)                                                
1

( , ) ,IN

I k k k
x t

=
= 

با در نظر گرفتن نقاط مرزی   نقطه درونی در دامنه است،    INکه   
1

( , ) BN

B k k k
x t

=
  به   (  21) - ( 19صورت  ) تعریف شده به   =

Bطوری که   IN N N=  خواهد بود:   صورت زیر   ( به 12) - ( 9برای مسأله )   bو    A  ،ای شعاعی،  کارگیری روش توابع پایه و با به   +

(28) 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜓(‖𝑥1 − 𝑥𝑘 , 𝑇 − 𝑡𝑘‖2) − 𝜓(‖𝑥1 − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2)
⋮

𝜓(‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑘 , 𝑇 − 𝑡𝑘‖2) − 𝜓(‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2)

𝛽(
∂𝜓

∂𝑥
(‖1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑘‖2) −

∂𝜓

∂𝑥
(‖1 − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2)) + 𝛾(𝜓(‖1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑘‖2) − 𝜓(‖1 − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2))

⋮

𝛽(
∂𝜓

∂𝑥
(‖1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛+𝑚 − 𝑡𝑘‖2) −

∂𝜓

∂𝑥
(‖1 − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2)) + 𝛾(𝜓(‖1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛+𝑚 − 𝑡𝑘‖2) − 𝜓(‖1 − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2))

𝜓(‖𝑥* − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑛+𝑚+1 − 𝑡𝑘‖2
) − 𝜓(‖𝑥* − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2

)

⋮
𝜓(‖𝑥* − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑁𝐵

− 𝑡𝑘‖2
) − 𝜓(‖𝑥* − 𝑥𝑘 , 0 − 𝑡𝑘‖2

)

(
∂

∂𝑡
−

∂2

∂𝑥2
)𝜓(‖𝑥𝑁𝐵+1 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑁𝐵+1 − 𝑡𝑘‖2

)

⋮

(
∂

∂𝑡
−

∂2

∂𝑥2
)𝜓(‖𝑥𝑁 − 𝑥𝑘 , 𝑡𝑁 − 𝑡𝑘‖2) ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑁×𝑁
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(29  )                  

1

1

1

1

1

,

B

B

n

n

n m

n m

N

N

N N


















+

+

+ +

+



 
 
 
 
 
 
 
 
 

=
 
 
 
 
 
 
 
 
  

       

1 1

/

1

/

*

1

*

1

p( ) ( )

p( ) ( )

( ) (1) (1)

( ) (1) (1)
b ,

h(t ) ( )

h(t ) ( )

0

0

B

n n

n

n m

n m

N

N

x x

x x

g t

g t

x

x





 

 





+

+

+ +



− 
 
 

− 
 

− − 
 
 

− − =
 −
 
 
 −
 
 
 
 
  

                             

k,...,1و N=. 

 (𝑴𝑭𝑺−𝑹𝑩𝑭)ای شعاعی توابع پایه  - بنیادی هایجواب عددی  روش . 4

داشتنب Bا  IN N N= دامنه    + در  پراکنده  [0,1]داده  [0,T ]ib  =  صورت    به  + 
1

( , ) BN

B k k k
x t

=
و  =

 
1

( , ) IN

I k k k
x t

=
1که  = 2 3B =     نقاط است،  Iو   مرزی،  دامنه  درونی  جواب    RBF-MFSروش  نقاط 

 دهد: را به صورت زیر ارائه می( 12)-(9ۀ )تقریبی مسأل

(30                         )
2

1 1

( , ) ( , ) ( , ),
B

B

N N

k k k k k k

k k N

v x t x x t t x x t t   
= = +

= − − + − −  

)در آنکه  , )x t و( , )x t است.  3معرفی شده در بخش  ای شعاعیپایهو تابع   ( 9) ۀبه ترتیب جواب بنیادی معادل 

این به  توجه  )با  تابع  معادل30که  در  می9)  ۀ(  صد   محاسب(  با  و  )  ۀکند  , )v x t    نقاط در  
1

( , ) BN

B k k k
x t

=
و=

 
1

( , ) IN

I k k k
x t

=
=،k  ماتریسی:   ۀمعادلها از 

 

                                                                 ,A b =   

 : استصورت زیر  به A ( تعریف شده است و29) ۀرابط در  bو    در آنآید که دست می هب

 

(31)                                                0 1

2 3

;
N N

A A
A

A A


 
=  
 
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(32) 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

1 1

1 1

0

( , ) ( ,0 )

( , ) ( ,0 )

( (1 , ) (1 ,0 )) ( (1 , ) (1 ,0 ))

( (1 , ) (1 ,0 )) ( (1

k k k k

n k k n k k

k n k k k k n k k k

k n m k k k

x x T t x x t

x x T t x x t

x t t x t x t t x t
x x

A

x t t x t x
x x

   

   

 
   

 
 

+ +

+

− − + − − − +

− − + − − − +

 
− − − − − + − − − − −

 

=

 
− − − − − + −

  0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

* *

1

* *

,

, ) (1 ,0 ))

( , ) ( ,0 )

( , ) ( ,0 )
B

B B

k n m k k k

k n m k k k

k N k k k
N N

t t x t

x x t t x x t

x x t t x x t



   

   

+

+ +



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − − − 
 
 − − + − − − +
 
 
 − − + − − − + 

 

                                        

(33                                                )2

0 0

,

0 0
I BN N

A



 
 =
 
  

               

 

(34)            

 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1

( , ) ( ,0 )

( , ) ( ,0 )

( (1 , ) (1 ,0 )) ( (1 , ) (1 ,0 ))

( (1 , ) (1 ,0 )) ( (1

k k k k

n k k n k k

k n k k k k n k k k

k n m k k k

x x T t x x t

x x T t x x t

x t t x t x t t x t
x x

A

x t t x t x
x x

   

   

 
   

 
 

+ +

+

− − + − − − +

− − + − − − +

 
− − − − − + − − − − −

 

=

 
− − − − − + −

  1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

* *

1

* *

,

, ) (1 ,0 ))

( , ) ( ,0 )

( , ) ( ,0 )
B

B I

k n m k k k

k n m k k k

k N k k k
N N

t t x t

x x t t x x t

x x t t x x t



   

   

+

+ +



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − − −
 
 

− − + − − − + 
 
 

− − + − − − +  

 

 

  (35)                           

3 3

3 3

2

1 12 2

3

2

2 2

( ) ( , )

,

( ) ( , )

B B

N NI I

N k N k

N k N k

x x t t
t x

A

x x t t
t x






+ +

  
− − − 

 
 

=  
  
 − − −

  

                              

0و 1,..., Bk N=،  3 1 1,...,Bk k N N= = Bو + IN N N= +. 
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 خطای گرد کردن در محاسبات و همچنین وابستگی تابع پایه شعاعی به پارامتر گیری و  های اندازهخطاهای  اتی در داده  تأثیر

شود و نتوان آن  بدوضع( 30دستگاه حاصل از معادلات خطی )شود سبب می Aبر عددحالت ماتریس  مقدار آنو تأثیر  cشکل 

وجود   به  مقدار قابل توجهی اختلال در جوابهای ورودی  را به طور مستقیم حل نمود. از آنجایی که اختلالات کوچک در داده

  به   bربردا  در متلب برای ایجاد نویز درrand، از تابع  6های عددی ارائه شده در بخش  آورد، به منظور پایداری در مثالمی

 شود: صورت زیر استفاده می

(63  )                                                      . (1),i ib b rand= + 

i,...,1که در آن N=;ib (1)های دقیق،  دادهrand و   [0,1]  ۀدر باز  با توزیع یکنواخت  عدد تصیادفی   سیط  نویز در

 دهد.گیری شده را نشان میاندازه  هایداده

 سازی تیخانف . منظم5

A  بدوضییعسییازی مختلفی برای حل مسییائل  های منظمروش b minو   = A b وجود دارد که باعث شییود جواب   −

سیازی تیخانف  کمتر تحت تأثیر قرار گیرد. در این خصیوص بهترین روش، روش منظم bو    Aر اختلالبدر برا  سیازمنظم

 :آیددست می مینیمم زیر به ۀبا حل مسأل سازی تیخانفاست که جواب منظم

(73                                       )0,         
2

22min ;A b


  
  

− + 
  

 

سیازی اسیت. در این مقاله سیازی، انتخاب پارامتر منظمسیازی اسیت. نکته حائز اهمیت در روش منظمپارامتر منظم در آن که   

 شود.سازی استفاده میبرای انتخاب پارامتر منظم GCVاز معیار

پارامتر منظم بهینه را با   GCVمعیار  .سیازی اسیتپارامتر منظمآمیز و عمومی برای انتخاب یک روش موفقیت  GCVمعیار

 کند:مم کردن تابع زیر مشخ  مییمین

(38                                )0,         

2

2
( ) ;

( ( ))I

N

A b

G
trace I AA





−

=
−

 

2که در آن  1( )I T T

NA A A I A −= +. 

( به صییورت30شییده )جواب منظم
* **

1 ,...,
T

N

    =
 

)،*اسییت که در آن    )G   در روند حل   کند.مم مییمین  را

اسییتفاده    سییازی جواببرای منظم " gcv.m"و "tikhonov.m" ن های نوشییته شییده در متلب تحت عنوامسییأله از برنامه

 شود.می

  :( به صورت12)-(9بنابراین جواب تقریبی برای مسأله )

(39)                            * * *

2
1 1

( , ) ( , ) ( , ),
B I

B

N N

k k k k k k

k k N

v x t x x t t x x t t    
= = +

= − − + − −  

(40)         * *

2
1 1

(x) ( ,0 ) ( ,0 ) (x),
B I

B

N N

k k k k k k

k k N

r x x t x x t    
= = +

= − − + − − −  
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 ( به صورت زیر است:5)-(1و لذا جواب تقریبی مسأله )

(14                                  )          * * *( , ) ( , ) ( ),u x t v x t r x= − 

(42) 

2 2 2
* / / * * / /

2 2 2 2
1 1

f (x) ( ,0) ( ) ( ,0 ) ( ,0 ) (x).
B I

B

N N

k k k k k k

k k N

v
x x x x t x x t

x x x

 
   

= = +

  
= − = − − + − − −
  

  

 

 . نتایج عددی 6

1Tهای زیر برای سادگی، در همه مثال یابد  افزایش می Aهای پراکنده، عدد حالت ماتریس است. با افزایش تعداد داده  =

شود. همچنین در بزرگ در نظر گرفته نمی ،های پراکنده تعداد داده، Nهای زیر گردد. بنابرین در مثالتر می حالتو ماتریس بد

 :شودگرفته شده و خطا از روابم زیر محاسبه میکار ای شعاعی گاوسین بهها توابع پایهمثال

 

(34                                   )* 2

1

1
(u) ( ( , ) ( , )) ,

tN

k k k k

kt

RMS u x t u x t
N =

= − 

(44                                      )

* 2

1

2

1

( ( , ) ( , ))

(u) ,

( ( , ))

t

t

N

k k k k

k

N

k k

k

u x t u x t

RES

u x t

=

=

−

=





 

)،تعداد نقاط آزمون tNکه , )k ku x t  و*( , )k ku x t رتیب مقادیر دقیق و عددی در نقاط و تبه(f)RMS  و(f)RES به  

   شود.طور مشابه تعریف می

  :مشتقات جزئی معکوس یمسأله  . 1مثال 

                 0 ,t T  0 1,x          
2

2
( , ) ( , ) f(x);

u u
x t x t

t x

 
= +

  
       

                                   0 1,x           2( ,0) sin(2 x);u x x = +   

                                    0 t T,                     (1, ) 1 2 ;u t t= +  

 :با شرایم فو  اضافی

                    0 t T, * (0,1),x           * *2 * *u(x , ) x 2x sin(2 x );t t = + +   

                            0 1.x            2u(x,1) 2x sin(2 x);x = + + 
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  عبارت است از: . واض  است جواب دقیق این مسأله[1]  گیریمرا در نظر می

0 t 1, 0 1,x           2u(x, t) 2xt sin(2 x);x = + + 

0 1,x           2f(x) 2x 2 4 sin(2 );x = − + 

0 t 1.                  (0, ) 2 2 ;
u

t t
x




= +


 

n  10  بیا مقیادیر  RBF-MFSکیارگیری روش  بیا بیه m s= = =  ،0/1/c =  ،2   خواهیم   1برای مثیال    x =*0/01  و    =

 داشت:

RMS (u(x,t))=0, 

RES (u(x,t))=0. 

 

  2و  =1/0cو پارامتر شکل  =8n=  m= sبا  1نتایج عددی مثال  .2جدول  = 

RES(u(x,t)) RMS(u(x,t)) RMS(f(x)) RMS(q(t)) *x 
3.0931311e-08 4.0185444e-08 2.3630632e-06 2.9183863e-07 0.01 

4.5878551e-08 5.9604645e-08 2.9657044e-06 1.7473457e-07 0.1 

2.0749354e-08 2.6957215e-08 2.2177042e-06 2.8531070e-07 0.2 

3.0931311e-08 4.0185444e-08 1.9806159e-06 4.4620258e-07 0.3 

2.8281437e-07 3.6742770e-07 5.8865012e-06 1.0961741e-06 0.9 

 

 
): مقدار دقیق و تقریبی  f(x) ،bمقدار دقیق و تقریبی : a. 1شکل ) (0, )xq t u t=  1از مثال 

 
 1مثال  از  u تابع دقیق. 2شکل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-40

-20

0

20

40

x

f(
x)

a: exact and numerical of f(x)

 

 

exact

numerical

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
6

6.5

7

7.5

8

8.5

x

q
(t

)

b: exact and numerical of Ux(0,t)

 

 

exact

numerical

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

-1

0

1

2

3

tx

e
xa

c
t 

u
(x

,t
)
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 1مثال از u تقریب تابع .  3شکل

 

  ی خطا .4شکل 
*( , ) ( , )u x t u x t− 10با   n m s= = =  ،0/1c=  0/01 و*= x  1از مثال 

 

 . 1مثال برای  MFS –RBF با روش   [1]از MFS  روش  . مقایسه نتایج عددی3جدول

RMS(f(x)) 

MFS-RBF  

(n=m=s=10) 

RMS(f(x)): 
MFS[1] 

(n=m=s=11) 

RMS(q(t)) 

MFS-RBF  

(n=m=s=10) 

RMS(q(t)) 

MFS[1] 

(n=m=s=11) 

*x 

7.3903664e-07 8.3219848e-06 1.8309090e-07 7.9688800-07 0.01 

6.2432887e-06 2.6536207e-05 1.9863460e-06 1.9156389-06 0.1 

7.0240276e-06 1.5510584e-04 4.5924517e-06 5.7529302e-05 0.9 

   s=m=n=  10باافزار متلب وشته شده در نرمزمان مورد نیاز برای حل مسأله با استفاده از برنامه ن ،MFS-RBFدر روش 

 ثانیه است. 196582/2و  178667/2، 191773/2 ترتیببه x*=0/01  ،x*=0/1  ،x*=0/9 برای

 :  [1] گیریم زیر را در نظر می معکوس ۀمسأل .2مثال  

                 0 ,t T  0 1,x           

2

2
( , ) ( , ) f(x);

u u
x t x t

t x

 
= +

 
 

                               0 1,x                    ( ,0) 0;u x =  

                                    0 t T,            
2

(1, ) 3 (1, ) (e 1);tu
t u t

x

 −
+ = −


     

 :استصورت زیر  که در آن شرایم فو  اضافی به

0 t T, * (0,1),x           
2* *u(x , ) (1 )sin( x );tt e  −= −                         

0 1.x            u(x,1) 0.9999sin( x);= 

 

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

-1

0

1

2

3

tx

a
p
p
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m
a
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o
n
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f 

u
(x

,t
)

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.2

0.4
0.6

0.8

1
0

1

2

3

4

x 10
-8

tx

e
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o
r
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 جواب تحلیلی این مسأله برابر است با:  

0 t 1, 0 1,x           
2

u(x, ) (1 )sin( x);tt e  −= −                     

0 1,x                 2f(x) sin( );x = 

0 t 1.              
2

(0, ) (1 );tu
t e

x

 −
= −


 

  5/1 و =0/1cو پارامتر شکل  =n= m= s 11 با  2نتایج عددی مثال   .4جدول = 

RES(u(x,t)) RMS(u(x,t)) RMS(f(x)) RMS(q(t)) *x 
3.81535552e-08 5.8727579e-08 1.3979788e-06 3.1535552e-07 0.01 

3.6946279e-08 5.6334137e-08 3.8306166e-06 4.4528417e-07 0.1 

1.0641888e-07 1.6226305e-07 5.2727391e-06 2.9833279e-07 0.3 

3.1837337e-06 5.1837337e-06 3.2437198e-05 1.4823901e-05 0.9 

 
): مقدار دقیق و تقریبی  f  ،b: مقدار دقیق و تقریبی a .5شکل ) (0, )xq t u t=  2از مثال 

 

 
 2از مثال   uتابع  بی تقر .6شکل

 

 
  ی خطا .7شکل 

*( , ) ( , )u x t u x t−  باn m s= = =10  ،1/c /01 و 0=
*x  2از مثال  0=
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 .2مثال برای  MFS –RBF با روش   [1]از MFS  روشنتایج عددی   ۀمقایس  .5جدول

RMS(f(x)) 

MFS-RBF  

RMS(f(x)): 
MFS[1] 

RMS(q(t)) 

MFS-RBF  
RMS(q(t)) 

MFS[1] 
*x 

4.0180939e-07 2.6702419e-06 1.5861499e-07 9.4214829e-07 0.1 

9.4510682e-07 2.5899801e-06 2.1991207e-07 1.4025782e-06 0.2 

8.4189023e-06 2.4934692e-05 3.6835447e-06 1.4095266e-05 0.9 

 

RBF-MFS ،  11  nو  MFSبرای هر دو روش    5در جدول   m s= = =  ،0/01c= ،1/2   است به جزء در حالت      =

0/9*= x    در روشRBF-MFS    10که  n m s= = زمان مورد نیاز برای حل مسأله برای    ،RBF-MFS. در روش  است  =

x*= 0/1 ،  x*= 0/2   وx*= 0/9  ثانیه است.  246613/2و  834793/1، 83439/1 ترتیببه 

 :معکوس ۀمسأل . 3مثال 

0 1,x 
2

2
( , ) ( , ) f(x);

u u
x t x t

t x

 
= +

 
   0 ,t T   

0 1,x           2( ,0) sinx x ;u x = + 

0 t T,            (1, ) cos(1)+2;
u

t
x


=


 

 :با شرایم فو  اضافی

0 t T, * (0,1),x  
0 1,x   

 گیریم که جواب دقیق آن برابر است با:  را در نظر می

0 t 1, 0 1,x     2u(x, ) sinx ;tt e x−= + 
0 1,x                     f(x) 2;= − 

0 t 1.                 (0, ) ;tu
t e

x

−
=


 

 
): مقدار دقیق و تقریبی  f ،b: مقدار دقیق و تقریبی a .8شکل ) (0, )xq t u t=  3از مثال 
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 3مثال از  uتقریب تابع  .9شکل 

 

 

 

 

خطای   .10شکل
*( , ) ( , )u x t u x t−   8باn m s= = =، 10/= c، 0/01*= x 3از مثال   و 

 

 

و  =1/0cو پارامتر شکل  =8n=  m= sبا   3نتایج عددی مثال   .6جدول =2 
RES(u(x,t)) RMS(u(x,t)) RMS(f(x)) RMS(q(t)) *x 

0 0 0 1.1567644e-08 0.01 

2.2464346e-09 3.1385208e-09 7.1885907e-08 3.4870755e-08 0.1 

2.2464346e-09 3.1385208e-09 1.0782886e-07 7.5100068e-08 0.2 

0 0 2.6897243e-07 1.3394303e-07   0.3 

2.2464346e-09 3.1385208e-09 5.0831012e-08 3.3003637e-08 0.9 

  در مسأله uرا برای تقریب عبارت منبع گرمایی ناپیوسته و تابع مجهول  MFS-RBFروش  ٬آخرین مثالبه عنوان    . 4مثال 

2

2
( , ) ( , ) f(x);

u u
x t x t

t x

 
= +

 
 

0 ,x                     ( ,0) 0;u x = 

0 t T,            u(0, ) ( , ) 0;t u t= = 

 با شرط فو  اضافی

0 ,x            u(x,T) ( );p x=    

 

 گیریم. جواب و عبارت منبع دقیق این مسأله به صورت زیر است:کار میبه

5 4 2

1 1 1 1( , ) 2.357852 10 sin(4 ) (432 sin (4 ) 1040 sin (4 ) 3885),u x t t x x x−=      −  + 
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1; 0 ,
4

1; ,
4 2

( )
3

1; ,
2 4

3
1; ,

4

x

x

f x

x

x



 

 





−  


  


= 
−  


  


 

٬m قرار دادنبا  که  n= =17 ٬s =8 1/٬c )  0/3256783صورتمقدارخطا به 0= )RMS f =
 

)  0 و  )RMS u . است  =

 دهد. را نشان می uخطای حاصل از تقریب تابع  12 شکل و  f(x)نمودار دقیق و تقریبی   11شکل 

 

 
 4از مثال   f مقدار دقیق و تقریبی .11شکل

 

خطای   .21شکل
*( , ) ( , )u x t u x t−   4از مثال 

 

 گیری نتیجه

سیازی تیخانف در ای شیعاعی و با به کارگیری روش منظمبنیادی معادله گرما و توابع پایه هایجواباین مقاله با اسیتفاده از 

 اسیت. پرداخته  x=0و شیار گرمایی در    وابسیته به مکانبه جسیتجوی یافتن مقادیر منبع گرمایی   ،معکوس  ییگرمامسیأله هدایت  

های  داده به تنها بنیادی هایجواب روش شیبکه هسیتند کههای بدونای شیعاعی روشو روش توابع پایه بنیادی هایجواب روش

 .هسیتند برخوردار درونی نقاط به نسیبت کمتری دقت از نقاط مرزی در معمولا  شیعاعی ایپایه توابع روش و اسیت وابسیته مرزی

 جهت درونی نقاط در شعاعی ایپایه توابع و مرزی نقاط در بنیادی های جواب از MFS-RBF عددی روش در همین دلیلبه

 .شدبا توجه به نتایج عددی، دقت وکارایی روش حاصل  .شد استفاده معکوس سهموی جزئی دیفرانسیل مسأله تقریب جواب
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