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Introduction 

In each iteration of the derivative-free trust-region algorithms, 

an approximate model of the optimization function is 

constructed. Radial basis functions are a convenient tool for 

building the approximate models. Some trust-region algorithms 

such as ORBIT use radial basis functions as an interpolation tool. 

Also, this algorithm stores the interpolation points and function 

values in each iteration. We found that these stored points could 

be used optimally. In this paper, we propose an improved version 

of ORBIT.  Our new trust-region algorithm sorts the interpolation 

points and selects a point as the trust-region center in which the 

objective function reaches its minimum value. Numerical results 

indicate the efficiency of the improved version compared with 

the original version. In addition, to estimate high-accuracy 

solutions we equip our new algorithm with a gradient-free 

convergence test. 

Material and methods 

In this scheme, we used a point sorting strategy. In this way, 

we were sure that in each iteration the best possible point was the 

center of the trust region. Therefore, in each iteration, the 

approximate model is provided by better points. To compare 

performance of the old algorithm and the new algorithm that 

equipped with this strategy, we utilize Moré–Wild performance 

and data profiles. 

Results and discussion 

First, we solve a specific problem with ORBIT and the new 

version of ORBIT presented in this paper. The number of 

function evaluations, the number of iterations and the algorithm  
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execution time are reported separately in a table. Then for a more 

accurate comparison, we solve 100 unconstrained optimization 

problems by two algorithms. Performance profiles presented for 

the number of function evaluations, the number of iterations 

required to solve problems, and the time required to execute the 

algorithms. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

• Paying attention to the arrangement of interpolation points is 

very effective in trust-region algorithms such as ORBIT.  

• Selecting the appropriate center in the trust-region algorithms 

leads to increasing the efficiency of the algorithms. 

• In the trust-region algorithms, selecting the optimal points to 

build the model in each iteration increases the efficiency. 

 

How to cite: Ahmadvand, M., Esmaeilbeigi, M., Kamandi, A., & Mohammadi Yaghoobi, F. (2022) A new trust-

region algorithm based on radial basis function interpolation. Mathematical Researches, 8 (1), 1-20 
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ORBIT این در. است مشتق از نيازبی اطمينان ناحيه ساختار دارای سازیبهينه الگوریتم یک 

 درونياب بر مبتنی جایگزین هایمدل از ایچندجمله جایگزین هایمدل از استفاده جای به ساختار

 بود يمخواه قادر هدف، تابع هایارزیابی از کمتری تعداد با بنابراین. شودمی استفاده شعاعی پایه تابع

 نهاآ در تابع مقادیر و درونياب نقاط تکرار، هر در الگوریتم این در. نمایيم حل را سازیبهينه مساله

  به توجهی الگوریتم این حال این با. گيردمی قرار استفاده مورد بعدی تکرارهای در و شده ذخيره

 ابدروني نقاط کردن مرتب یکی ایده، دو اساس بر مقاله این در. کندنمی درونياب نقاط کردن مرتب

 تابع ارمقد کمترین که اطمينان ناحيه مرکز عنوان به اینقطه انتخاب دیگری و تابع مقادیر حسب بر

 تعداد رویکرد، این از استفاده با. کنيممی ارائه SORT-ORBIT نام به جدید الگوریتم یک دارد، را

 آن از حاکی عددی نتایج. یابدمی کاهش ORBIT الگوریتم هایتکرار تعداد و تابع ارزیابی دفعات

 ارائه مالگوریت عملکرد بررسی برای. یابدمی افزایش مشهودی طور به جدید الگوریتم کارایی که است

-موری داده شاخص و موری -دولان کارایی شاخص از اصلی الگوریتم با مقایسه در مقاله این در شده

 ..است شده استفاده ویلد
 
 

 درونياب بر مبتنی اطمينان ناحيۀ جدید الگوریتم یک (.1401) احمد؛ محمدی یعقوبی، فرج الله؛ ،کمندی محسن؛ ،بيگی اسماعيل؛ محمد، احمدوند: استناد

 .1-20(، 1) 8، های ریاضیپژوهش. شعاعی پایۀ تابع

                  
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-1
0-

02
 ]

 

                             3 / 18

mailto:m.esmaeilbeigi@malayeru.ac.ir
mailto:ahmadkamandi@mazust.ac.ir
mailto:ahmadkamandi@mazust.ac.ir
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2886-en.html


 
 

  1441ۀ اول، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش

 

 

4 

 مقدمه

 ودشگرفته می سازی سراسری مربوط به یک تابع با محاسبات سنگين به صورت زیر در نظرله مينيممأیک مس

(1   )                                        min 𝑓(𝑥); 𝑥 ∈ ℝ𝑛  

:𝑓 بعدی دارد و  nاشاره به فضای اقليدسی ℝ𝑛 به طوری که ℝ𝑛 ⟶ ℝ حقيقی از  خطی مقداریک تابع پيوسته غير

این دسته  ر است.بتقریبی آنها بسيار پيچيده و هزینه ۀمشتقاتش یا در دسترس نيستند و یا محاسبکه پایين کراندار است 

دست ه ب. [11، 3]دارای کاربرد هستند های متعددی از جمله ریاضيات، علوم، مهندسی و صنعت مسائل در شاخهاز 

های عددی برای حل به همين جهت روش ، ممکن استصورت مستقيم غيره سازی اغلب بمسائل بهينهاین آوردن جواب 

یکی از  1های ناحيه اطمينانروش ،سازی نامقيدبهينهمسائل حل های روند. از بين انواع مختلف روشکار می هب آنها

برای حل مسائل  2های ناحيه اطمينان توسط پاولچارچوب الگوریتم .باشندهای تکراری میها در بين روشمعروفترین

 در قالب، تابع هدف اطمينان ۀی ناحيهادر همه تکرارهای الگوریتم. [11]بنا نهاده شد 1970در سال سازی نامقيد بهينه

 ۀهای ناحيالگوریتم تقریبی درهای مدل ترین فرمدوم معمول ۀهای درجشود. مدلتقریب زده می جایگزین یک مدل

دو، ۀمرتب تقریبیاطمينان، با استفاده از یک مدل  ۀام یک الگوریتم ناحيkاند. در تکراراطمينان
ks  یک جواب  عنوانبه

 شودتوليد می زیر لهأدقيق یا تقریبی برای زیرمس

(2                                       )
1
2

min ( )

.

T T

k k k k
s

k

m s f g s s B s

s t s

  

 
 

)که  طوریه ب )k kf f x ،( )k kg f x  و
kB  ماتریس هسيان

2 ( )kf x.همچنين و یا تقریبی از آن است 

0kبه نرم اقليدسی اشاره دارد و  .  ۀای حول نقطشعاع ناحيه
kx شود. نتایج اطمينان ناميده می ۀاست که ناحي

 لهأغيرخطی برای زیرمس وجذابند که جوابی سراسری  دوم به این خاطر ۀدرجتقریبی های مدلدهند که نشان می نظری

کردن پيداو  (2)له أدهند. بعد از حل زیرمسدست می هب (2)
ksپارامتر تست نسبت ،

k شود:صورت زیر تعریف میه ب 

(3 )                      

( ) ( )

( ) ( )

k k k
k

k k k

f x f x s

m x m x s


 


 
                  

                      

اگر 
k  ۀو تابع هدف برقرار است. بنابراین، در تکرار بعدی شعاع ناحيتقریبی به یک نزدیک باشد، توافق خوبی بين مدل 

این پارامتر به صفر نزدیک باشد و یا منفی باشد مدل جایگزین نتوانسته است  دهيم. بالعکس، اگرمیاطمينان را افزایش 

 طمينان جدیدا ۀبه خوبی تابع هدف را تقریب بزند، بنابراین شعاع ناحيه اطمينان بایستی کاهش یابد. همچنين مرکز ناحي

1kx 
اطمينان جدید ۀو شعاع ناحي 

1k  شوندروز رسانی میبهصورت زیر ه به ترتيب ب: 

                                                           
1 Trust-region 
2 Powell 
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 (4)           

1

0 1

1 1 max 1

0 0

,

,

,

min{ , },

,

k k k k

k

k

k k

k k k

k k

x s
x

x otherwise

 

  

  

  





 
 


  


    
  

                                         

که طوری
max0 k    ،

0 10 1    و
0 10 1   . 

ها به مشتق مرتبه اول تابع هدف وابسته اند. واضح دو دارند، این نوع مدل ۀدرجتقریبی های هایی که مدلخلاف مزیت بر

تقریبی با مشکل مواجه خواهد این نوع مدل استفاده از است که در صورت عدم دسترسی به مشتق مرتبه اول تابع هدف، 

سپس و شد ارائه  [19] 1وسط وینفيلدیک راه برون رفت از این مشکل درونيابی مشتق مرتبه اول است. این ایده ت شد.

 DFOبه نام در الگوریتمی  [6] انشو همکار 2کان همچنين توسط و UOBYQAالگوریتمی به نام در [ 17] توسط پاول

ر این به نتایج درونيابی چندمتغيره وابسته بودند، بناب ها این بود که اکيداً. مشکل اساسی این الگوریتمکار گرفته شد به

ها ممحاسباتی این الگوریت ۀهزین نتيجه و در له بودأها تابعی درجه دو از بعد مسهای لازم در این الگوریتمتعداد درونيابی

 . دشدر مسائلی که دارای ابعاد بالا بودند این مشکل به خوبی احساس می مخصوصاً .بسيار بالا بود

 تقریبیهای . چنين مدل[1] ای غيرخطی بودندهای درونيابی بود که ترکيبی از توابع پایهراه حل دیگر استفاده از مدل

توان در قابليت آنها در درونيابی های مبتنی بر توابع پایه شعاعی را مینامند. موفقيت درونيابمی 3شعاعی ۀرا توابع پای

ازی سهای بهينهالگوریتم دهد.که این نوع درونياب رفتار عددی مناسبی از خود نشان می طوریه در ابعاد بالا دانست، ب

 [18، 14، 12]منابع  توانيد بهعنوان نمونه میه اند. بشعاعی بهره گرفته ۀهای مبتنی بر توابع پایمتعددی از درونياب

ارائه کردند که در  مشتق نياز ازبیسازی هينهالگوریتمی در بحث ب [20] و همکارانش در 4مراجعه کنيد. همچنين ویلد

روف با معکند. این الگوریتم شعاعی استفاده می ۀهای توابع پایچاچوب الگوریتم ناحيه اطمينان عمل کرده و از درونياب

  پردازیم.در ادامه به بحث و بررسی این الگوریتم می .نامگذاری شده است ORBITعنوان 

قت داشته کافی مطاب ۀبه اندازهدف و مشتق آن با مشتق تابع  هدفساخته شده با تابع تقریبی که مدل  برای تضمين این

خطی  های با شرط کاملاً از مدل [7]های ارائه شده توسط کان و همکارانش درهم مانند الگوریتم ORBITباشد، الگوریتم 

که تعداد نقاط درونياب همواره عددی ثابت است، در  [16، 14] های ارائه شده درکند. بر خلاف الگوریتمستفاده میا

 همچنين در این الگوریتم درکند. تعداد نقاط درونياب از هر تکرار به تکرار بعدی به راحتی تغيير می ORBITالگوریتم 

در  [4] 1بيجرکمنی از بر اساس طرح . این کارشودافزوده میدرونياب به مجموعه نقاط  هر تکرار یک سری نقاط اضافی

                                                           
1 Winfield 
2 Conn 
3 Radial Basis Functions (RBFs) 
4 Wild 
5 Bjorkman 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-1
0-

02
 ]

 

                             5 / 18

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2886-en.html


 
 

  1441ۀ اول، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش

 

 

6 

نسبت  ORBIT. مزیت اصلی الگوریتم شودنجام میاشعاعی  ۀهای پایبا استفاده از درونياب سراسری سازی بهينهرابطه با 

ها هنگامی که یک نقطه از مجموعه نقاط که در این الگوریتم این است [16، 11، 14]مانند  قبلیمهم های به الگوریتم

کرارهای بعدی این نقطه ممکن است هرگز به مجموعه نقاط درونياب بر نگردد. این شود در تدرونياب حذف می

گيرد اطلاعات آن از عنوان نقطه درونياب مورد استفاده قرار می هوقتی یک نقطه ب ORBITست که در الگوریتمدرحالی

شود و چون اطلاعات قطه استفاده میدر این نقطه ذخيره شده و در تکرارهای بعدی باز هم از این ن هدفجمله مقدار تابع 

 گيرد.مورد استفاده قرار میمحاسباتی کمتری  ۀاین با هزینبربنااز قبل ذخيره شده است این نقطه 

یک راهکار مناسب جهت برطرف  ۀخواهيم پرداخت و با ارائ ORBITدر این مقاله، به بررسی یکی از معایب الگوریتم 

، ORBITرا معرفی خواهيم کرد. با توجه به ساختار الگوریتم SORT-ORBITکردن این نقيصه، الگوریتم جدیدی با نام 

 توانمی های گذشتهدر تکرار موجود . یعنی از اطلاعاتگيردصورت نمی ذخيره شدهاز اطلاعات ممکن  حداکثر استفاده

 ود()اطلاعات موج بعاتبه دست آمده برای بين مقادیر  ایصورت که در هر تکرار مقایسه ه اینب ،کرداستفاده بيشتری 

مترین ای که شامل کهبه ترتيب از کوچک به بزرگ مرتب کرده و هر نقطبر حسب مقادیر تابع را  نقاطانجام گيرد و سپس 

علاوه بر این که از صورت  انتخاب کنيم. در اینعنوان مرکز ناحيه اطمينان ه دست آمده برای تابع باشد را به مقدار ب

نقاط  بر حسب بهترینشود، مدل تقریبی جایگزین نيز ممکن به عنوان مرکز ناحيه اطمينان استفاده می ۀبهترین نقط

ل بهبود چشمگيری در کارایی الگوریتم حاص ترهای تقریبی مناسبشود. به این ترتيب با استفاده از مدلممکن ساخته می

ها در الگوریتم جدید استفاده از این ایده دهد کهنشان می اتدست آمده پس از این تغييره واهد شد. نتایج عددی بخ

SORT-ORBIT تعداد فراخوانی تابع، تعداد تکرارهای الگوریتم و زمان اجرای الگوریتم( محاسباتی  ۀباعث کاهش هزین(

 .است ORBITالگوریتم بيشتری نسبت به کارایی جدید دارای الگوریتم توان نتيجه گرفت که بنابراین میو شده 

ت. در شعاعی خواهيم داش ۀشده است: ابتدا مروری گذرا بر درونيابی مبتنی بر توابه پای تنظيممقاله به این صورت  ۀادام

به ارائه کنيم. سپس را معرفی می SORT-ORBITچارچوب کلی الگوریتم  ORBITگرفتن از الگوریتم  ادامه با الهام

 ۀو شاخص داد 1موری -پردازیم. در این بخش از دو شاخص کارایی دولانعددی جهت مقایسه دو الگوریتم می نتایج

بندی و ارائه یک نتيجه کلی از این مقاله کنيم. در پایان به جمعها استفاده میجهت مقایسه دقيق الگوریتم 2ویلد-موری

 خواهيم پرداخت.

 شعاعی ۀپای توابع درونیابیبر مروری 

این  کارگيریه . باستبسياری از مسائل و معادلات ریاضی  ای شعاعی یک روش بدون شبکه برای حلروش توابع پایه

 انهدقت طيفی برای انواع معينی از آ های کمتری همراه است وبالا به دليل خاصيت شعاعی با دشواری در ابعاد روش

 .[1] ستسازی اخوبی قابل پياده های نامنظم بهروی دامنه ضمناًیافتنی است. دست

                                                           
1 Dolan-More' 
2 More'-Wild 
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𝛺که  با فرض این ⊆ ℝ𝑑  باشد و𝑋 = {𝑥1,…,𝑥𝑁} تمایز در ای منقاط داده یک مجموعه از𝛺  ،های درونيابی دادهباشد

شعاعی به  صورت یک ترکيب خطی از توابع پایه ، به𝑋بر روی  𝑢(𝑥) ای شعاعی برای تابعپراکنده با استفاده از توابع پایه

 :شودشکل زیر نوشته می

𝑠𝑢,𝑋(𝑥) = ∑ 𝛼𝑗𝜙𝜖(‖𝑥 − 𝑥𝑗‖)
𝑁

𝑗=1
,                               (1) 

𝜙𝜖: ℝ≥0نرم اقليدسی است و  ،‖.‖که  ⟶ ℝ 1باشد که به پارامتر شکلیک تابع شعاعی می 𝜖 طوری که  وابسته است به

  

𝜙𝜖(‖𝑥 − 𝑧‖) = 𝜙(𝜖‖𝑥 − 𝑧‖),          𝑥,𝑧 ∈ 𝛺. 

 .[10] ، برخی از توابع پایه شعاعی پرکاربرد به همراه مرتبه همواری آنها ذکر شده است1در جدول 

 شعاعی معروف ۀ: برخی از توابع پای1جدول 

 𝝓𝝐(𝒓) مرتبه همواری نام تابع پایه شعاعی

𝐶∞ 𝑒−𝜖2𝑟2  گاوسین
 

 ∞𝐶 چندربعی معکوس
(1 + 𝜖2𝑟2)−

1
2 

𝐶4 𝑒−𝜖𝑟(𝜖2𝑟2 (M4) مترن + 3𝜖𝑟 + 3) 

𝐶2 (1 (W2) وندلند − 𝜖𝑟)+
4 (4𝜖𝑟 + 1) 

 

 :شوندشرایط درونيابی زیر تعيين میبا استفاده از  (1) ۀدر رابط 𝛼1,𝛼2,…,𝛼𝑁 حقيقی مجهول ضرایبلازم به ذکر است که 

𝑠𝑢,𝑋(𝑥𝑖) = 𝑢(𝑥𝑖),          𝑖 = 1,…,𝑁. 

 د:این شرایط، دستگاه معادلات خطی متقارنی به صورت زیر حاصل خواهد ش در نظر گرفتنبا 

𝐴𝛼 = 𝑢,                                                                                     (6) 

𝐴𝑖𝑗که  = 𝜙𝜖(‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖)  ، 𝛼 = (𝛼1,…,𝛼𝑁)𝑇  و𝑢 = (𝑢(𝑥1),…,𝑢(𝑥𝑁))
𝑇. 

 پذیر است و مسئله درونيابی توابع پایه شعاعیوارون 𝐴 گاه ماتریس ضرایبباشد، آن ک تابع معين مثبتی 𝜙𝜖 اگر 

محاسبه شود،  𝛼 بنابراین، هنگامی که بردار. [10] باشدوضع خواهد بود و در نتيجه، جواب مسئله موجود و یکتا میخوش

 کرد:به صورت زیر ارزیابی  𝑥 ای مانندتوان در هر نقطهشعاعی را می ۀدرونياب تابع پای

𝑠𝑢,𝑋(𝑥) =  𝜙𝜖
𝑇(𝑥)𝛼,                                                                               (7) 

𝜙𝜖 که 
𝑇(𝑥) = ( 𝜙𝜖(‖𝑥 − 𝑥1‖),…, 𝜙𝜖(‖𝑥 − 𝑥𝑁‖)) .است 

                                                           
1 Shape parameter 
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تفاده شعاعی گاوسين اس ۀاز تابع پایهای دیگر همواری و قابليت ۀخواهيم کرد به دليل مرتب ارائهدر الگوریتی که در ادامه 

 می کنيم.

 SORT-ORBITالگوریتم جدید

دهيم. به این  را ارائه می SORT-ORBIT، الگوریتم جدید ORBITدر این بخش بر اساس چارچوب کلی الگوریتم 

 منظور ابتدا برخی تعاریف و فرضيات لازم را مطرح خواهيم کرد.

)به ازای هر زوج مرتب :1 تعریف   , 0)k kx  شودصورت زیر تعریف میه اطمينان ب ۀناحي: 

(8                     )                  { : }k k kB x x x   

.که طوری هب
k

 دیگری باشد.دو یا هر نرم  نرم ،تواند نرم استانداردام میkدر تکرار 

 ای به شکل زیر:لهأاطمينان، زیرمس ۀهای ناحيام همه الگوریتمkدر تکرار  :2 تعریف

(9)                    min{ ( ): }k k k k
s

m x s x s B                                                           

 شود.ن ناميده میاطمينا أناحيله أزیرمسله، أاین زیرمس .شودحل می

فرض کنيد که  :3 تعریف
1[ ]kf C B .برای مقادیر ثابت  باشد, 0f g   تقریبی، مدلm ،روی  1خطی کامل

ناحيه اطمينان 
kB برای هر  هرگاهشود ناميده می

kx B :دو شرط زیر برقرار باشند 

(10)                                
2( ) ( ) ff x m x    

(11)                      ( ) ( ) gf x m x      

اطمينان را حل کنيم. برای تضمين همگرایی  ۀله ناحيأطور که گفته شد در هر تکرار بایستی زیرمس همان :1تذکر

له در یافتن جوابأسراسری برای زیرمس
ks  تقریبیکافی است مدل

km که 
2 0km   2و

k Hm   دارای ،

 باشد یعنی: 2شرط کاهش کافی

(12) 2

( )( )
( ) ( ) ( ) min ,

( )
d k kk k

k k k k k k k k

H k k k

m xm x
m x m x s m x

m x





  
     

  
 

d(0,1)که طوریه ب  ثابت است. عددی 

                                                           
1 Fully linear 
2 Sufficient decrease condition 
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 معرفی 1 در الگوریتمرا  ORBIT-SORTجدید یعنی  ام الگوریتمkایم که تکراراکنون با توجه به تعاریف بالا آماده

0اوليهشروع  ۀنقط کنيم.

nx  های ورودی و, , 0f g g   
 

 ،
max 1p n ،

0 10 1    ،

0 10 1     و
0 max0       در نظر بگيرید. به عنوان مقادیر مفروض را 

 ORBIT-SORTالگوریتم  امkتکرار. 1 الگوریتم

 با کمترین مقدار تابع هدف را به x*: نقاط درونياب را بر اساس مقادیر تابع مرتب کنيد و از ميان آنها نقطه1 گام

اطمينان  ۀعنوان مرکز جدید ناحي
kB  قرارداده و آنرا

kx .بناميد 

1n دست آوردن یک مدل کاهش کافیه برای ب: 2 گام   نقطه مستقل آفينی پيدا کنيد. 

شعاعی ۀاز مزیت غيرخطی بودن توابع پای مندیبرای بهره: 3 گام
max 1p n اضافی به مجموعه نقاط  ۀنقط

 .درونياب اضافه کنيد

 .پایه شعاعی را بسازید مبتنی بر تابعتقریبی مدل : 4 گام

): تا زمانی که 1 گام )
2

g

k km x


 : 

اگر        
km در:

2

gg n

k k

g

B x x x




  
    
  

 خطی کامل بود، الگوریتم را به پایان برسانيد. 

صورت، در غير این      
kmای که در

g

kB خطی کامل باشد را به دست آورده و قرار دهيد
2

g

k

g




 . 

دست آوردنه به منظور ب: 6 گام
ks که شرط کاهش کافی برقرار باشد مساله ناحيه اطمينان را حل کنيد طوریزیر. 

( )k kf x s  محاسبه کنيد.را 

 روز رسانی کنيد.ه طبق الگوی زیر پارامترهای ناحيه اطمينان را ب: 7 گام

1

1 0

1

1 1 max 1

0 1

,

,

,

,

min{ , },

,

k k k

k k k k k k

k

k k k k

k k k

k k k k

x s

x x s and m is fully linear on B

x else

and m is not fully linear on B

and m is fully linear on B

 

 

 

  

  





 


  



 


    
  

 

اگر: 8 گام
0k و

kmروی
kBکنيدبرآورد  مدل-خطی کامل نباشد، تابع را در یک نقطه بهبود. 

 

ممکن است یک سری نقاط درونيابی جدید به مجموعه نقاط اضافه شود. این امر در  ORBIT در هر تکرار الگوریتم

گيرد، در حالی که ممکن است مقدار تابع در یکی از بدون توجه به مقدار تابع در این نقاط صورت می ORBITالگوریتم 

ناحيه اطمينان باشد. بنابر این بهتر است که مجموعه نقاط را قبل از ورود به این نقاط جدید کمتر از مقدار تابع در مرکز 

 تکرار بعد، بر اساس مقادیر تابع مرتب کنيم.
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مدل  1 با مرتب کردن نقاط درونياب در گام گردد، اولاًدو هدف اساسی دنبال می SORT-ORBITدر الگوریتم جدید 

ر تابع( توليد خواهد شد و ثانيا بهترین نقطه ممکن را به عنوان مرکز ناحيه تقریبی به وسيله نقاط بهتری ) از نظر مقادی

تری فراهم خواهد شد که این های جایگزین مناسباطمينان جایگزین خواهيم کرد. به این ترتيب  امکان انتخاب مدل

 ثير قابل توجهی بر کارایی الگوریتم خواهد داشت.أامر ت

1n، رائه یک مدل درونيابی خطی کامل در هر تکرارالگوریتم به منظور ا ، 2 در گام  کند. پيدا می نقطه مستقل آفينی

 QRه گيرد، استفاده از فرایند تجزیاستراتژی که این الگوریتم جهت بررسی شرط مستقل آفينی بودن نقاط در پيش می

( را تجزیه کرده و 6در واقع الگوریتم با توجه به خاصيت توابع پایه شعاعی، ماتریس ضرایب در دستگاه معادلات ) است.

. [7] گيردصورت می AffPointsای تحت عنوان نماید، این فرایند در زیربرنامهسعی بر توليد نقاط مستقل آفينی می

1nاگر الگوریتم در یک تکرار موفق به توليد این   کند و دوباره مستقل آفينی نشد، شعاع ناحيه اطمينان را دو برابر می

کند که این نقاط مستقل آفينی را در ناحيه اطمينان جدید توليد نماید. اگر باز هم نتوانست موفق به این کار سعی می

شوند این نقاط از فضای متعامد نقاط قبلی انتخاب می ا کهرانتخاب خواهد کرد. چ شود باقيمانده نقاط را از فضای متعامد

 هم نخواهند زد.  رو لذا شرط مستقل آفينی را ب

ر مند شویم واضح است که بایستی به فکهای درونيابی غيرخطی توسط توابع پایه شعاعی بهرهاگر بخواهيم از مزایای مدل

1nاضافه کردن نقاط اضافی به مجموعه   درونياب خود باشيم. اضافه کردن این نقاط اضافی تضمين خواهد کرد  نقطه

نقاط اضافی را تا زمانی به مجموعه ،  الگوریتم 3در گامد. نمانبکه پارامترهای مدل و مشتقات اول و دوم مدل کراندار 

که تعداد نقاط درونيابی به عدد  دکننقاط درونيابی اضافه می
maxp  .این نقاط اضافی  جهت اضافه کردنالگوریتم برسد

کند. البته توجه داشته باشيد که افزودن این نقاط توصيه شده است استفاده می ،برای افزودن نقاط[ 4]از تکنيکی که در

مدل به دست آمده خطی کامل ، اگر 8 در گام اضافی تاثيری روی شرط خطی کامل بودن مدل درونيابی نخواهد داشت.

ود. شتر شود تابع در یک نقطه اضافی محاسبه مینباشد به منظور تضمين اینکه مدل یک قدم به خطی کامل بودن نزدیک

 مراجعه کنيد.[ 20] در ORBITتوانيد به الگوریتم های الگوریتم میتر گامبه منظور توضيحات کامل

در قضيه  ORBITدانيم که همگرایی الگوریتم الگوریتم جدید صحبت کنيم. میخواهيم راجع به همگرایی در ادامه می

استوار است.  [7]های ميانی در منبع مورد بررسی قرار گرفته است. این قضيه  بر پایه یک سری لم[ 21]در منبع  3-2

احتی رها وارد نخواهد شد، بنابراین به با مرتب کردن نقاط درونياب و تغيير مرکز ناحيه اطمينان هيچ خللی به اثبات لم

 دهيم. ارجاع ORBITرا به همگرایی الگوریتم  SORT-ORBITتوانيم اثبات همگرایی الگوریتم می

 نتایج عددی

خواهيم پرداخت. به همين منظور  ORBITبا الگوریتم  SORT-ORBITدر این قسمت به  مقایسه عملکرد الگوریتم

 گيرید. نامقيد خاص زیر را در نظر می سازیله مينيممأدر ابتدا مس

n/2
2 2 2 2

2i-1 2i-1 2 2

1

f (x) = [(x  - 2)  + (x  - 2) x + (x +1) ].i i

i 
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له نقطه أو نقطه شروع استاندارد برای این مس 0مقدار مينيمم این تابع 
0x  است. [1 , . . . ,1 ,1] = 

14n دهيمله قرار میأدر این مس .  ها، تعداد تکرارها و زمان اجرای دو الگوریتم برای حل فراخوانی تعداد 2در جدول

 .شودله دیده میأاین مس

2جدول .مقایسه دو الگوریتم در حل مساله   

فراخوانی تعداد نام الگوریتم  زمان اجرا تعداد تکرار 

ORBIT 145 65 8 

SORT-ORBIT 130 60 5 

 

 دارای موفقيت بيشتری است. SORT-ORBITشود الگوریتمطور که در جدول فوق دیده میهمان

سازی نامقيد به همراه نقاط شروع استاندارد در مرجع له مينيممأمس 100تر دو الگوریتم از در ادامه به منظور مقایسه دقيق

 له و همچنين زمانأهای توابع، تعداد تکرارهای دو الگوریتم در حل هر مساستفاده خواهيم کرد و تعداد فراخوانی [1]

ین مسائل به همراه توانيد اشما می 3ها را در حل هر مساله با یکدیگر مقایسه خواهيم کرد. در جدول اجرای الگوریتم

 در آدرس اینترنتی ORBITبه ذکر است که کدهای الگوریتم لازمملاحظه کنيد. ابعاد آنها را 

www.mcs.anl.gov/~wild/orbit  سازی در پياده دو-و نرم مکعبیاز تابع پایه شعاعی  ضمنا .قابل دسترسی است

2 علاوه حداکثر تعداد نقاط درونياب در هر تکراره یم. باهاستفاده کرد الگوریتم 1n  .همچنين از پارامترهای زیر  است

 کارگيری الگوریتم استفاده شده است: در  به

5

0 1 0 150, 10 , 0, 0.2, 0.5, 2.max g           

که تعداد تکرارهای آن  خواهيم کردسازی زمانی شکست خورده اعلام ضمن یک الگوریتم را در حل یک مساله بهينهدر 

 [2]منبع  که در  Backtracking procedureبه اسم  یبرای حل زیرمساله ناحيه اطمينان از روش ما شود. 600 بيشتر از

در نظر  ORBIT پارامترهای لازم در الگوریتم جدید را همانند الگوریتم ۀبقي .کنيممیاشاره شده است، استفاده  آنبه 

  .گيریممی

 ,Intel Core i5, 2.60GHzبا مشخصات  SAMSUNG روی یک لپ تاپ سازیبهينه مسائللازم به ذکر است که 

4GRAM افزار و با نرم 7 تحت ویندوز MATLAB 8.2 گرفته است. مورد بررسی قرار 

 

 

سازی مربوط به شاخص کارایی بهینهمسائل  .3جدول   

 بعد نام مساله بعد نام مساله

ALMOST PQ 16 EXTENDED DF 8 

ARGLINB 12 EXTENDED F-R 16 

ARGLINC 18 EXTENDED HIM 18 
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ARWHEAD 15 EXTENDED MAR 14 

BDEXP 20 EXTENDED PENALTY 12 

BDQRTIC 16 EXTENDED QE1 8 

BG2 18 EXTENDED QP1 13 

BIGGSB1 15 EXTENDED QP2 9 

BROYDEN T 11 EXTENDED T1 14 

COSINE 10 EXTENDED T2 12 

CRAGGLVY 8 EXTENDED TET 12 

CUBE 17 FLETCHCR 15 

CURLY20 21 FLETCBV3 10 

DIAGONAL1 4 FULL HESSIAN1 16 

DIAGONAL2 20 FULL HESSIAN3 19 

DIAGONAL3 11 GENERALIZED PSC1 16 

DIAGONAL4 18 GENERALIZED Q 6 

DIAGONAL5 10 GENERALIZED R 21 

DIAGONAL6 15 GENERALIZED T1 15 

DIAGONAL7 20 GENERALIZED T2 11 

DIAGONAL8 21 GENERALIZED WHITE 10 

DIAGONAL9 21 GENHUMPS 12 

DIXON3DQ 8 HAGER 16 

DIXMAANA 12 HARKERP2 17 

DIXMAANB 15 HIMMEL BG 12 

DIXMAANC 9 HIMMEL H 16 

DIXMAAND 6 INDEF 4 

DIXMAANE 18 MCCORMCK 14 

DIXMAANF 21 NONDIA 13 

DIXMAANG 12 NONDQUAR 11 

DIXMAANH 9 NONSCOMP 11 

DIXMAANI 9 LIARWHD1 10 

DIXMAANJ 15 LIARWHD2 10 

DIXMAANK 18 PARTIAL PQ 14 

DIXMAANL 18 PERTURBED Q 14 

DQDRTIC 19 PERTURBED QD 17 

EDENSCH 14 PERTURBED TQ 18 

ENGVAL1 8 POWER 9 

EXPLIN1 11 QUARTC 12 

EXPLIN2 13 QUADRATIC QF1 12 

EXTENDED BEALE 6 QUADRATIC QF2 9 

EXTENDED BD1 20 RAYDAN1 10 

EXTENDED BD2 16 RAYDAN2 14 

EXTENDED HIEBERD 18 SINE 17 

EXTENDED WHITE 20 SINNCOS 20 

EXTENDED WOOD 12 SINQUAD 15 

EXTENDED PSC1 10 STAIRCASE1 12 

EXTENDED POWELL 16 STAIRCASE2 14 

EXTENDED CLIFF 14 TRIDIA 10 

EXTENDED DB 14 VARDIM 4 

 

 یابیتکنيک ارزش . در اینایمکردهاستفاده  [8] موری -از شاخص کارایی دولان ها،تر الگوریتمبه منظور مقایسه دقيق

 کنيم،یمها را نسبت به این آیتم بررسی و مقایسه و رفتار الگوریتمشده ها انتخاب یک آیتم برای مقایسه بين الگوریتم

 Sمجموعه مسائل مورد آزمایش و P. اگردر اختيار خواهيم داشتبه شکل یک نمودار شاخص کارایی نتایج را سپس 

sیک الگوریتم های مورد مقایسه باشند، شاخص کاراییمجموعه الگوریتم S شودبه صورت زیر تعریف می: 

(13       )                                ,

1
( ) :S p ssize p P r

P
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Pطوریکه  به
p,است و  Pاعضایتعداد   sr

 شود:صورت زیر تعریف میبه  

 (14                )                                   ,

,

,min{ : }

p s

p s

p s

t
r

t s S



                                                     

, 0p st   یک اندازه کارایی است که به ازایp P وs S هایی مانند تواند شامل آیتمگردد. این اندازه میحاصل می

به درصد مسائلی که توسط بهترین الگوریتم S(1)تعداد فراخوانی تابع و تعداد تکرارهای لازم برای حل مساله باشد. 

s Sکند و به ازایشوند اشاره میحل می  ،به اندازه کافی بزرگ( )S  کند که به درصدی از مسائل اشاره می

sتوسط S ییتوزیع احتمال برای نرخ کارا ،که شاخص کارایی رفتشوند. بنابراین ميتوان نتيجه گبا موفقيت حل می

,p sr های با مقادیر بزرگترطور کلی الگوریتمه است و ب( )S  تر هستندموفق. 

ترتيب نمودارهای  شاخص کارایی برای تعداد فراخوانی توابع، تعداد به  3و 2و 1های شکل [1,7]با قرار دادن 

 که الگوریتم بينيممی 1 شکلدهند. در ها را نشان میتکرارهای لازم در حل مسائل و زمان لازم برای اجرای الگوریتم

SORT-ORBIT موفقيت حل  درصد مسائل را با 71 ه است بيش ازتکه توانس طوریه دارای بيشترین کارایی است ب

2تواند به ازای می ORBIT-SORTبه علاوه الگوریتم  .کند   صد در صد این دسته مسائل را حل کند. همچنين

ها که الگوریتممشهود است. جایی  3و 2های در شکل ORBITدر مقایسه با الگوریتم  SORT-ORBITبرتری الگوریتم 

 اند.لازم برای حل مسائل و زمان اجرای آنها  مورد مقایسه قرار گرفتهاز نظر تعداد تکرارهای 

 
 نمودار شاخص کارایی برای تعداد فراخوانی توابع. 1شکل
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 نمودار شاخص کارایی برای تعداد تکرارهای الگوریتم. 2شکل

 

 

 
نمودار شاخص کارایی برای زمان اجرای الگوریتم .3شکل  

استفاده  جهت توقف الگوریتم صورت زیره بوابسته به مشتق همگرایی  آزموناز یک  ORBITالگوریتم از سوی دیگر

 :کندمی

 (11                      )                                        ( )f x   

آزمون همگرایی  در روی تعداد فراخوانی تابعمشخصی محدودیت علاوه  بهاست.  مثبت یک ثابت دلخواهکه در آن

 .الگوریتم در نظر گرفته شده است

ن هایی ممکبه همين خاطر چنين الگوریتم .کندکارایی الگوریتم چندان تغيير نمی هایی با تغييردر چنين الگوریتم 

به منظور دستيابی به طيفی  .برای برخی از مسائل بهينه سازی نگردند است هرگز موفق به توليد یک جواب با دقت بالا

 :کنيماعمال می  ORBITروی الگوریتم  را های مختلف، آزمون همگرایی بدون مشتق زیرها با دقتاز جواب

(16 )                                          0 0( ) ( ) (1 )( ( ) )Lf x f x f x f     
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 یک متغير و که طوریه ب
0x نقطه شروع و همچنين

Lf یک تقریب دقيق از تابع f   در نقطه مينيمم سراسری

[0,1]متغير [.9ش]استفاده  2و نيومایر 1تابع است. آزمون همگرایی فوق اولين بار توسط الستر   کاهش از  ميزانبه

مقدار اوليه
0( )f x کند. با کاهشاشاره می دست آمده برایه مقدار ب( )f x به

Lf شود و بنابراین تر مینزدیک

 و  ORBITهایقصد داریم به مقایسه الگوریتم ادامه. در باشيماميدوار به یافتن یک جواب با دقت بالاتر توانيم می

SORT-ORBIT سازی نامقيد غيرخطی له بهينهأمس 16 مجدداً با اعمال آزمون همگرایی جدید بپردازیم. به این منظور

دست ه ب انتخاب کرده و تعداد فراخوانی توابع [1]منبع  زاکه تقریب دقيقی از مينيمم سراسری آنها در دسترس است را 

و ابعاد به همراه مسائل این توانيد شما می 4 . در جدولکنيممحاسبه میها را آمده توسط الگوریتم
Lf   مربوطه را

 ملاحظه کنيد.

سازی مربوط به شاخص دادهتوابع بهینه. 4جدول  

 بعد نام مساله
Lf  

BEALE 2 0 

BIGGS EXP6 6 5.66E-03 

BOX THREE-DIMENSIONAL 3 0 

BROWN BADLY SCALED 2 0 

BROWN and DENNIS 4 85822.2 

EXTENDED ROSENBROCK 8 0 

GAUSSIAN 3 1.13E-08 

GULF RESEARCH and DEVELOPMENT 3 0 

HELICAL VALLEY 3 0 

POWELL BADLY SCALED 2 0 

PENALTY I 10 7.09E-05 

PENALTY II 10 2.94E-04 

TRIGONOMETRIC 15 0 

VARIABLY DIMENSIONED 5 0 

WATSON 20 2.49E-20 

WOOD 14 0 

 

 :به صورت زیر[ 13] ویلد -موری ها از شاخص دادهبه منظور مقایسه الگوریتماین بار 

 (17                 )                        
,1

( ) :
1

p s

s

p

t
d size p P

P n
 

  
   

  
 

pکه برای طوریه کنيم. باستفاده می P وs S ،,p st به ازای( 16) ۀتعداد فراخوانی لازم برای برقراری رابط  

 گرادیان عنوان سيمپلکسه را ب توانيماست. در این تعریف می pلهأتعداد متغيرهای مسنيز  pn و است داده شده

)صورت تعبير کنيم. در این )sd  به درصد مسائلی که توسط الگوریتم s با فرضقابل حل هستند اشاره دارد .

[0,20]   310شاخص داده را به ازاینمودارهای  ملاحظه را  4 . شکلایمبرای دو الگوریتم به دست آورده

عنوان مثال اگر ه . بترعمل کرده استموفق  SORT-ORBIT بينيم که الگوریتموضوح می هکنيد. در این شکل ب

 د که الگوریتمندهنشان می  4شاخص داده در شکل نمودارهای داشته باشيم آنگاه 10با  سيمپلکس گرادیانی برابر

                                                           
1 Elster 
2 Neumaier 
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ORBIT که الگوریتم مسائل است. این در حالی است  درصد 20 قادر به حلSORT-ORBIT درصد مسائل  61تواند می

 . را حل کند
 

 
 نمودار شاخص داده. 4شکل

گیرینتیجه  

به عنوان یک الگوریتم ناحيه اطمينان مهم در زمينه  ORBITهای جدید، کارایی الگوریتم ایده ارائهدر این مقاله با 

 شده در این مقاله، در ابتدا  نحوه  مدیریت این ارائهسازی توابع نامقيد به طور قابل توجهی افزایش یافت. در رویکرد بهينه

الگوریتم بر نقاط درونياب مورد مطالعه قرار گرفت. بر اساس مطالعه انجام شده دریافتيم که این الگوریتم نقاط درونياب 

ین اطلاعات به دهد. اما او مقدار تابع در آن نقاط را در هر تکرار ذخيره کرده و در تکرارهای بعد مورد استفاده قرار می

گيرند. استراتژیی که ما برای ارتقاء این الگوریتم به کار بردیم به این صورت بود که صورت بهينه مورد استفاده قرار نمی

قبل از ورود به هر تکرار ابتدا مجموعه نقاط درونياب را بر اساس مقادیر توابع از کوچک به بزرگ مرتب کنيم. با این کار 

برای ساخت مدل جایگزین، از نقاطی استفاده خواهد شد که مقدار تابع در آن نقاط  یابيم. اولاً به دو هدف دست می 

کمتر است و ثانيا بهترین نقطه )نقطه ای که دارای کمترین مقدار تابع است( را به عنوان مرکز ناحيه اطمينان جایگزین 

  ORBITدفعات ارزیابی تابع و تعداد تکرار های الگوریتم می کنيم. بر اساس نتایج عددی، با استفاده از این رویکرد تعداد 

 یابد. به طور قابل توجهی کاهش می
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