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سازی موجک شانون برای مسئلۀ کوشی وابسته به معادلۀ  روش منظم

 هلمهولتز
 

پور،مجتبیحاجی*میلادکریمی،فریدونمرادلو

تبریزعلومپایه،گروهریاضی،ۀدانشکددانشگاهصنعتیسهند،

22/12/77پذیرش20/12/77دریافت

 چکیده
نوارینامتناهی یکدامنه برایتعیینمیدانتشعشعیدر هلمهولتز معادلۀ به کوشیوابسته مسئلۀ اینمقاله، در

ناچیزیدرشدتبدوضعقراردارد،بهاینمعنیکهاغتشاشبسیاراینمسئلهدرردۀمسائلکلاسیکبه.شدهاستبررسی

شد خواهد مسئله جواب در بزرگ بسیار یکخطای به منجر کوشی داده منظم. روش ارائه شانون،با موجک سازی

درنهایت،کاراییودقت.هایپایدارودقیقیبینجوابتحلیلیوتقریبیمسئلهدرفضایمقیاسفراهمشدهاستتقریب

 .استشدهیدأیتآنالیزکیفیروشازطریقچندمثالمحاسباتی

 

 .مسئلهکوشی،معادلههلمهولتز،موجکشانون،منظمسازی:کلیدی های واژه



 همقدم

دایدارمعادلههلمهولتزنوعخاصیازمعادلاتبیضویاستودرکاربردهایفیزیکیعملیاهمیتویژه این.

سازیمعادله،خطی[3]،امواجتشعشعی[2]،مسئلهکاواکصوتی[0]معادلهاغلببرایتوصیفارتعاشاتیکسازه

امواج[0]بولتزمن-پواسن پراکندگی باله،[5]، در رسانشگرما 2]مسئله میبه[ رودکار کاربردهایهم. در چنین

توسع برای امواج انتشار سازی شبیه از بهتکنیکۀژئوفیزیکی، صوتی تصویربرداری اطلاعاتهای استخراج منظور

دراپتوالکترونیک،تعیینمیدان[.7]هایزیرینسطحزمیناستفادهشدهاستژئوفیزیکیعمیقدرلایههایساختار

 [.8]طورمکرراتفاقافتادهاستایاستکهبهمسئله(برایمثال،دیودنورافشان)تشعشعیدراطرافیکمنبعتابشی

درقرنطورگستردهمیختهبرایمعادلههلمهولتزبهمسائلمستقیم،یعنیمسائلمقدارمرزیدیریکله،نیومنیاآ

 اندبررسیشدهگذشته وجود. تنهااینبا نیستو قابلحصول مرزیرویکلمرز داده بعضیمسائلعملی، در ،

اند،دردسترسموردبحثدچاراغتشاششدهۀهاییکهرویقسمتیازمرزیابرخینقاطداخلیدامناطلاعاتداده

است یکمسئلهمعکوسمینمسئلهچنی. نامندایرا یکمسئلهمعکوسبه. مسئلهکوشیبرایمعادلههلمهولتز

چندینروشعددیبرایحلاینمسئلهازقبیلالگوریتمتکرارمتناوب[.7]است0داماردآشدتبدوضعبهمعنای

،روشتجزیهمقدارتکین[00]مزدوج،روشگرادیان[01]عناصرمتناهیدراتباطباروش2مبتنیبرروشلندوبر

 .پیشنهادشدهاست[00]،[03]وروشجواببنیادی[02]

                                                           
     moradlou@sut.ac.irنویسندۀمسئول*

1. Hadamard 
2. Landweber 
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ایدراواخرقرنبیستمطورگستردهها،یکنظریهقدرتمندوجدیددرریاضیاتاستکهبهنظریهپیشرفتهموجک

توسعهدادهشدهاست میکلمۀموجکبهمعناییکنوسانموجیکوچکاستکهخیلی. شودسریعمیرا قابلیت.

در.تحقیقاتنظریگذاشتهاستبرطریقامواج،تأثیرشگرفیهایدینامیکیمختلفازآنالیزموجکدرتحلیلپدیده

هاموجکۀهاییکهموجکشانونراازبقییکیازویژکی.ددارایاهمیتویژه0نها،موجکشانوآنالیزموجکۀنظری

می استمتمایز این فرکانساستکند حوزۀ در دارایمحملفشرده موجکشانون که حوزۀبه. در عبارتدیگر،

دردودهۀگذشته،.علتاغتشاشفرکانسیبالاجلوگیریکندتواندازنابودیجواببهموضعاستومی-فرکانسخوش

برایحلمسائلبدوضعاستفادهشدهاستازموجک ها مسئلهپیوستگی. مسئلهرسانش[05]تحلیلیبرایمثال، ،

،مسائلمعکوسوبدوضعدر[20]،[21]،مسئلهکوشیبرایمعادلهلاپلاس[07]،[08]،[07]،[02]گرمایمعکوس

اندهشدهاتحلیلوبررسیبااستفادهازنظریۀموجک[22]ارتباطبامعادلاتدیفرانسیلجزئیسهموی یک. اخیراً،

2کمایرسازیبراساسموجروشمنظم چنینحلوهم[23]برایحلمسئلۀکوشیوابستهبهمعادلۀهلمهولتز

باضریبانتقالحرارتمتغیربازمانمسئلۀرسانشگرمایپس ارائهشدهاست[20]رو دراینمقالاتثابتشده.

.انسیلجزئیراداردطورتأثیرگذاریتواناییحلمسائلبدوضعدرارتباطبامعادلاتدیفراستکهروشموجکبه

معرفییکاستراتژیمنظم اصلیاینمقاله، برایپایدارانگیزۀ اساسموجکشانون سازیمسئلۀسازیمناسببر

شودوسپسدرحقیقت،یکجوابموجکبراساسموجکشانونتعریفمی.کوشیوابستهبهمعادلۀهلمهولتزاست

فضای انتخاب برای مناسب یکقاعدۀ ارائۀ تفکیکبا چندگانه منظمJVپذیر پارامتر طریق از نشانJسازی ،

 [.25]دهیمکهنرخهمگراییجوابازمرتبۀبهینهاستمی

 

 بندی رياضی مسئله فرمول

درنظرگرفتهصورتدیندراینمقاله،مسئلهکوشیوابستهبهمعادلۀهلمهولتزدریکدامنۀنوارینامتناهیب

 :شودمی

(0)

2( , ) ( , ) 0, ( , ) (0, ] ,

(0, ) ( ), ,

(0, ) 0, ,x

u x y u x y x y d

u y y y

u y y





    


 
  


 

=کهدرآن xx yy  ،عملگرلاپلاسدوبعدیr ii    2دهندۀعددموج،نشان = 1i یکه

 <موهومیو 0dاست =درحالت. 0iمسئلۀ حالت(0)، در هلمهولتز، بهمسئلۀکوشیبرایمعادلۀاسکالر

= 0rودرحالت(یامعادلۀیوکاوا)،بهمسئلۀکوشیبرایمعادلۀاصلاحشدۀهلمهولتز= 0بهمسئلۀکوشی

برایمعادلۀلاپلاسمعروفاست )2فرضکنیم. )0 ( )m L گیریشدهباسطحاغتشاشدادۀاندازه> 0

 شرط در 2mصادق L   ‖ باشد‖ . جواب تعیین هدف صورت، این )در ,0)u xکوشی دادۀ بر مبتنی

(0)mفرضکنیم.است(  :شودصورتتعریفمیدینباشدکهب3دهندۀفضایشوارتزنشان(

(2)0( ) ( )   sup | ( ) |  ;  , : {0} ,| m n

x

f C x D f x m n



  
       
  

 

                                                           
1. Shannon wavele 

2. Meyer wavelet 
3. Schwartz space 
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=:کهدرآن
n

n
n

d
D

dx
)دوگانفضایشوارتزرابا. )نامندهایمتعادلمینشاندادهوعناصرآنراتوزیع.

)تبدیلفوریۀتابع )f کهبانمادf̂شودعبارتاستازنمایشدادهمی: 

(3)
1ˆ( ) : ( ) ,
2

i yf f y e dy


  

می توجه ˆکنیمکه ( )f  . یکتوزیعمتعادلمانند تبدیلفوریۀ حالیکه )در )f (0)صورتبه

 :شودتعریفمی

(0)ˆ ˆ, , ,  ( ),f g f g g        

,کهدرآن 0]دراینمقاله،توابعوابستهبهمتغیرهای.دهندۀضربداخلیاستنشان, ]x dوy را

)رابانمادpازمرتبۀ0فضایسوبولف.گیریممیدرنظر )pHشودتعریفمی(5)صورتنمایشدادهوبه: 

(5) 2 2ˆ( ) : ( )   | ( ) | (1 | | ) ,|p pH f f d      

تعریف(2)صورتچنیننرمدراینفضابههم.دهد،درجۀهمواریتوابعرادرفضایسوبولفنشانمیpکهدرآن

 :شودمی

(2)2 2 1/2ˆ: | ( ) | (1 | | ) .( )p
p

Hf f d   ‖ ‖ 

فرضمی )کنیمکهیکجوابیکتا , )u x yمسئلۀ وجودداردکهبهمعنایکلاسیکدرمسئله(0)متناظربا

 :آیددستمیهصورتبدینکاربردنروشتبدیلفوریه،جوابمسئلهدرحوزۀفرکانسبهباب.کندصدقمی

(7)2 2 ˆˆ( , ) cosh( | | ) ( ).u x x k     

2ضریبکهاستذکرلازمبه 2cosh( | | )x k 0)مقادیربرای(7)معادلۀراستطرفدر, ]x dو| | 

درنتیجه،اینضریبیکعاملناپایداریدرمدلفیزیکیمسئلهاستوگاهیاوقات.کندباریرشدمیفاجعهوربهط

)2بنابراینتضمینوجودیکجوابدر.نامندبرایمدلمی2کنندهآنراعاملتقویت )Lوابستهبهمیراییسریع،

ˆ( ) هایمسئلهدرامادرعمل،داده.هایبالااستدرفرکانس= 0xکهبانماد( )m yشوند،نشاندادهمی

چنینهم.آیندوبنابراینبادقتنامحدودیدردسترسنیستنددستمیهگیرییکسیستمفیزیکیببراساساندازه

گیریشدههایدقیقواندازههادارایویژگیمیراییسریعنبودهوازاینرونحوۀمیراییدادهدرحالتکلی،اینداده

 .نددیگرندارشباهتیبههم

توجهبهاین هایاندازهکهدادهبا )2همیشهعناصریدرفضایهیلبرتmگیریشدۀ )Lنتیجه هستند،

ˆهایعنیکهطیففرکانسیایندادهگیریممی (0)mیکاختلالکوچکدردادۀ.،نیزعناصریدراینفضاهستند

(0)0)منجربهیکخطایبسیاربزرگدرجوابمسئلهبرایمقادیر, ]x dشوداینموضوعسببمی.شودمی

سازیوبازسازیجوابمحاسباتی،فرایندشبیهشدتبدرفتارتبدیلشدهوازنقطهنظربهیکمسئلۀبه(0)کهمسئلۀ

.ستاهایفرکانسیبالاکنیمکهبدوضعیمسئلهبهعلتاختلالدرمؤلفهتوجهمی.شودرومیهمسئلهبامشکلروب

منظورپایدارسازیوبازیابیجوابمسائلبدوضعدرنظربه3سازیناممنظمهاییبهبرایغلبهبرچنینمشکلاتی،روش

ها،موجکشانوندرمیانموجک.هااستسازیبااستفادهازموجکهاروشمنظمیکیازاینروش.فتهشدهاستگر

                                                           
1. Schwartz space 

2. Amplified factor 
8) Regularization 
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دویژگیموضعیخوبیدرحوزۀفرکانسدار براییکشاخصثابتبه. تبدیلفوریۀتابعمقیاسدرJعبارتدیگر، ،

JV تابعموجکدر نابودیبهJWو بهجلوگیریاز بنابراینقادر مشترکیهستندو ترتیبدارایمحملفشردۀ

مؤلفه اغتشاشدر برابر هستندجوابدر بالا فرکانسی های یکشاخصمانند. انتخابصحیح با برایJبنابراین

سازیمتناظربامسئلۀموردنظرراتوانیکجوابمنظمشدهتوسطتوابعمقیاسموجکشانون،میزیرفضایتولید

 .کنیممیهایمهمموجکشانونراباجزئیاتبیاندربخشبعدیویژگی.دستآوردهب

  

 آنالیز موجک شانون

سازیبرایحلاستراتژیمنظمعنوانیکموجکاساسیدرطراحییکدراینبخشبهمعرفیموجکشانونبه

 :[22]ستازاتابعمقیاسموجکشانونعبارت.شودمسائلبدوضعپرداختهمی

 

(8)
sin( )

( ) =
x

x
x





 

 :شودنمایشدادهمی(7)صورتوطیففرکانسیتابعمقیاسشانونبه

(7)
1

, | | ,
ˆ( ) = 2

0,      ,

 
  








 

طیفبه موجکعلاوه تابع )فرکانسی )xفضایفرکانسبه در مقیاسشانون تابع با تعریف(01)صورتمتناظر

 :شودمی

(01)
21

, | | 2 ,ˆ ( ) =
2

0,            

i
e



    



  




 

2/بادرنظرگرفتنتابعدوپارامتری
, ( ) = 2 (2 )J J

J k x x k  عملگرهایتصویرمتعامدازفضایهیلبرت،

2( )Lمقیاسفضایبر ,span ( )J J k k
V 


 مقیاسفضایفرکانسیطیفو

 ,span ( )J J k
k

V 


 ترتیببابهJPوˆ
JP2برایهر.شوندنشاندادهمی( (0) )f Lهریکاز،

 :شوندصورتتعریفمیدیناینعملگرهاب

(00), ,( ) , ( ),J J k J k
k

P f x f x 



   

 و

(02) , ,( ) , ( ).J J k J k
k

P f f   



   

می مشاهده سادگی به که )ˆˆشود ) = ( )J JP f P f  . ویژگیمیاکنون از برخی موجکتوان اساسی های

)ˆشودکهنتیجهمی(7)ازتعریف.بیانکرد(0)شانونراازنقطهنظرکاربردیبرایمسئلۀ ) = [ , ]supp   .در

 تواننشاندادکهنتیجهباانجاممحاسباتسادهمی

صورتدرغیراین

صورتدرغیراین.
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(03)
/2 ( )

/2 22
,

2ˆ ˆ( ) ( ) 2 (2 ).
2

J
J i y k

J ik J
J k e y dy e


    




  

    

kبنابراینبرایهر Z، 

(00),( ) = [ 2 , 2 ],J J
J ksupp    

 تواننشاندادکهروشیمشابهمیبه

(05)1 1
,( ) = [ 2 , 2 ] [ 2 , 2 ].J J J J

J ksupp         

ˆتوانعملگرتصویرمی(00)ازرابطۀ
JPهایتوانفرکانسیعنی،می.تلقیکرد0عنوانیکفیلترپایینگذررابه

از حذفکرد2Jبالاتر را ویژگی. نمایشهرعضوفضایهیلبرتیکیاز هایمهمموجکشانونعبارتاستاز
2( )L2عبارتدیگر،برایهربه.هانهایتازموجکصورتیکترکیبخطیبیبه( )f Lنمایشزیربرقرار

 :است

(02) 
, , , ,

( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) , ( ).

J J

J k J k k k
k J k

f x P f x I P f x

f x f x 


   

  

  

        

Jچنینبرایهرهم داریم، 

(07)ˆ( ) = ( ), | | 2 .J
JP f f    

 

 سازی موجک شانون روش منظم

)2کهدرحالتکلیبهفضایهیلبرت(0)هایکوشیرویمرزیعنیدرکاربردهایعملی،داده )Lتعلق

اندازه فیزیکی ابزارهای طریق از تنها میدارند، بهگیری و معمولاًشوند فیزیکی ابزارهای در دقت عدم اینعلت

.استهایکوشیرویمرزبادقتنامحدودغیرممکندرحقیقتسنجشداده.هاآلودهبهاغتشاشهستندگیریاندازه

 :کنندصدقمی(08)هادردسترساستکهدررابطۀبنابراینماتنهاتقریبیازاینداده

(08)2 ,m L   ‖ ‖ 

<کهدرآن 0نشان هایدقیقوتقریبیاستدهندۀسطحاغتشاشداده، هدفاصلیاینبخشبازسازییک.

0pبرایاینمنظور،برایهر.تقریبدقیقازجوابتحلیلیمسئلهاست کنیمکهفرضمی 

(07)( , )0 ,pHu d M‖ ‖ 

<کهدرآن 0Mًنامندبرایجوابمسئلهمی2آنرایککرانپیشینیکثابتبیبعداستومعمولا درواقع.

 .درنظرگرفت(0)برایمسئلۀ3عنوانیکشرطپایدارسازیرابه(07)تواننامساویمی

 :باشد(21)صورتبهJDالبعدفرضکنیدماتریسنامتناهی

(21), , , , ,{( ) } { ( ), ( ) }0 ,0J k k J J k kD           

2/تابعمقیاسشانونوکهدرآن
, ( ) = 2 (2 )J J

J k x x k  .هایاینماتریسسودمندترینویژگی0قضیۀ

 [.27]کندرابیانمی

                                                           
1. Low-pass filter 

2. a-priori bound 
3. Stabilization condition 
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},فرضکنید  .3ۀ قضی }J k k یکپایۀمتعامدبرایفضایمقیاسJVدراین.متناظرباموجکشانونباشد

 :استایزیرهخاصیتدارایJDالبعدصورتماتریسنامتناهی

•, ,( ) = ( )J k J kD D ،

•2J
JD . 

• )فرضکنید )  فشردۀ بازۀ روی پیوسته تابع =:یک [ 2 , 2 ]J J
J    }و }E همۀ گردایۀ

 دراینصورت.باشدJDویژهتصویرهایعملگرهرمیتی

( ) max | ( ) |,
J

JD   ‖ ‖  

)کهدرآن ) = ( )J
J

D dE  
. 

)حال , )J Ju x V متناظربادادۀکوشی(0)عنوانجوابمبتنیبرموجکشانونمسئلۀرابه( ) درنظرگرفته

 :کنیممعرفیمی(20)صورتوبه

(20),( , ) ( ) ( ),J k J k
k

u x y c x y



  

البعدتواننتیجهگرفتکهبردارنامتناهیمی[28]واستفادهازقضیۀطیفی(0)درمسئلۀ(20)گذاریرابطۀباجای

2( ) = cos( )

J

c x x dE  


و,{ ( )} { ( ), ( ) }k J k kk         .دهدنشانمی2لم

البعدازمعادلاتدیفرانسیلعنوانفرمنمایشجوابمبتنیبرموجکشانوندریکسیستمنامتناهیبه(20)کهرابطۀ

)عادیبابردارضرایب )c xکندصدقمی. 

)البعدبردارنامتناهی .3 لم )c xاست(22)البعدمعادلاتدیفرانسیلنامتناهیدستگاهجواب. 

(22)

2( ) = 0, (0, ],

(0) = ,

(0) = 0,

xx J

x

c D c x d

c

c





   





 

 کنیمادعامی.اثبات

2 2= ( )cos( ) .xx
J

c x dE    


    

 دهیمبرایاینمنظورابتدانشانمی

(23) 

2 2cos(( ) ) cos( )

J

x x x
dE

x


   




   

  

2 2sin( )

J

x dE    


    

2 2cos(( ) ) cos( )

J

x x x

x

   




   


  

2 2sin( )x dE       
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2 2cos ( ) cos
sup

( ) ( )
|

J

x x x

x

   




   



‖ ‖  

2 2sin( ) | 0x        

0xوقتیکه .باادامۀهمینروندبرایبردار.شودحاصلمی(23)تساویۀدرنتیجxcتواننتیجهگرفتمی

 که

(20)2 2= ( )cos( ) .xx
J

c x dE    


   

 شودکهمشاهدهمی(257صفحۀ)[30]یا[31]استفادهازقضیۀطیفیازطرفدیگر،با

(25)

2 2 2

2 2

( ) ( ) cos( )

( )cos( )

( )( )
J J

J

JD c dE x dE

x dE

 



     

    

 



   

  

 



 

)2شودنتیجهمی(22)درسیستم(20)و(23)گذاریروابطباجای ) = 0xx Jc D c .چنینبااستفادههم

(0)تواننتیجهگرفتکهسادگیمیازتعریفخانوادۀطیفیبه =c (0)و = 0xc. 

 پايداری جواب موجک شانون .3

 پایداریجوابمسئلۀ بیان اینقسمتبه 0)در نمایشموجکشانونمی( طریقفرم پردازیماز فرضکنید.

( , )Ju x yگیریشدهنمایشجوابموجکشانونمتناظربادادۀکوشیاندازه( )m yعبارتدیگر،به.باشد 

(22)( )
,( , ) ( ) ( ),

m
J kJ k

k

u x y c x y 



  

البعدکهدرآنبردارنامتناهی

( ) 2( ) = cos( )m m

J

c x x dE  


 ,  ,{ ( )} { ( ), ( )0 }0m m
k m J k kk        . 

 .کندپایدارینمایشجوابمبتنیبرموجکشانوننسبتبهاختلالدادۀکوشیرابیانمی3قضیۀ

)فرضکنید(پايداری) .1ۀ قضی ,0)Ju x )و , 0)Ju xسازیمبتنیبرموجکشانونهایمنظمترتیبجواببه

(0)هایکوشیمتناظرباداده باشندm(0)و برقرارباشد(08)علاوهفرضکنیدنامساویبه. دراینصورت.

,0)برایهر ]x d، 

(27)2( , ) ( , ) .0 0J LJu x u x  ‖ ‖

.اثبات )فرضکنید ,0)Ju x )و , 0 )Ju xروابطجوابترتیبنمایشبه با (20)هایمتناظر 22)و باشند( با.

 :وقضیۀطیفیداریم0استفادهازقضیۀپلانچرال

 

                                                           
1. Plancherel theorem 
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(28)

2 2

2

2 2

2

2

( )

2

2

2

( , ) ( ,0) ( ) ( )

( ) cos( )

cos( )

sup cos (0) (0)

(0) (0)

,

| ( )| ( )

J

J

J

m
J LJ

m

m

J m

m

u x u x c x c x

x dE

x dE

x P









   

   

   

 









   

  

  

  

 







‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖


JPیکعملگرتصویراستوهموارهنامساوی  زیرا  ‖ ‖ ‖ .استبرقرار‖

)فرضکنید .3ۀ قضی , )JP u x عملگرتصویرموجکمتناظرباجوابدقیق( ,0)u xدراین.باشد(0)ازمسئلۀ

)صورت ,0)JP u xکندصدقمی(27)دستگاهدر:



 

(27)  

   

 

JPشودکهسادگینتیجهمیاست،به(0)جوابمسئلۀuکهتابعباتوجهبهاین.اثبات uصدق(31)درمسئلۀ

 .کندمی

(31)

2( ) ( ) ( ) 0, ( , ) (0, ] ,

(0, ) ( ), ,

( ) (0, ) 0, .

( )J xx J J yy J J yy J

J J

J x

P u P P u P I P u P u x y d

P u y P y y

P u y y





       



 
  


 

 تواننتیجهگرفتواتحادپارسوالمی(07)بااستفادهازرابطۀ

 

(30)

2 2

2

2

2 2 2
( ) ( )

2 2
( )

2 2
( )

ˆ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( )

ˆ( ) ( )

0.

( )

J

J

J J yy J JL L

J J L

J J L

P I P u P i u P u

P i u P u

P i u P u











  

 

 



‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

 

J:کهدرآن J  .رو،ازاین( , )JP u x yاست(27)جوابمسئلۀ. 

 :درنظرگرفتهشود(32)صورتحالفرضکنیدجوابدقیقمتناظرباتصویرموجکبه

(32),( , ) ( ) ( ),J k J k
k

P u x y a x y



  

آن ),کهدر ) { ( )} { ( , ), ( ) }0 0k k J k ka x a x u x      تواننشاندادکهبردارضرایبراحتیمیبه.

2( ) ( ) 0, ( , ) (0, ] ,

(0, ) ( ), ,

( ) (0, ) 0, .

J xx J J yy J

J J

J x

P u P P u P u x y d

P u y P y y

P u y y
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)البعدنامتناهی )a xکندصدقمی(33)معادلاتدیفرانسیلدستگاهدر. 

(33)

2( ) = 0, (0, ],

(0) = ,

(0) = 0,

xx J

x

a D a x d

a

a





   





 

},کهدرآن ( )} { ( ), ( )0 }0k J k kk       .قضیۀبعدارتباطبینجوابمبتنیبرموجکشانون

 .کندرابیانمی(0)وعملگرتصویرموجکمتناظرباجوابدقیقمسئلۀ

)فرضکنیدکه .3ۀ قضی , )u x yدراینصورت،برایهر.باشد(0)جوابدقیقمسئلۀJ Z،

( , ) = ( , )J JP u x y u x y. 

)تابع.اثبات , ) := ( , ) ( , )J J Jv x y P u x y u x yبنابراین.گیریمرادرنظرمی 

(30)

, ,

,

,

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( )

( ) ( )

J k J k k J k
k k

k k J k
k

k J k
k

v x y a x y c x y

a x c x y

x y

 



 

 





 

 



 





 

kکهدرآنبرایهر ،( ) := ( ) ( )k k kx a x c x .شودکهبردارنتیجهمی(33)و(22)بااستفادهازروابط

)البعدضرایبنامتناهی ) { ( )}k kx x  کندصدقمی(35)معادلاتدیفرانسیلدستگاهدر. 

 

(35)

2( ) 0, (0, ],

(0) 0,

(0) 0,

xx J

x

D x d  





    



 


 

این به مقایسۀ با هادستگاهترتیب (22)ی می(33)و نتیجه )2شود ) = cos( )

J

x x dE   


و

= 0.0درنتیجه ،یعنیJ JP u u. 

 .بیانشدهاست2موجکشانوندرقضیۀوسیلۀبهدرزیرفضایتولیدشده(0)تقریبیازجوابدقیقمسئلۀ

)فرضکنید .3ۀ قضی , )u x yدراینصورت،.باشد(2)متناظرباشرطپایدارسازی(0)جوابدقیقمسئلۀ 

(32)
2 2

2
( ) ( 2 ) 2 2 2( , ) ( , ) 2 (( 2 ) ) .

J

p
x d J

J Lu x P u x e M
 

 


 
    ‖ ‖ 

0pکهدرآن . 

 واتحادپارسوالداریم(07)بااستفادهازرابطۀ.اثبات

(37)

2 2

2

2

2 2

2

2

ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

ˆ( ) (

0 0

0) ( , )

ˆ( ) ( , )0 ,

0

0

J JL L

J J L

J L

u x P u x u x P u x

I P u x

u x









    

 



‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖



 آن در Jکه
نشان بازۀ مشخصۀ تابع ]دهندۀ 2 , )J است . جوابمسئلۀ فرم به توجه 0)با فضای( در
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 تواننوشتفرکانس،می

(38)

2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 1/2

2 2
2 1/2

2 2

( ) | | 2 /2

( ) | |

( ) | | 2 2 /2

ˆ( ,0) ( ,0) | ( ) cosh( | | ) |

cosh( | | )
ˆ( , )

cosh( | | )

sup 2 (1 | | )

sup 2 | |

sup 2 (| | )

( )

( | | )

J

J

J

J

J

J L

x d p

x d p

x d p

u x P u x x d

x
u d d

d

e M

e M

e M

 



 



 



    

 
 

 





 





  



  



  



  






 



 





‖ ‖

2 2( ) ( 2 ) 2 2 /22 (( 2 ) ) .
Jx d J pe M

 
 

   

 

|توجهکنیدکهبرایهر | ،نامساوی 

2 2 2 2( ) | | ( ) | |2 21
cosh( | | )

2

x d x d
e x e

       
    

.برقراراست

کندکهتحتشرطپایدارسازی،نهتنهایکتقریبپایدارودقیقازنتیجۀاصلیاینمقالهاستوبیانمی7قضیۀ

شود،بلکهبهمفهومسازیموجکشانونبرایجوابدقیقمسئلهاستخراجمیلگاریتمیبااستفادهازمنظم-نوعهولدر

لگاریتمی،بهترینکرانخطایممکنبرای-بارتدیگرتقریبهولدرعبه.استاینتقریبازمرتبۀبهینهنیز0تاتنهان

 (.رجوعکنید3.3بهقضیۀ[22])استاستکهبهینهنیز(0)مسئلۀ

شرایط .7ۀ قضی 08)فرضکنید ) 07)و ) 0)برایمسئلۀ باشندبرقرار( منظمبه. پارامتر فرضکنید سازیعلاوه

= ( , )J J Mدرنظرگرفتهشود(37)صورتبه. 

(37)1/ / 2 2
2 2

1 1 1
log ln ln ( ) ,

2
[ ( ( (( ) ( ) )) )]d p dM M

J
d



  

  

0کهدرآن دهندۀجزءصحیحعددحقیقینشانa0دراینصورت،وقتیکه.است تقریبپایدار،

:استبرقرار(01)

(01)2

1 1
( , ) ( , ) 2 ln (1 (1)).( )

x x x
p

d d d
LJ

M
u x u x M o

d

 


 
    ‖ ‖ 

 شودکهسادگیمشاهدمیبه.اثبات

(00)
2 2 2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ,

0 0 0 0 0

0 .0)

0J J JL L LJ

J LJ

u x u x u x P x P u x u x

u x u x





    

 

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖
 

داریم،مذکوردرنامساوی2و3،5گذارینتایجقضایایباجای

                                                           
1. Tautenhahen 
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(02)
2 2

2
( ) ( 2 ) 2 2 /2( , ) ( , ) 2 (( 2 ) ) .

Jx d J p
LJu x u x e M

    
       ‖ ‖

Jگذاریاکنونباجای :داریم(37)ازرابطۀ 

(03)
2 2 1 (1 )

( ) ( 2 ) 1
2 2 ln ,( )

J

x x x
p

x d d d dM
e M M

d

 




 
 



و

(00)

2 2 /2 1/ /

/

/

/

1
(( 2 ) ) ln ln

1 1
ln ln

1

1 1
ln ln

1
ln

1
ln .

1 1
ln ln

( (( ) ( ) ))

( ( ) ( ) )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ( ))

( ) ( )

J p d p d p

p d p

p

p d

p p

p d

M M

d

M M

d d

M M

d d

M

Md
M M d

d d

 
 

 

 




 

  

 







 

 











شودنتیجهمی(02)درنامساوی(00)و(03)گذاریروابطباجای

2

1

/

1

( ,0) ( ,0) 2 ln

1
ln

   
1 1

ln ln

1
2 ln (1 (1)),

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

x x x
p

d d d
LJ

p

p d

x x x
p

d d d

M
u x u x M

M

d
M M

d d

M
M o

d

 


 

 




 



 

 

 



 

‖ ‖



0وقتی .شودحاصلمی(01)نامساویبهاینترتیب.

=درحالت .3ۀ نکت 0pشودکههمگراییجوابمسئلهرابهازایمنجربهتقریبیازنوعهولدرمی(01)نامساوی

=x dنرم 0برایتضمینهمگراییجواببرایهررو،ازاین.کندتضمیننمی2L-در x d کافیاستدر ،

حالت <شرطپایدارسازی، 0pدرنظربگیریم را اینحالتتقریب. شودکهازنظرلگاریتمینامیدهمی(01)در

x=ویژهدربه.ترازتقریبهولدراستسرعتهمگراییبسیارسریع d0،وقتی داریم 

2

1
( , ) ( , ) 2 ln (1 (1)).( ) p

LJ
M

u d u d M o
d





    ‖ ‖  

 .کندکهیکتقریبپایدارودقیقازنوعلگاریتمیاستوهمگراییجوابراتضمینمی

سازیبنابراینباانتخابپارامترمنظم.نامشخصاست(08)،درنامساویMدرعملمعمولاکرانپیشین .3ۀ نکت

Jصورتدینب 

1/ / 2 2
2 2

1 1 1 1 1
log ln ln ( ) ,

2
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 کندبهتقریبپایدارزیرتقلیلپیدامی(01)نامساوی

(05)2

1 1 1
( , ) ( , ) 2 ln (1 (1))0 0 ( )

x x
p

d d
LJu x u x o

d

 


 
  ‖ ‖ 

برایزیراازطریقیکفرآیندبهینهسازی،بهترینکرانخطایممکنچوناینتقریبازلحاظمرتبۀبهینهاست

میهب(0)تقریبجوابمسئلۀ [22]،[25]آیددست بنابراینهیچروشمحاسباتیوجودنداردکهبتوانبا.[27]،

عنوانابزارهایقدرتمندوجدیددرهارابهتوانموجکمیرو،ازاین.ترراارائهکرداستفادهازآنتقریبیبهترودقیق

 .رگرفتحلمسائلمعکوسوبدرفتاردرنظ

 

 سازی محاسباتی پیاده

اینبخشجنبه شودمیسازیموجکشانونبحثهایعددیروشمنظمدر اینبخشبر. تماممحاسباتدر

کنیددنبالۀ،فرضNبرایعددزوج.انجامشدهاستMATHEMATICAافزاراساسنرم
=1

{ ( )}N
i i

yاینمونه

)ازدادۀکوشی )yرویبازۀa y b باشد هایاختلالی،یکاختلالتصادفیازنوعمنظوراستخراجدادهبه.

 :شودهااضافهمیبهداده(02)صورتتوزیعنرمالوبطوریکنواختبه

:= " [ [.],"" [" "]]";m RandomReal NormalDistribution Length   (02)  

"کهدرآن [0]"RandomReal[0,1]مولدیکعددحقیقیتصادفیدربازۀ،" [0]"NormalDistribution

 یکو انحرافمعیار میانگینصفرو "توزیعنرمالبا [" "]"Length طولدنبالۀ
=1

{ ( )}N
i i

yنشانمی .دهدرا

<چنینهم <اغتشاشکلیدادهارابا.گیریشدهاستهایاندازهدهندۀسطحاغتشاشدادهنشان0 0نشان

2صورتدادهوبه ,: m N   ‖  کنیمکهدرآنتعریفمی‖

2
2

,
1

1
: ( ( )) .

N

iN
i

v v x
N



 ‖ ‖  

)متناظربادادۀاختلالی(22)،نمایشجوابموجکشانون0بااستفادهازبخش )m باانتخاب(0)برایمسئلۀ

 شودسازیزیردرنظرگرفتهمیپارامترمنظم

 1/ / 2 2
2 2

1 1 1 1 1
log ln ln ( ) ,

2
[ ( ( (( ) ( ) )) )]d p dJ

d



  

   

=برای .33 مثال 0i1=وdصورتدین،مسئلۀکوشیوابستهبهمعادلۀاسکالرهلمهولتزراروینوارنامتناهیب

 درنظربگیرید

(07)

2( , ) ( , ) 0, 0 1, ,

(0, ) ( ), ,

(0, ) 0, .

r

A

x

u x y u x y x y

u y y y

u y y





     


 
  


 

=تابعمشخصۀبازۀA(0)کهدرآن [ , ]
4 4

A
 

تابع.است( , ) = cos( ) ( )r Au x y x y جوابتحلیلی

=هاییدرنقاطباناپیوستگیمذکورمسئلۀ
4

y


هایدادۀکوشیبهجوابتحلیلیمسئلهتزریقناپیوستگی.است

قادربهتعیینازنقطهنظرعملی،تنها.دشومیشدهوبنابراینفرایندبازسازیجوابدرنقاطناپیوستهبامشکلروبرو
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گیریدادۀعبارتدیگر،برایاینمسئلهتنهاقادربهاندازهبه.میدانتشعشعیرویقسمتیازدامنۀموردنظرهستیم

)کوشی )A yدرنقطۀ= 0xتشعشعیکهچگونهمیدانهدفازحلمسئلهعبارتاستازاینرو،ازاین.هستیم

0گیریشدهبرایتمامنقاطهایاندازهکلراازطریقداده < 1x را(07)برایاینمنظور،مسئله.بازیابیکنیم

=و15r=برایعددموج 0.8xترتیبجوابتحلیلیوبه(ب)و(الف)،تصویرهای0درشکل.کنیممیارزیابی

نشانمیشدهبدونروشمنظمجواببازسازی دهندسازیرا می. ازدادهمشاهده هایشودکهجواببازسازیشده

=اختلالیباسطحاغتشاش ]سازیداراینوساناتیبادامنۀبدونطرحمنظم0.001 3000,3000]استکه

سازیبرایبازسازیهاییبناممنظمبنابراینبایدازروش.هایفرکانسیبالادرجوابمسئلهاستیرمولفهعلتتأثبه

شود استفاده مسئله جواب جواب. و تحلیلی جواب منظممقایسۀ اغتشاشهای سطوح با متناظر شده سازی

= نمایش(د)تا(پ)هایانجامشدهونتایجازطریقتصویر5Vتا2Vدرزیرفضاهایمقیاس0.001,0.01,0.1

دادهشدهاست اینتصاویرنتیجهمی. دقتجوابمنظمگیریمهرچهسطحاغتشاشکوچکاز سازیشدهترباشد،

استبیش تر بینجواب. زیرفضاهایمقیاسهایمنظماز در 2Vسازیشده جواب5Vتا در، بازسازیشده های

بزرگدرنظرگرفتهشود،اختلالموجودJسازیدرحقیقت،اگرپارامترمنظم.دارندتریدقتبیش2Vزیرفضای

هایفرکانسیمیرانشدهوبنابراینشدتتقویتمؤلفهJPعملگرتصویروسیلۀبهبهاندازۀکافیmدردادۀکوشی

 .شودمیسازیمنجربهکاهشدقتجوابمنظمmˆبالادر

 جواب تحلیلی (الف جواب بدون منظم سازی(ب

 

  p=2(پ  p=25(ت

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

37
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-1

2-
04

 ]
 

                            13 / 18

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.371
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2908-en.html


هایریاضیپژوهش0011تابستان،2،شماره7جلد133
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 

  p=50(ج p=100( د

سازی در زيرفضاهای مختلف های منظم مقايسۀ جواب تحلیلی و جواب .3 شکل



 جواب تحلیلی(الف سازی جواب بدون منظم(ب
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 تلفسازی در زيرفضاهای مخ های منظم تحلیلی و جواب  مقايسۀ جواب .3شکل

=برایعددموج .33 مثال 501=وdمتناظربادادۀکوشی(0)،مسئلۀکوشی 

(08)

2

2 2
exp( ), | |< ,

( ) =

0, | | ,

y
y y

y




 





 




 

بگیرید نظر در را )چون. )بهفضای بنابراینطیففرکانسیآننیز ،( تعلقدارد( برایمحاسبۀ.

( , )u x yتوانازتبدیلفوریۀمعکوسبرایدامنۀمتناهیمی[ , ] استفادهکردصورتدینب: 

1
ˆ( , ) = ( ) ,

2

i yu x y e d
 

  

   

چون.استتفاوتاینمثالبامثالقبلدرایناستکهدادۀکوشیدراینمسئلهیکتابعهمواربامحملفشرده

توانمیرو،ازاینهایتوابعمقیاسموجکشانونتوابعیهموارودارایطیففرکانسیبامحملفشردههستند،پایه

سازیشدهازدادۀکوشیهایمنظمفتارجوابتحلیلیوجوابنحوۀر.تریتقریبزدهایهمواررابادقتبیشداده

شود،نتیجهمی(ب)باتوجهبهتصویرقسمت.نمایشدادهشدهاست2ازایسطوحمختلفاغتشاشدرشکلبه

=کهتأثیرتصادفیاغتشاشدردادۀکوشیبامقدار ]،منجربهخطایینوسانیبادامنۀ0.001 4000,6000]

سازیشدهاستوفرایندبازیابیجوابتحلیلیمسئلهرابادرجوابتحلیلیمسئلهبدوندرنظرگرفتنطرحمنظم

کندمشکلمواجههمی ازروشمنظم. استفاده تصویرهایبا (پ)سازیموجکشانون، د)تا ازیسهایمنظمجواب(

به را زیرفضاهایمقیاسمسئله 3Vازایسطوحمختلفاغتشاشدر 6Vتا نقطۀ =در 0.5xدهندنمایشمی.

=ترتیببااعمالشرطپایدارسازیمتناظربادرجۀهمواریبه(د)تا(پ)هریکازتصویرهای 2,50,80,190pدر

سازیشدهباروشموجکشانوندرزیرفضایشودکهجوابمنظممشاهدهمی.انداستخراجشدهpHفضایسوبولف

3Vنسبتبهبقیه ددارتریبیشدقت، 4Vسازیشدهدرزیرفضاهایهایمنظماگرچهجواب. کاهش6Vتا با ،

وشتهتریدادقتبیش3Vسطحاغتشاشازدقتقابلقبولیبرخوردارهستند،اماجواباستخراجشدهدرزیرفضای

 .عنوانزیرفضایبهینهدرنظرگرفتتوانآنرابهمی

 

 گیری نتیجه

دراینمقاله،یکمسئلۀمعکوسوبدرفتارمتناظربامسئلۀکوشیبرایمعادلۀهلمهولتزدریکنوارنامتناهیدر
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نظرگرفتهشد ازروشمنظم. استفاده ازنوعهولدربا پایدار یکتخمینبهینهو لگاریتمیاز-سازیموجکشانون،

طریقاعمالشرطپایدارسازیبرایمسئلهاستخراجشد <ازایدهدکهبهآنالیزروشپیشنهادینشانمی. 0p،

منظوربازیابیجوابدرترینسبتبهتخمیننوعهولدربهتخمیننوعلگاریتمیازسرعتهمگراییبهمراتببیش

x=نقطه dسازیموجکشانون،ازنقطهنظرمحاسباتی،برایتأییدعملکردوکاراییروشمنظم.برخورداراست

هاستهاییارائهشدمثال ازتواننتیجهگرفتکهموجکهایارائهشدهوآنالیزکیفیروش،میباتوجهبهمثال. ها

سازیبرخوردارندهایمنظمعملکردخوبودقیقیدرطراحیروش میهب. منظورحلردۀتوانبهعلاوهاینروشرا

هذلولویبهگسترده سهمویو نوع از نسبی معادلاتدیفرانسیل با درگیر بدرفتار مسائلمعکوسو از بردای .کار

رودرزمان،مسئلۀرسانشحرارتیمعکوسدرمکان،مسائلتوانمسائلانتشارحرارتمعکوسپسعنوانمثالمیبه

اینمسائلاز.بررسیکردسازیموجکشانونهایمنظممعکوسدرگیربامعادلۀموجشرودینگروغیرهراباروش

هوبررسیوتحلیلآنهانیازمندتحقیقاتنظریدرآینداستنقطهنظرریاضیفیزک،مسائلیجذابوچالشبرانگیز

 .است
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