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‌جاگر عملگرهای ضربی در فضاهای برگمن روی چندقرصی توصیف جابه
‌

 علی‌آبکار

‌‌گروه‌ریاضی‌محض،علوم‌پایه‌ۀدانشکد‌،(ره)المللی‌امام‌خمینی‌‌دانشگاه‌بین

‌12/17/78پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌22/11/77دریافت‌‌‌

 چکیده
جاگر‌یک‌عملگر‌ضربی‌خاص‌روی‌فضای‌برگمن‌وزن‌دار‌در‌چندقرصی‌مختلط‌ارایه‌‌توصیفی‌از‌جابه در‌این‌مقاله 

‌دهیم‌می ‌در‌قرص‌یکه‌صفحه‌مختلط‌به‌حالت‌چندمتغیره‌‌ترتیب‌به‌تعمیم‌حکم‌مشابهی‌از‌فضای‌برگمن‌وزن‌بدین. دار

 .یابیم‌مختلط‌دست‌می

 چندقرصی‌مختلط.‌جاگر‌عملگر‌جابه.‌عملگر‌ضربی.‌وزن‌دار‌فضای‌برگمن: کلیدی های واژه

 47B38, 46E20 , 30H20, 32A36: بندی موضوعی رده

 

 مقدمه
یک‌عمگر‌‌‌  فرض‌کنیم.‌عملگرهای‌خطی‌کراندار‌است‌1جاگر‌جابهنظریه‌عملگرها‌تعیین‌و‌توصیف‌‌یکی‌از‌مباحث

‌بر‌فضای‌باناخ‌ ‌باشد‌ خطی‌کراندار ‌از‌جابه. عبارت‌است‌از‌مجموعه‌همه‌عملگرهای‌خطی‌کراندار‌‌ جاگر‌‌منظور

‌جا‌می‌شوند‌یعنی‌جابه‌ که‌با‌‌‌‌ چون‌

                     
‌.است‌ عملگرهای‌خطی‌کراندار‌بر‌‌ۀفضای‌هم‌    که‌در‌آن‌

‌ ‌صفحه‌مختلط‌و‌ فرض‌کنیم ‌در ‌باز ‌‌  یک‌فضای‌تابعی‌باناخ‌رویِ‌  قرص‌یکه شرایط‌صدق‌این‌باشد‌که‌در

‌:‌کند‌می

 یک‌زیرفضای‌برداری‌فضای‌تابع‌های‌تحلیلی‌بر‌قرص‌یکه‌باز‌است،‌  .1

 کراندار‌است،‌ ،‌بر‌‌   ،‌به‌ازای‌هر‌       تابعک‌خطی‌مقداریابی‌ .2

 ،    گاه‌‌،آن   اگر‌ .3

‌.        وجود‌دارد‌که‌‌‌   گاه‌تابع‌‌،‌آن      و‌‌   اگر‌ .0

.‌[7]‌کراندار‌است‌ بر‌‌    توان‌نشان‌داد‌که‌عملگر‌ضربی‌‌با‌استفاده‌از‌سه‌شرط‌اول‌و‌قضیه‌نمودار‌بسته‌می

‌‌  گر‌‌را‌یک‌ضرب‌ مقدار‌-تابع‌مختلط.‌کند‌یک‌فضای‌تابعی‌باناخ‌باشد‌که‌در‌شرایط‌بالا‌صدق‌می‌ فرض‌کنید‌

.‌نیز‌تحلیلی‌است‌ اند،‌پس‌‌تحلیلی‌  و‌‌ های‌‌،‌تابع   ‌ازای‌هر‌توجه‌کنید‌که‌چون‌به.‌    نامند‌اگر‌

‌:شود‌که‌تبدیل‌خطی‌زیر‌کراندار‌است‌نمودار‌بسته‌ثابت‌می‌ۀگر‌باشد،‌با‌استفاده‌از‌قضی‌یک‌ضرب‌ اگر‌

                        
‌نامندهر‌چنین‌عملگری‌را‌یک‌عملگر‌ضربی‌می ‌‌ گرهای‌‌ضرب‌ۀمجموعه‌هم. ‌با ‌مشهور.‌دهند‌نشان‌می‌    را

‌‌باز‌های‌تحلیلی‌کراندار‌بر‌قرص‌یکه‌فضای‌تابع‌     که‌در‌آن‌‌          که.(‌ملاحظه‌شود[‌7)]‌است

                                                           
‌‌‌‌‌‌‌abkar@sci.ikiu.ac.irنویسنده مسئول*

1. Commutant 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌گاه‌‌،‌آن   ها‌است،‌و‌اگر‌‌ای‌شامل‌همه‌چندجمله‌    توجه‌کنید‌که‌.‌است

              
،‌کنیم‌میو‌توجه‌خود‌را‌منحصرا‌به‌فضای‌برگمن‌معطوف‌‌نداریمسروکار‌‌ ‌ماننددر‌این‌مقاله‌با‌فضاهای‌مجرد‌

فضاهای‌تابعی‌باناخ،‌‌مانندتری‌‌توان‌به‌فضاهای‌کلی‌در‌واقع‌هدف‌از‌بیان‌مفاهیم‌بالا‌آن‌است‌که‌نتایج‌این‌مقاله‌را‌می

‌.است[‌7]مطالب‌بالا‌برگرفته‌از‌.‌ویژه‌به‌فضاهای‌تابعی‌هیلبرت‌تعمیم‌داد‌و‌به

فضای‌متشکل‌از‌همه‌تابع‌های‌‌فضای‌برگمن‌روی‌قرص‌یکه‌باز‌است،‌یعنی    که‌کنیم‌میاز‌این‌به‌بعد‌فرض‌

‌که‌طوری‌روی‌قرص‌یکه‌باز‌به f  تحلیلی‌

             
 

   

‌ ‌آن ‌در       که
 

 
     ‌ ‌انداز‌ ‌استۀ ‌قرص‌یکه ‌در ‌شده ‌نرمال ‌مساحتی ‌تابع. ‌برگمن‌‌ fنرم ‌فضای در

‌:شودتعریف‌میصورت‌‌دینب

                   
 

 

‌که‌با‌ضرب‌داخلی‌‌دهیم‌مینشان‌‌     فضای‌برگمن‌را‌با‌نماد‌‌

                      
 

 

‌.یک‌فضای‌هیلبرت‌است(‌‌     عنوان‌زیرفضایی‌بسته‌از‌‌به)

ای‌از‌‌این‌حکم‌نتیجه.‌کراندار‌استهای‌مهم‌فضای‌برگمن‌آن‌است‌که‌عملگر‌خطی‌مقداریابی‌بر‌آن‌‌یکی‌از‌ویژگی

از‌‌ ازای‌هر‌زیرمجموعه‌فشرده‌‌به(:‌ملاحظه‌شود‌2صفحه‌‌[6]‌،‌یا‌6ۀصفح[‌2]برای‌اثبات‌)نابرابری‌مهم‌زیر‌است‌

‌:‌داریم‌   ازای‌هر‌‌وجود‌دارد‌که‌به‌  قرص‌یکه،‌‌عدد‌ثابت‌
                                                                              (1)  

‌از ‌استفاده ‌بسته‌ۀقضی‌با ‌‌می‌1نمودار ‌که ‌داد ‌نشان ‌است‌  توان ‌کراندار ‌عملگری ‌برگمن ‌فضای ‌بر فرض‌کنید‌:

‌نرم‌‌      ‌است‌     ای‌از‌عناصر‌‌دنباله‌  )در )‌ ‌     و ازای‌هر‌‌شود‌که‌به‌نتیجه‌می‌(1)‌اکنون‌از.

‌:داریم‌   ازای‌هر‌‌وجود‌دارد‌که‌به‌  از‌قرص‌یکه،‌عدد‌ثابت‌‌ فشرده‌‌ۀزیرمجموع
                       

‌:داریم‌   ازای‌هر‌‌ویژه‌به‌،‌‌به( طور‌یکنواخت‌روی‌‌به)‌          بنابراین‌

                    
شود‌‌ای‌نتیجه‌می‌اکنون‌از‌یکتایی‌حد‌نقطه.‌               و‌در‌نتیجه‌(‌در‌نرم)‌‌     از‌طرف‌دیگر،‌

‌روشن‌است‌که‌.‌کراندار‌است‌  بنابراین‌.‌    که‌

                             
‌.(150ص‌‌[3)]‌توان‌نشان‌داد‌که‌برابری‌برقرار‌استواقع،‌میبه

ضربی‌مفروض‌روی‌فضای‌برگمن‌چگونه‌جاگر‌یک‌عملگر‌‌اکنون‌پرسش‌این‌است‌که‌شکل‌کلی‌عضوی‌از‌جابه

‌است؟

‌پیچیدگی ‌با ‌کلی ‌حالت ‌پرسش‌در ‌این ‌به ‌ضرب‌پاسخ ‌تابع ‌که ‌حالتی ‌در ‌ولی ‌است ‌همراه ‌شکل‌‌هایی ‌به گر

ترین‌حالت‌آن‌‌ساده(.‌ملاحظه‌شود[‌11]،‌[8]،‌[0]،‌[1)]‌های‌ملموسی‌صورت‌گرفته‌است‌ای‌باشد‌پیشرفت‌جمله‌تک

‌ ‌فرض‌کنیم ‌است‌تابع‌      است‌که ‌همانی .‌ ‌اگر ‌است‌که ‌باشد،‌‌فضای‌برگمن‌ مشهور روی‌قرص‌یکه
                                                           
1. Closed Graph Theorem 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌3چندقرصیتوصیف‌جابه‌جاگر‌عملگرهای‌ضربی‌در‌فضاهای‌برگمن‌روی‌

[‌8])یک‌تابع‌تحلیلی‌کراندار‌است‌‌  است‌که‌در‌آن‌   صورت‌برابر‌رده‌عملگرهایی‌به‌    جاگر‌عملگر‌ضربی‌جابه

روی‌‌     یک‌یکریختی‌طولپای‌از‌‌    در‌واقع،‌نگاشت‌(.‌‌153ۀ،‌صفح(آ)‌10-‌27ۀقضی‌[3]‌یا‌‌6لم‌

     
‌(.153ص‌‌[3)]‌است‌ 

برای‌فضای‌‌‌1ژو.‌ک‌وسیلۀ‌بهله‌نخست‌ئاین‌مس.‌است‌‌        گیریم‌که‌‌در‌گام‌بعدی‌حالتی‌را‌در‌نظر‌می

‌بررسی‌شد‌[1]‌دار‌در‌برای‌فضای‌برگمن‌وزن‌و‌سپس‌[11]برگمن‌استاندارد‌در له‌را‌ئدر‌این‌مقاله‌قصد‌داریم‌مس.

‌.بررسی‌کنیم‌2دار‌روی‌چندقرصی‌فضای‌برگمن‌وزنبرای‌عملگر‌مشابه‌در‌

 

 دار فضای برگمن وزن
‌به‌تابع‌.‌       فرض‌کنید‌

                    
‌ۀدار‌عبارت‌است‌از‌فضای‌متشکل‌از‌همفضای‌برگمن‌وزن.‌‌گویندوزن‌استاندارد‌فضای‌برگمن‌در‌قرص‌یکه‌باز‌می

‌که‌طوری‌باز‌به‌روی‌قرص‌یکه f  های‌تحلیلی‌‌تابع

                 
 

   

      که‌در‌‌آن‌
 

 
در‌‌فضای‌برگمن‌‌‌ fنرم‌تابع.‌‌باز‌است‌اندازه‌مساحتی‌نرمال‌شده‌در‌قرص‌یکه‌‌     

‌:شود‌تعریف‌میصورت‌‌دیندار‌‌ب‌وزن

                                 
 

 

  دار‌که‌آن‌را‌با‌‌‌توان‌نشان‌داد‌که‌فضای‌برگمن‌وزن‌راحتی‌میبه
دهند‌یک‌فضای‌هیلبرت‌است‌که‌‌نشان‌می‌    

‌:تعریف‌می‌شودصورت‌‌دیندر‌آن‌ضرب‌داخلی‌ب

                                          
 

 

‌:یمکن‌های‌گاما‌و‌بتا‌را‌یادآوری‌بین‌تابع‌ۀرابط ها‌در‌این‌فضا‌لازم‌استبرای‌محاسبه‌نرم‌تابع

                
 

 

                 

                       
 

 

                      

       
        

      
  

‌شود‌که‌ای‌معلوم‌می‌با‌محاسبه:‌‌دار‌مبادرت‌کرد‌نرم‌در‌فضای‌برگمن‌وزن‌ۀسبتوان‌‌برای‌محاحال‌می

                                                       
 

 

  

                               
 

 

      
            

        
 

                                                           
1. Kehe Zhu 
2. polydisk 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
        

        
  

         در‌نتیجه‌اگر‌
  

‌:داریمگاه‌‌آن‌   

      
        

        
    

  

 

   

 

‌‌صورت‌شود‌که‌بردارهایی‌بهاز‌بحث‌بالا‌نتیجه‌می

       
        

        
 

   

                     

گاه‌نرم‌‌‌آن‌            اگرزیرا‌)دهند‌دار‌تشکیل‌مییکامتعامد‌برای‌فضای‌برگمن‌وزن ۀیک‌پای 
 

   
برابر‌‌‌  

‌‌ۀضمنا‌تعامد‌این‌بردارها‌هم‌از‌محاسبات‌بالا‌و‌رابط.‌است‌  

             
  

 

             

‌شود‌‌0ۀصفح‌[6])بدیهی‌است‌ ‌می‌(ملاحظه ‌یکامتعامد، ‌بودن‌پایه ‌معلوم ‌فضا‌با ‌بازمولد‌هر ی‌هیلبرت‌توان‌هسته

دار‌عبارت‌است‌‌در‌واقع،‌‌هسته‌بازمولد‌فضای‌برگمن‌وزن‌(.‌11ۀصفح‌[5])های‌تحلیلی‌را‌حساب‌کرد‌‌متشکل‌از‌تابع

‌از

                        

 

   

 

                                
        

        

 

   

       

             
 

           
  

‌[6]‌و‌[5]‌به‌میتوانندمند‌‌،‌خواننده‌علاقهتر‌در‌مورد‌این‌فضاهای‌برگمن‌و‌مطالب‌مفید‌دیگر‌بیش‌بررسیبرای‌

‌.کنند‌مراجعه

کنیم‌که‌هر‌‌یادآوری‌می‌‌       که‌در‌آن‌‌  جاگر‌عملگر‌‌برای‌بیان‌نتیجه‌اصلی‌این‌مقاله‌در‌مورد‌جابه

‌صورت‌توان‌به‌دار‌را‌می‌تابع‌از‌فضای‌برگمن‌وزن

                 
‌نوشت‌که‌در‌آن‌

      
          

 
 

‌تابعی‌زوج‌و‌

      
          

 
 

‌.تابعی‌فرد‌است

    و‌کراندار‌ خطی عملگر [.11]، [1] .1ۀ قضی
       

شود‌اگر‌و‌فقط‌‌جا‌می‌جابه‌   با‌عملگر‌ضربی‌‌    

‌که‌طوری‌موجود‌باشند‌به‌    های‌تحلیلی‌کراندار‌‌اگر‌تابع

         
   

 
                     . 
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 فضای برگمن روی چندقرصی
‌ ‌ضربی‌روی‌فضای‌برگمن‌وزن‌بررسیحال‌به ‌چندقرصی‌می‌عملگر ‌در ‌به‌‌.پردازیم‌دار ‌نتایج‌قبل‌را ‌داریم قصد

فرض‌کنید‌.‌کنیم‌برای‌این‌منظور‌از‌تعریف‌چندقرصی‌آغاز‌می‌.دهیم‌دار‌روی‌چندقرصی‌تعمیم‌فضاهای‌برگمن‌وزن

‌:هیمد‌قرار‌می.‌باز‌در‌صفحه‌مختلط‌باشد‌قرص‌یکه‌ۀدهند‌نشان‌ 

           
                             

‌  ‌ۀمجموع ‌چندقرصی‌می‌ ‌نامند‌را .‌فضای‌همه‌تابع‌های‌تمامریخت‌بر‌چندقرصی‌باشد‌       فرض‌کنید‌.

‌دار‌روی‌چندقرصی‌عبارت‌است‌از‌فضای‌برگمن‌وزن

  
                          

‌که‌در‌آن

                        
‌ ازای‌هر‌و‌به

        
     

 
       

            

‌بنابراین‌تابع‌چند‌متغیره
                    

  به‌فضای‌برگمن‌
‌تعلق‌دارد‌اگر‌‌     

                  
                   

 

 

‌کنیم‌تعریف‌میصورت‌‌دینرا‌ب‌‌ ‌1حال‌چنداندیسی

            
‌برای‌.یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌است‌‌  ‌‌که‌در‌آن‌‌هر

               
‌کنیمتعریف‌می

     
     

    

‌(یک‌عدد‌صحیح‌نامنفی‌است‌  توجه‌کنید‌که‌هر‌)دهیم‌مشابه‌حالت‌یک‌متغیره‌‌قرار‌می

   
  

       
     

        

        
 

   

  

‌شود‌که‌مجموعه‌‌معلوم‌می(‌.ملاحظه‌شود‌[8])با‌این‌نمادگذاری‌

    یک  چنداندیسی است     

‌           ‌و‌           ‌کنید‌فرض‌:است‌چندقرصی‌روی‌دار‌وزن‌برگمن‌فضای‌برای‌یکامتعامد‌ای‌پایه

‌چنداندیسی ‌نامنفی‌عدد‌پس‌.باشند‌متمایز‌دو عامل‌‌بنابراین‌.     ‌که‌دارد‌وجود‌     ‌صحیح

   
     

‌برابر‌صفر‌است‌       ضرب‌داخلی‌‌در‌حاصل‌    ‌به. علاوه‌اگر‌‌یکه‌بودن‌این‌بردارها‌هم‌بدیهی‌است،

ها‌  ‌مجموعه‌متشکل‌از‌تمام‌‌شوند،‌یعنی‌ی‌تیلور‌آن‌صفر‌میاین‌بردارها‌عمود‌باشد،‌تمام‌ضرایب‌سر‌ۀتابعی‌بر‌هم

‌.ای‌یکامتعامد‌و‌ماکسیمال‌است‌چنداندیسی‌دلخواه‌است،‌مجموعه‌ که‌در‌آن‌

‌تابع‌هسته‌برگمن‌متناظر‌با‌نقاط‌

                        
                                                           
1. Multi-index 
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‌از‌چندقرصی‌عبارت‌است‌از

       
 

        
   

 

   
 

                               
    رو‌‌برای‌هر‌تابع‌‌از‌این

‌داریم‌            و‌هر‌نقطه‌‌‌     

            

                                              
  

 

 

 عملگر ضربی روی چندقرصی
‌عملگر‌ضربی‌خواهیم‌اکنون‌می

   
    

        
      

‌کنیم‌بررسیزیر‌را‌‌ۀبا‌ضابط

             
             

‌خواهیم‌عملگر‌‌می‌‌  پس‌با‌ثابت‌نگه‌داشتن‌متغیر‌دوم‌یعنی‌.‌   که‌‌کنیم‌میتر‌شده‌موضوع‌فرض‌‌برای‌ساده

   
    

        
      

‌‌ۀبا‌ضابط

           
          

‌روشن‌است‌که‌برای‌تابع‌یک‌متغیره.‌کنیم‌بررسیرا‌
               

‌داریم

                                                 
‌که‌در‌آن‌‌‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌          
                  

 
          

‌و

          
                  

 
        

‌.های‌زوج‌و‌فرد‌بر‌حسب‌متغیر‌اول‌استبه‌تابع‌ تجزیه‌

    که‌عملگر‌‌کنیم‌میثابت‌
        

‌با‌عملگر‌ضربی‌‌     

   
    

        
      

‌‌مانندهایی‌‌شود‌اگر‌‌و‌فقط‌اگر‌تابع‌جا‌می‌جابه

                     

‌کهطوریموجود‌باشند‌به‌‌      در‌فضای‌

                             
                  

  
  

‌زیرا‌اگر‌قرار‌دهیم.‌کندچیزی‌از‌کلیت‌حکم‌کم‌نمی‌   فرض‌.‌تبصره  

             
‌‌داریمگاه‌‌آن
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‌عملگر‌‌بررسی‌ضمناً.‌در‌بحت‌ما‌ثابت‌است‌‌  که‌در‌آن‌

             
            

‌.کند‌ثابت‌نیز‌چیزی‌از‌کلیت‌حکم‌کم‌نمی‌  برای

‌.کنیم‌آغاز‌می‌2ۀ‌برای‌نیل‌به‌هدف‌‌اصلی‌این‌مقاله‌با‌قضی

‌در‌این‌صورت‌عملگر.‌باشند‌   دار‌در‌چندقرصی‌‌هایی‌تحلیلی‌و‌کران‌تابع‌     فرض‌کنید‌‌.‌‌2ۀ قضی

    
        

      
‌‌ۀبا‌ضابط

        
    
  

                     

‌.کراندار‌است

‌و تابع‌هایی‌کراندارند‌‌      چون.  برهان

              
‌که‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌   پس‌برای‌اثبات‌حکم‌کافی‌است‌نشان‌دهیم‌‌عدد‌

              
    این‌منظور‌فرض‌کنید‌‌برای‌

‌دارای‌نمایش‌سری‌توانی‌‌‌      

                
   

 
 

     
 

 بنابراین‌داریم .باشد

      
           

                
      

  

     
 

 داریم‌          برای‌نرم‌تابع‌‌‌و‌مشابهاً

     
   

               

                
       

 
 

     
 

‌داریم‌     چون‌

  
 

   
     

‌و‌یا‌

                  
‌در‌نتیجه‌داریم

        

        
             

‌ارز‌است‌با‌اما‌این‌هم
 

             
 

   

        
  

‌شود‌کهاز‌این‌نابرابری‌نتیجه‌می

           

                     
      

 
 

               

                
      

 
 

‌جا‌و‌از‌آن
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌اکنون‌فرض‌کنید

          
‌و‌قرار‌دهید

         
        

  
  

  کنیم‌که‌که‌فضای‌برگمن‌یادآوری‌می‌‌
‌گاه‌تابع‌آن‌‌      ویژگی‌تقسیم‌دارد‌یعنی‌اگر‌‌‌    

     
    

   
 

  ‌به
را‌در‌نظر‌گرفته‌و‌با‌توجه‌به‌‌              حال‌تابع‌یک‌متغیره‌(.‌108،‌ص‌[3])‌تعلق‌دارد‌‌    

به‌‌        شود‌که‌‌از‌بحث‌بالا‌نتیجه‌می.‌‌بریم‌کار‌می‌به‌ ،‌ویژگی‌تقسیم‌را‌برای‌‌تابع‌‌‌      این‌که‌

  فضای‌برگمن‌
‌تعلق‌دارد‌و‌     

         
 
        

‌ویژه،به‌

             
 
      

‌.رسد‌ه‌به‌اتمام‌میترتیب‌اثبات‌قضی‌بدین.‌‌که‌همان‌حکم‌مورد‌نظر‌است

‌.فراهم‌است‌3ۀ‌اکنون‌مقدمات‌لازم‌برای‌اثبات‌قضی

‌فرض‌کنید‌.‌3ۀ قضی

    
         

       
‌با‌عملگر‌ضربی‌‌ در‌این‌صورت‌.‌یک‌عملگر‌خطی‌و‌کراندار‌باشد

                
          

‌های‌تحلیلی‌و‌کراندار‌شود‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌تابعجا‌‌میجابه

                           
‌کهطورییافت‌شوند‌به‌   در‌چندقرصی‌

        
     
  

 

‌.های‌زوج‌و‌فرد‌است‌به‌تابع‌ ‌تجزیه‌       که‌در‌آن‌

‌زیرا‌شود‌میجا‌‌جابه‌ گاه‌با‌‌دارای‌نمایشی‌به‌شکل‌بالا‌باشد‌آن‌ اگر‌.  برهان

                
     

      
     

     
           

   
       

    
  

   

        
‌برای‌اثبات‌طرف‌دیگر‌حکم‌فرض‌کنیم‌

                         
‌دانیم‌که‌با‌ثابت‌نگه‌داشتن‌متغیر‌دوم‌می
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سری‌ماکلورن‌آن‌‌رو،‌از‌اینبرابر‌صفر‌است‌و‌‌     در‌‌‌   تابعی‌تحلیلی‌در‌چندقرصی‌است‌زیرا‌مقدار‌تابع‌فرد‌

های‌‌ریشه‌     علاوه‌فرض‌کنید‌‌به.‌باشد‌عددی‌مختلط‌و‌مخالف‌صفر  ‌حال‌فرض‌کنید.‌جمله‌ثابت‌است‌بدون

      عملگر‌الحاقی‌‌ۀهست‌بع‌یک‌متغیره‌ثابت‌شد،که‌برای‌توا‌[1]‌از‌‌2-2با‌توجه‌به‌لم‌.‌باشند‌    ‌ۀمعادل
 ‌

      عملگر‌الحاقی‌‌ۀعضوی‌از‌هست‌          تابع بنابراین‌اگر.  آید‌پدید‌می‌   و‌‌  بردارهای‌وسیلۀ‌‌به
 

 ‌‌‌

‌توان‌نوشت‌گاه‌می‌باشد‌آن

                                       
‌داریم‌ در‌نتیجه‌برای‌عدد‌ناصفر‌

                                    
  با‌توجه‌به‌ویژگی‌بازتولیدکنندگی‌تابع‌هسته‌برگمن‌در‌فضای‌

‌داریم‌‌    

                      
 

        

را‌‌        ،‌‌تابع‌یک‌متغیره‌‌‌ ای‌ج‌به)برابری‌بالا‌داریم‌‌زگاه‌با‌استفاده‌ا‌ناصفر‌باشد‌آن‌  ثابت‌و‌‌  پس‌اگر‌‌

‌(گیریم‌در‌نظر‌می
                                    

      

                                     
                                     

‌داریمنسبت‌به‌متغیر‌اول‌زوج‌باشد‌پس‌‌        اکنون‌فرض‌کنید‌

                                       
‌گاه‌‌نسبت‌به‌متغیر‌اول‌فرد‌باشد‌آن‌‌        همین‌طور‌اگر‌

                                        
‌کنیم‌های‌ناصفر‌تعریف‌می‌  اکنون‌برای‌

                             
‌و‌همین‌طور

                                  
‌بنابراین

                                 
                                           

‌.‌           که‌در‌آن‌‌              و‌‌‌              توجه‌کنید‌که‌

‌بنابراین‌این‌تابع‌ها‌در‌حوزه
                      

‌دهیمحال‌قرار‌می.‌اندتحلیلی

                     
                     

ای‌که‌باید‌ثابت‌کنیم‌این‌است‌که‌این‌دو‌‌آخرین‌نکته.‌ندهستتحلیلی‌‌   ‌ۀدر‌سراسر‌ناحی‌‌       در‌نتیجه

‌برای‌اثبات‌کرانداری‌قرار‌دهید.‌‌تابع‌کراندار‌هستند

       
                              

       
                               

در‌‌توی‌فضای‌برگمن‌هستند،‌چون‌مثلاً‌گرهایی‌از‌زیرفضاهای‌بالا‌به‌در‌واقع‌ضرب‌       های‌تابع‌توجه‌داریم‌که

‌ ‌‌می‌  مورد ‌اگر ‌که ‌‌        دانیم ‌آن‌ عضو ‌‌باشد، ‌‌         گاه ‌تعریف ‌به ‌فضای‌‌ بنا به
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‌این‌       ‌از   توی‌فضای‌‌به‌ یک‌ضربگر‌از‌زیرفضای‌‌      رو‌‌تعلق‌دارد،

.‌است‌      

‌می ‌‌مشابها ‌که ‌کرد ‌استدلال ‌‌یک‌ضرب‌      توان ‌زیرفضای ‌از ‌وزن‌توی‌به‌ گر ‌برگمن ‌روی‌‌فضای دار

‌.‌چندقرصی‌است

‌داریم‌‌    اکنون‌برای‌تابع‌

                                         
                                    

   برابر‌نرم‌عملگر‌ضربی‌‌  که‌در‌آن‌
‌و‌‌‌       

                     
دانیم‌که‌هم‌عملگر‌ضربی‌و‌هم‌تابعک‌خطی‌ارزیابی‌کراندار‌‌می‌ضمناً.‌است‌       تابعک‌خطی‌ارزیابی‌در‌نقطه‌

‌‌‌گیری‌روی‌بنابراین‌با‌سوپریمم.‌هستند

     
                

‌داریم

                                   
‌رسیم‌به‌گیری‌روی‌تمام‌نقاط‌چندقرصی‌می‌جا‌با‌سوپریمم‌و‌از‌آن

                  
‌.نیز‌کراندار‌است‌‌   شود‌که‌ثابت‌می‌مشابهاً.‌کراندار‌است‌‌  یعنی‌
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