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 ۀشعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی برای حل معادل ۀواحد توابع پای افرازروش 
 سهموی تصادفی ئیدیفرانسیل جز

 

 ، امید چترآبگونبیگی مریم شفا، محسن اسماعیل

  ،دانشگاه ملایر، دانشکدۀ ریاضی
 

 07/10/77 :یرشذپ                                    40/00/77 :دریافت

 چکیده

 به شعاعی، خاصیت دلیل به و تصادفی بوده ئیشبکه برای حل معادلات دیفرانسیل جز بدون روش یک شعاعی ایپایه توابع روش

 روی بر علاوه به .است یافتنیدست آنها از معینی انواع برای طیفی دقت و است همراه کمتری هایدشواری با بالا در ابعاد آن کارگیری

 لذا و هستند سراسری محمل دارای پرکاربرد شعاعی ایپایه توابع از اما بسیاری .است استفاده قابل خوبی به نامنظم هایدامنه

 محاسباتی ۀهزین امر این که ،خواهد بود چگال شعاعیای پایه توابع از دسته این بر مبتنی شبکه های بدونروش در ماتریس ضرایب

های متعددی سازیحل عددی معادلات دیفرانسیل تصادفی که با شبیه ۀاین چالش در زمین .دهدمی افزایش های عددی راو ناپایداری

 شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی ۀتوابع پای واحد افرازروش  در این مقاله، .استتر مطرح سر و کار خواهیم داشت به صورت جدی

سازی خواهیم پیاده سهمویی تصادفی ئخواهیم کرد و آن را بر روی معادلات دیفراسیل با مشتقات جز ئهرا برای رفع این چالش ارا

 همگرایی خاصیت همچنین،. شودمی تجزیه کوچک ۀلأمس زیادی تعداد به بزرگ ۀلأمس یک طرحی، چنین کارگیری به با. نمود

به منظور  .شودمی منتقل شعاعی پایه توابع بر مبتنی واحد افراز روش سرتاسر به موضعی هایتقریب در شعاعی ۀپای توابع طیفی

های بالا و پایین ماری نظیر میانگین، انحراف معیار و کرانآسازی انجام شده، معیارهای شبیه0000ارزیابی عملکرد روش با استفاده از 

 سراسری روش بدوضعی ایملاحظه قابل طور به روش این دهد،شان مینهای عددی سازیشبیه نتایج شده است. ئهارا ها جواب

توجهی باعث کاهش طور قابل  به تنک معادلات دستگاه با تولید این روش علاوه، هب. ددهمی کاهش را شعاعی ایپایه توابع بر مبتنی

 ۀپای توابع از آسان ۀاستفاد مزیت تا برد خواهیم کار به نامنظم هایدامنه روی بر را پیشنهادی روش همچنین،. شودحجم محاسباتی می

 .دهیم نشان را نواحی چنین برای شعاعی

 روش تفاضلات متناهی، واحد افرازروش  شعاعی، ۀابع پایو، تمعادلات دیفرانسیل تصادفی :کلیدی هایواژه
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 مقدمه .1

 شوند.سازی میی قطعی مدلئدیفرانسیل با مشتقات جزهای علمی در علوم و مهندسی توسط معادلات بسیاری از پدیده

آنها در ساختار مدل قطعی  ۀهم ۀو امکان ملاحظ ثیرگذار هستندأعلمی ت ۀکه بر یک پدید اما با توجه به عوامل متعددی

دیفرانسیل نظر برخوردار نیستند. معادلات ۀ مورددست آمده از تطابق کافی با پدیده های بوجود ندارد، عمدتاً مدل

ها فراهم تر پدیدهسازی دقیقسازند تا با در نظر گرفتن رویکردهای تصادفی، امکان مدلاین امکان را فراهم می 0تصادفی

[ مورد 0های آشفته در منبع ]سازی انتقال ذرات در جریانهای تصادفی لاگرانژی برای شبیهآید. به عنوان نمونه، مدل

 هاییبررسسازی ارتعاشات تصادفی، در مدل سهمویی دیگر معادلات دیفرانسیل تصادفی اشاره قرار گرفته است. از سو

 [.0، 3، 4گیرد ]طور گسترده مورد استفاده قرار می نگاری و مدیریت مخازن نفت بهلرزه

 [. 7، 6، 5قرار گرفته است ] بررسیهای تحلیلی برای دسترسی به پاسخ معادلات دیفرانسیل تصادفی در برخی منابع مورد روش

ی اههای عددی در سالهای دسترسی به پاسخ تحلیلی برای این دسته از معادلات، استفاده از روشاما با توجه به چالش

طیفی تصادفی  محلی[، روش هم7، 8] 4های اجزاء متناهی و تفاضلات متناهیروشاخیر به سرعت توسعه یافته است. 

  اند.عددی هستند که برای حل معادلات دیفرانسیل تصادفی به کار رفتههای [ از جمله روش01]

[ اشاره شده است، 00طور که در ]و همان هستندله أبندی ناحیه حل مسهای عددی عمدتاً وابسته به شبکهاین روش

لبه است. برای غهای مبتنی بر شبکه های پیش روی روشترین چالشبندی به خصوص در ابعاد بالا یکی از جدیشبکه

له وابسته نباشند مورد توجه قرار گرفته أحل مس ۀبندی منظم از ناحیهای عددی که به یک شبکهبر این چالش روش

تواند ابزار می 5شعاعی ۀمبتنی بر توابع پای 0های بدون شبکهو همکارانش نشان دادند که روش 3[، فشر04است. در ]

ای هتوان به سادگی و قابلیتهای اصلی این روش میصادفی باشد. از مزیتکارآمدی برای حل معادلات دیفرانسیل ت

های مبتنی بر حل پیچیده اشاره کرد. اما روش ۀفراوان آن در مواجهه با مسائل در ابعاد بالا و در مواجهه با مسائل با ناحی

تواند دقت و اعتبار این ود که این امر میهمواره با چالش ناپایداری مواجه خواهند ب 6شعاعی با رویکرد سراسری ۀتوابع پای

 شعاعی برخوردار از رویکرد سراسری به تولید دستگاه ۀها را با تردید مواجه سازد. به عبارت دیگر استفاده از توابع پایروش

  بالایی برخوردارند. 7که از عدد شرطی شودمعادلات خطی بدوضعی منجر می

کرد ۀ شعاعی با رویهای مبتنی بر توابع پایوضعی موجود در رویکرد سراسری، روشدر این مقاله به منظور اجتناب از بد

ه تصادفی، این رویکرد بگیرد. برای معادلات غیرمدنظر قرار می سهمویموضعی برای حل معادلات دیفرانسیل تصادفی 

[ برای حل 06شده در منبع ]ه ئتوان به روش ارا. به عنوان نمونه می[03،00،05] طور جدی مورد توجه قرار گرفته است

 معادلات دیفرانسیل قطعی وابسته به زمان اشاره کرد.

                                                           
0 Stochastic differential equations 

4 Finite Differences 

3 Fasshauer 

0 Mesh Free 

5 Radial Basis Functions 

6 Global 

7 Condition number 
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های عددی با دقت مندی از جواببه همراه بهره 0پایداردر این مقاله به منظور برخورداری از یک ساختار محاسباتی 

شعاعی و تفاضلات متناهی برای حل معادلات  ۀمبتنی بر توابع پای 4واحد افراز تقریبمطلوب، از یک ساختار ترکیبی شامل 

ی ئسیل جزدیفران ۀدیفرانسیل تصادفی استفاده خواهیم کرد. در این رویکرد با استفاده از ساختار تفاضلات متناهی، معادل

 ۀیواحد مبتنی بر توابع پا افرازو در هر گام زمانی با استفاده از تقریب  شودمی سازیتصادفی در راستای زمان گسسته

 3گاوسیتصادفی  میدانشعاعی به تقریب جواب عددی در گام مذکور خواهیم پرداخت. در حقیقت در هر گام زمانی، 

. در ودشسازی میمحلی از پیش تعیین شده شبیهاز نقاط هم مجموعهبا ساختار کوواریانس مکانی مدنظر در یک  متناظر

حاصل  هایماتریس گیرد.سازی مکانی مدنظر قرار میبه یک گسستهیابی واحد به منظور دست افرازاین رویکرد ساختار 

های های محاسباتی و ناپایداریخواهد بود و از پیچیدگی 0تنک ،در هر گام زمانی با توجه به رویکرد موضعی به کار رفته

ا کاهش نخواهد یافت. هواحد، دقت تقریب افرازعددی در امان خواهد بود. این در حالی است که با توجه به ماهیت روش 

واحد، تقریب نهایی به دست آمده به صورت  افرازدر ساختار  5فشردهعلاوه با توجه به حضور توابع وزنی با محمل به

 خواهد بود. محاسبهسراسری قابل 

 له تحت بررسی:أمس .1.1

𝛺 فرض کنید ⊆ ℝ𝑑 باشد و منظم کراندار باز ۀدامن یک ℋ  پذیر از توابع روی هیلبرت جدایی فضاییک𝛺  .باشد

لی در چهارچوب ک سهمویی تصادفی ئدیفرانسیل با مشتقات جز ۀهدف اصلی این مقاله دسترسی به پاسخ عددی معادل

 زیر است:

(0) 

𝜕𝑢(𝒙,𝑡)

𝜕𝑡
= ∆𝑢(𝒙,𝑡) + 𝑓(𝒙,𝑡) + 𝜎

𝜕𝑊(𝒙,𝑡)

𝜕𝑡
,  𝒙 ∈ 𝛺 ⊆ ℝ𝑑 ,  𝑡 > 0. 

 توسط یک شرط اولیه به صورت زیر( 0) ۀمعادل

(4) 

𝑢(𝒙,0) = 𝑢0(𝒙),        

 شودو شرایط مرزی زیر کامل می

(3) 

ℬ𝑢(𝒙,𝑡) = 𝑔(𝒙,𝑡),  𝒙 ∈ 𝜕𝛺,  𝑡 > 0,            

 

                                                           
0 Stable 

4 Partition of unity 

3 Gaussian 

0 Sparse 

5 Compact Support 
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𝛺) ۀشد فیلتر روی فضای احتمالشده  تعریف 0یند وینریک فرا 𝑊(𝒙,𝑡)که 
𝑊

,ℱ𝑊,{ℱ}𝑡=0
∞ ,ℙ𝑊) با میانگین صفر 

 به صورت زیر است: 𝑞(𝒙,𝒚) کوواریانسو تابع 

𝔼(𝑊(𝒙,𝑡),𝑊(𝒚,𝑡)) = 𝑚𝑖𝑛{𝑡,𝑠}𝑞(𝒙,𝒚),  𝒙,𝒚 ∈ 𝛺,  𝑡,𝑠 > 0. 

𝜎بوده،  4عملگر لاپلاس ∆به علاوه  > ( دارای یک جواب 0) ۀلأشوند که مسای انتخاب میبه گونه g , fابع وتو  است 0

های جواب چنین معادلاتی در برخی منابع و ویژگییکتایی  ،وجود[. لازم به ذکر است 5باشد ]سازی یکتا در هر شبیه

 [.08 ،07، 8ه شده است ]ئمعادله ارااین علاوه در برخی منابع پاسخ عددی برای  [. به7،6مورد مطالعه قرار گرفته است ]

 نیابدروشده در این مقاله از چهارچوب کلی زیر تبعیت خواهد کرد. اولین بخش از مقاله به مرور مختصری بر  ئهمطالب ارا

پایه شعاعی در فصل دوم بیان خواهد  واحد مبتنی بر توابع افرازتابع پایه شعاعی اختصاص خواهد یافت. در ادامه، تقریب 

واحد در ترکیب با تفاضلات متناهی، یک روش عددی با رویکرد موضعی  افرازشد. در بخش سوم مقاله با استفاده از تقریب 

ه خواهیم کرد. در بخش نتایج عددی، ظرفیت ئارا سهموی تصادفی یئو پوشش سراسری برای حل معادله دیفرانسیل جز

های عددی برخوردار از رویکرد سراسری مقایسه خواهیم ه شده در این مقاله را با روشئروش موضعی اراهای و قابلیت

 نمود.

 شعاعی ۀواحد توابع پای افرازروش . 2

تقریب مطرح خواهیم  ۀکارآمد در نظری عنوان ابزاریشعاعی را به  واحد مبتنی بر توابع پایه افراز روش بخشدر این 

علاوه، دهد. بهای شعاعی را کاهش میسراسری مبتنی بر توابع پایه بدوضعی روش ایطور قابل ملاحظه ین روش بها کرد.

 فرازاروش به منظور آشنایی بهتر با  کنند.ایجاد می دسترسی به جواب عددیبرای  معادلات تنک را آنها یک دستگاه

توابع پایه شعاعی خواهیم  درونیابی و تقریب با استفاده از بر مروریبه  4.0، در بخش شعاعی ۀواحد مبتنی بر توابع پای

های سراسری با رویکرد ارایه شده، به تقریب ساختاربندی واحد به پارتیشن روش با افزودن 4.4پرداخت. در بخش 

 موضعی دست خواهیم یافت.

 شعاعی ۀپای توابع درونیابیبر مروری . 1.2    

ی اروش توابع پایهخواهیم کرد.  طور خلاصه بیانرا به شعاعی ۀیاب تابع پایدرون های نظری مربوط بهجنبه ابتدادر 

 ه. این روش به دلیل خاصیت شعاعی باستبسیاری از مسائل و معادلات ریاضی  شعاعی یک روش بدون شبکه برای حل

. یافتنی استمعینی از آنها دستهای کمتری همراه است و دقت طیفی برای انواع بالا با دشواری کارگیری آن در ابعاد

 .[07ست ]سازی اخوبی قابل پیاده های نامنظم بهروی دامنه ضمنا

𝛺که با فرض این ⊆ ℝ𝑑  و باشد𝑋 = {𝒙1,…,𝒙𝑁} در تمایزای منقاط داده یک مجموعه از𝛺 درونیابی ، باشد

 ۀصورت یک ترکیب خطی از توابع پای ، به𝑋بر روی  𝑢 ای شعاعی برای تابعهای پراکنده با استفاده از توابع پایهداده

 :شودشعاعی به شکل زیر نوشته می

                                                           
0 Wiener Process 

4 Laplacian 
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(0) 

𝑠𝑢,𝑋(𝒙) = ∑ 𝛼𝑗𝜙𝜖(‖𝒙 − 𝒙𝑗‖)
𝑁

𝑗=1
, 

𝜙𝜖: ℝ≥0نرم اقلیدسی است و  ،‖.‖که  ⟶ ℝ  0شکلکه به پارامتر  استیک تابع شعاعی𝜖 طوری که وابسته است به 

𝜙𝜖(‖𝒙 − 𝒛‖) = 𝜙(𝜖‖𝒙 − 𝒛‖),          𝒙,𝒛 ∈ 𝛺. 

شعاعی پرکاربرد به  ۀبرخی از توابع پای، 0جدول در  .خواهیم دادنمایش  𝜙را با  𝜙𝜖نمادگذاری،  ادامه برای سادگی در

 .[41] آنها ذکر شده است همواری ۀه مرتبهمرا

 

 شعاعی معروف ۀبرخی از توابع پای .1 جدول

شعاعی ۀنام تابع پای  𝝓𝝐(𝐫) مرتبه همواری 

𝐶∞ 𝑒−𝜖2𝑟2  نگاوسی
 

𝐶∞ (1 چندربعی معکوس + 𝜖2𝑟2)−
1

2 

ترنم  (M4) 𝐶4 𝑒−𝜖𝑟(𝜖2𝑟2 + 3𝜖𝑟 + 3) 

ندوندل  (W2) 𝐶2 (1 − 𝜖𝑟)+
4 (4𝜖𝑟 + 1) 

 :شوندشرایط درونیابی زیر تعیین میبا استفاده از  (0) ۀدر رابط 𝛼1,𝛼2,…,𝛼𝑁 حقیقی مجهول ضرایبلازم به ذکر است که 

𝑠𝑢,𝑋(𝒙𝑖) = 𝑢(𝒙𝑖),          𝑖 = 1,…,𝑁. 

 د:این شرایط، دستگاه معادلات خطی متقارنی به صورت زیر حاصل خواهد ش در نظر گرفتنبا 

(5) 

𝐴𝜶 = 𝒖,    

𝐴𝑖𝑗 که = 𝜙(‖𝒙𝑖 − 𝒙𝑗‖)  ، 𝜶 = (𝛼1,…,𝛼𝑁)𝑇  و𝒖 = (𝑢(𝒙1),…,𝑢(𝒙𝑁))
𝑇

. 

 توابع پایه شعاعیه درونیابی ألپذیر است و مسوارون 𝐴 گاه ماتریس ضرایبک تابع معین مثبت باشد، آنی 𝜙 اگر 

محاسبه شود،  𝜶 بنابراین، هنگامی که بردار .[02] استله موجود و یکتا أوضع خواهد بود و در نتیجه، جواب مسخوش

 کرد:به صورت زیر ارزیابی  𝒙 ای مانندتوان در هر نقطهشعاعی را می ۀدرونیاب تابع پای

(6) 

𝑠𝑢,𝑋(𝒙) = 𝝓𝑇(𝒙)𝜶,   

                                                           
0 Shape parameter 
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𝝓𝑇(𝒙)که  = (𝜙(‖𝒙 − 𝒙𝟏‖),…,𝜙(‖𝒙 − 𝒙𝑵‖)) .است 

، که در مباحث مرتبط با به فرم لاگرانژ بیان خواهیم کرد 0کاردینال ۀرا با استفاده از توابع پای( 6) درونیاب ،ادامهدر 

 به آن احتیاج خواهیم داشت.  های موضعیتقریب

𝜓𝑗(𝒙) ، 𝑗کاردینال ۀپای توابع = 1,…,𝑁 دارای ویژگی زیر هستند: 

𝜓𝑗(𝒙𝑖) = {
1,  𝑖 = 𝑗
0,  𝑖 ≠ 𝑗

 

 :شودفرمول پیشنهادی زیر برای درونیابی میکه منجر به 

(7) 

𝑠𝑢,𝑋(𝒙) = 𝝍𝑇(𝒙)𝒖,    

𝝍𝑇(𝒙) که در آن، = (𝜓1(𝒙),…,𝜓𝑁(𝒙)) شودمی زیر حاصل ۀرابط(، 7( و )6(، )5) با ترکیب روابط. است. 

(8) 

𝑠𝑢,𝑋(𝒙) = 𝝍𝑇(𝒙)𝒖 = 𝝓𝑇(𝒙)𝜶 = 𝝓𝑇(𝒙)𝐴−1𝒖,   

 :شعاعی اصلی را به صورت زیر به دست آورد ۀکاردینال و پای ۀبین پای ۀتوان رابططوری که می به

𝝍𝑻(𝒙) = 𝝓𝑇(𝒙)𝐴−1. 

𝒙1,…,𝒙𝑁 اینامنفرد باشد، یعنی، نقاط داده 𝐴 این انتقال زمانی معتبر است که ماتریس ∈ 𝑋 ۀو توابع پای متمایز 

 .شعاعی معین مثبت باشند

 ،ℒی برای عملگر خط شعاعی برای حل معادلات دیفرانسیل کمک بگیریم، ۀکه بخواهیم از روش توابع پایزمانی علاوه، به

 خواهیم داشت

ℒ𝑠𝑢,𝑋(𝒙) = ∑ ℒ𝜓𝑗(𝒙)𝑢(𝒙𝑗)
𝑁

𝑗=1
. 

𝒔ℒای، یعنی، ارزیابیگره نقاطدر  ℒ𝑠𝑢,𝑋(𝒙)برای ارزیابی = (ℒ𝑠𝑢,𝑋(𝒙1),…,ℒ𝑠𝑢,𝑋(𝒙𝑁))
𝑇

 ماتریس دیفرانسیلی، به 

Ψℒ
𝑇 = (ℒ𝜓𝑗(𝒙𝑖)) ,  𝑖,𝑗 = 1,…,𝑁  (، داریم8) ۀرابط که بر اساسداریم. نیاز 

𝒔ℒ = 𝛹ℒ
𝑇𝒖 = Φℒ

𝑇𝐴−1𝒖, 

𝛷ℒکه 
𝑇 = (ℒ𝜙(‖𝒙𝑖 − 𝒙𝑗‖)) ,  𝑖,𝑗 = 1,…,𝑁 [44 ،40] است. 

 بیان شعاعی پایه توابع تقریب از توانمیی وابسته به زمان، ئدیفرانسیل با مشتقات جز ۀبنابراین به منظور حل یک معادل

 کند.می زیر استفاده ۀاز رابط 𝑢(𝒙,𝑡) جواب تقریب برای که کرد استفاده لاگرانژ فرم به شده

                                                           
0 Cardinal basis functions 
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𝑠𝑢,𝑋(𝒙,𝑡) = ∑ 𝜓𝑗(𝒙)𝑢𝑗(𝑡),
𝑁

𝑗=1
 

𝑢𝑗(𝑡)که  = 𝑢(𝒙𝑗,𝑡) .مقادیر مجهولی هستند که باید تعیین شوند 

 شعاعی ۀواحد مبتنی بر توابع پای افرازتقریب روش  درونیابی و. 2.2     

، توابع موضعی ۀشبک کنیم. ابزار این روش بدونشعاعی را بیان می ۀواحد مبتنی بر توابع پای افرازدر این بخش، روش 

 ۀواحد مبتنی بر توابع پای افراز شعاعی هستند. در ادامه، برای سادگی، روش ۀهای موضعی توابع پاییابدار و درونوزن

وابع توان برای توجود، در حالت کلی این روش را می این . باشودشعاعی معین مثبت بیان می ۀشعاعی در حالت توابع پای

 .شعاعی معین مثبت مشروط نیز به کار برد ۀپای

𝛺 فرض کنید ⊆ ℝ𝑑 کراندار باز باشد و ۀدامن یک {Ω𝑗}
𝑗=1

𝑀
پوشانی هم که در شرطباشد  Ωز یک پوشش باز و کراندار ا 

𝛺 هایزیردامنه
𝑗

𝒙 داخلی ۀنقط ای باشند که هرباید به گونه پوشانیهای همکند، یعنی، زیردامنهصدق می  ∈ 𝛺  در

𝛺 ۀداخل حداقل یک زیردامن
𝑗

 ۀمجموع شودمیعلاوه، فرض به واقع شود.  

𝐼(𝒙) = {𝑗 ∶  𝒙 ∈ 𝛺
𝑗} , 

𝒙 یعنی، به ازای هر طور یکنواخت کراندار باشد، به 𝛺 بر روی( 𝑀 مستقل از)  𝐾ت ثاب ۀبه وسیل ∈ 𝛺 داشته باشیم  

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼(𝒙)) ≤ 𝐾 ه طوری ک هب𝛺 ⊆∪𝑗=1
𝑀 𝛺

𝑗
{𝜔𝑗}واحد  افرازیک  هازیردامنهاین  بامتناظر  باشد. 

j=1

𝑀
وابسته به  

{Ω𝑗}پوشش 
𝑗=1

𝑀
 ای کهبه گونه شودتعریف می 

∑ 𝜔𝑗(𝒙) = 1,           𝒙 ∈ Ω
𝑀

𝑗=1
, 

𝜔𝑗: Ω𝑗که تابع وزن  → ℝ  پیوسته، نامنفی و با محمل فشرده واقع دریک تابعΩ𝑗 .توان دامنه، میهر زیربرای  است

𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗 شعاعی موضعی  ۀیک درونیاب تابع پای
: Ω𝑗 → ℝ به صورت زیر در نظر گرفت: 

𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗
= ∑ 𝛼𝑖

𝑗
𝜙(‖𝒙 − 𝒙𝑖

𝑗
‖),

𝑁𝑗

𝑖=1
 

𝒙𝑖ای دادهاست، یعنی، نقاط  Ω𝑗ای در تعداد نقاط داده 𝑁𝑗که 
𝑗

∈ 𝑋𝑗 = 𝑋 ∩ Ω𝑗 واحد  افراز. بنابراین درونیاب هستند

 شود:شعاعی به صورت زیر تعریف می ۀمبتنی بر توابع پای

(7) 

𝒫𝑢,𝑋(𝒙) = ∑ 𝜔𝑗(𝒙)𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗
(𝒙)

𝑀

𝑗=1
,               𝒙 ∈ Ω.  
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𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗اگر توابع 
𝑗برای   = 1,…,𝑀  یابی صدق کنند، یعنیدر شرایط درون 

(01) 

𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗
(𝒙𝑖

𝑗
) = 𝑢(𝒙𝑖

𝑗
),         𝒙𝑖

𝑗
∈ Ω𝑗 ,       𝑖 = 1,…, 𝑁𝑗 ,  

 برد، یعنی:های موضعی را به ارث میخاصیت درونیابی موجود در درونیاب (7)گاه درونیاب سراسری آن

𝑃𝑢,𝑋(𝒙𝑖
𝑗
) = ∑ 𝜔𝑗(𝒙𝑖

𝑗
)𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗

(𝒙𝑖
𝑗
)

𝑀

𝑗=1
= ∑ 𝜔𝑗(𝒙𝑖

𝑗
)𝑢(𝒙𝑖

𝑗
) =

𝑀

𝑗=1
𝑢(𝒙𝑖

𝑗
), 

 شود:میشعاعی موضعی زیر  ۀخطی تابع پایت منجر به دستگاه معادلا( 01ه درونیاب )ألمسامین - 𝑗کردنحل 

𝐴𝑗𝜶𝑗 = 𝒖𝑗, 

Njیک ماتریس  Ajکه  × Nj زیر است: هایبا درایه 

𝐴𝑖𝑘
𝑗

= 𝜙(‖𝒙𝑖
𝑗

− 𝒙𝑘
𝑗

‖),   𝑖,𝑘 = 1,…,Nj,  

𝜶𝑗چنینو هم = (𝛼1
𝑗
,…, 𝛼Nj

𝑗
)

𝑇

𝒖𝑗و  = (𝑢1
𝑗
,…, 𝑢Nj

𝑗
)

𝑇
 هستند.  

 ۀبا استفاده از توابع پای Ajپذیری ماتریس موضعی وجود و یکتایی جواب و وارون دانیم،طور که میهمان، علاوه به   

 شود.شعاعی معین مثبت، تضمین می

𝜔𝑗: 𝛺 وزنی تابع
𝑗

⟶ ℝ  شودبه صورت زیر، ساخته می واحد با استفاده از روش شپارد افرازدر روش 

(00) 

𝜔𝑗(𝒙) =
𝜑𝑗(𝒙)

∑ 𝜑𝑘(𝒙)𝑘∈𝐼(𝒙)
,          𝑗 = 1,…,𝑀,   

𝛺 یمحمل فشرده رو داراییک تابع  𝜑𝑗 که
𝑗

و داشتن محمل فشرده  𝜔𝑗 وزن تابع بودن نامنفی برای تضمین .است 

𝛺 روی
𝑗

 شود:به صورت زیر در نظر گرفته می (00) ۀرابط در 𝜑𝑗 ابعت 

𝜑𝑗(𝒙) = 𝜙 (
‖𝒙 − 𝝃𝑗‖

𝑅𝑗
) ,          𝑗 = 1,…,𝑀, 

{𝝃𝑗}هک
𝑗=1

𝑀
{𝑅𝑗}و  

𝑗=1

𝑀
یک تابع با  𝜙ای، کروی یا ابرکروی شکل هستند و دایره یهازیردامنهمرکز و شعاع برای  

𝛺 محمل فشرده بر روی
𝑗

توجه به مطالب بالا، . با شودمی برای این منظور استفاده 0𝐶2داز تابع وندلن معمولاًکه  است 

                                                           
0 Wendland 
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𝜔𝑗(𝒙)که  توان نتیجه گرفتبه راحتی می = 0,  ∀𝑗 ∉ 𝐼(𝒙) توابع وزن. بنابراین 𝜔𝑗  صدق د واح افرازدر خاصیت

 د، یعنی،کننمی

∑ 𝜔𝑗(𝒙)
𝑀

𝑗=1
= ∑ 𝜔𝑗(𝒙)

𝑗∈𝐼(𝒙)
= 1,         𝒙 ∈ 𝛺. 

 :شودبه صورت زیر تعریف می  𝛺در  𝒫𝑢,𝑋(𝒙)واحد  افراز تقریب سراسری، در نهایت

𝒫𝑢,𝑋(𝒙) = ∑ 𝜔𝑗(𝒙)𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗
(𝒙)

𝑀

𝑗=1
= ∑ 𝜔𝑗(𝒙)𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗

(𝒙)
𝑗∈𝐼(𝒙)

, 

𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗 که
𝒙𝒊 برای هر نقطه داده که است ک درونیاب موضعیی  ∈ 𝛺

𝑗
 خواهیم داشت: 

𝑠𝑢𝑗,𝑋𝑗
(𝒙𝒊) = 𝑢𝑖,  

𝒫𝑢,𝑋(𝒙𝒊)، برد، یعنیهای موضعی را به ارث میخاصیت درونیاب موجود در درونیاب سراسری تقریبگاه آن = 𝑢𝑖. 

فرضیات اندکی روی  سپس و شودمی ئهواحد، ابتدا برخی شرایط ارا افرازبه منظور بیان فرمول کران خطا برای روش 

𝛺 سازیمنظم
𝑗

پایدار باشند. این بدان معنا است -𝜔𝑗 ،𝑘  واحد افراز بنابراین، لازم است که توابع. [43] شودتعریف می 

𝜔𝑗که به ازای هر  ∈ 𝐶𝑘(ℝ𝑑)  هر برایو 𝝁 ∈ ℕ0
𝑑  که |𝝁| ≤ 𝑘، نامساوی زیر برقرار باشد: 

‖𝐷𝝁𝜔𝑗‖
𝐿∞(𝛺𝑗)

≤ 𝐶𝝁 𝛿𝑗
|𝝁|

⁄ , 

𝛺 یا کروی شکل ای شکلدایره ۀزیردامنقطر  𝛿𝑗 یک ثابت مثبت است و 𝐶𝝁 که
𝑗

 .است 

𝛺 فرض کنید. 2.1تعریف  ⊆ ℝ𝑑  کراندار باشد و همچنین𝒙1,…,𝒙𝑁 ∈ 𝑋 ⊆ 𝛺  .کراندار  پوشش باز وباشند

{𝛺
𝑗
}

𝑗=1

𝑀

 :[05.08 تعریف، 477 ۀصفح، 40] نامند، هر گاه شرایط زیر برقرار باشندمی (𝛺,𝑋)را منظم برای  

  به ازای هر𝒙 ∈ 𝛺  ،هایتعداد زیردامنه 𝛺
𝑗

𝒙که   ∈ 𝛺
𝑗

 .کراندار شود  𝐾ثابت جامع  ۀبه وسیل،  

 هایتمام زیردامنه 𝛺
𝑗

 [.3.6 تعریف، 48 ۀصفح، 02د ]صدق کنن 0در شرط مخروط داخلی 

 موضعی 4های پریفاصلهℎ𝑋𝑗,𝛺𝑗
 [0.0 تعریف، 00 ۀ، صفح02] پری جامع زیر کراندار شوند ۀطور یکنواخت توسط فاصلبه 

ℎ𝑋,𝛺 = 𝑠𝑢𝑝𝒙∈𝛺𝑚𝑖𝑛𝒙𝑖∈𝑋‖𝒙 − 𝒙𝑖‖. 

𝐶𝜈 فضای). 2.2تعریف 
𝑘(ℝ𝑑) )کهتوابعی 𝑢 ∈ 𝐶𝑘 و مشتقات مرتبه |𝝁| = 𝑘 کهزمانی ‖𝒙‖2 ⟶  ۀدر رابط، 0

 [:00.01 تعریف، 081 ۀصفح، 02د ]زیر صدق کن

𝐷𝝁𝑢(𝒙) = 𝒪(‖𝒙‖𝜈). 

                                                           
0 Interior cone condition 
4 Fill distance 
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 .[05.07 ۀقضی، 477 ۀصفح، 02] کرد ئهواحد ارا افرازتوان قضیه همگرایی زیر را برای درونیاب روش هم اکنون، می

𝛺 فرض کنید .2.1 ۀقضی ⊆ ℝ𝑑 باز و کراندار باشد و 𝒙1,…,𝒙𝑁 ∈ 𝑋 ⊆ 𝛺 چنین،هم. باشند 𝜙 ∈ 𝐶𝜈
𝑘(ℝ𝑑)  یک

𝛺} باشد. اگر 𝑚 تابع معین مثبت مشروط از مرتبه
𝑗
}

𝑗=1

𝑀

{𝜔𝑗} و (𝛺,𝑋) پوشش منظم برای یک 
𝑗=1

𝑀
، 𝑘-پایدار برای 

{𝛺
𝑗
}

𝑗=1

𝑀

𝑢گاه خطای بین باشد، آن  ∈ 𝒩
𝜙

(𝛺) واحد آن  افراز و درونیاب𝒫𝑢,𝑋 به ازای تمام 𝒙 ∈ 𝛺 و تمام 

|𝝁| ≤ 𝑘  :شودزیر کراندار می ۀتوسط رابط ⁄2

|𝐷𝝁𝑢(𝒙) − 𝐷𝝁𝒫𝑢,𝑋(𝒙)| ≤ 𝐶ℎ
𝑋,𝛺

(𝑘+𝝁) 2−|𝝁|⁄
|𝑢|𝒩𝜙(𝛺). 

 مقایسه روش درونیاب معمولی سراسری در یهای خطارا با تخمین فوق ۀهمگرایی گزارش شده در قضی ۀاگر نتیج

کند. سراسری حفظ می تقریب موضعی را برای درونیاب ۀواحد، مرتب افرازتوان نتیجه گرفت که درونیاب روش کنیم، می

اب نیتوسط حل تعداد زیادی از مسائل درو طور کارآمد شعاعی بزرگ را به ۀهای توابع پایله درونیابأتوان مسبنابراین، می

ر . روش مبتنی بکردواحد به یکدیگر متصل  ع افرازروش جام شعاعی کوچک محاسبه کرد و سپس آنها را با ۀتوابع پای

وچک ک ۀلأیابی بزرگ را به تعداد زیادی مسله درونأای است که یک مسمحاسباتی کارآمد و ساده ۀواحد یک وسیل افراز

 جامع تقریب های موضعی بهد که دقت به دست آمده برای تقریبتوان اطمینان پیدا کرکند، در حالی که میمی تبدیل

 .شودمنتقل می

له أمس در یک شعاعی ۀواحد مبتنی بر توابع پای افرازروش سراسری هنگامی که از طرح تقریب لازم به ذکر است، 

 یدیفرانسیل مکان عملگر ثیر به کارگیریأکنیم، مسلتزم این است که تاستفاده میی ئمعادله دیفرانسیل با مشتقات جز

ℒ شود. به عنوان نمونه، مشتق می استفاده 0تسنی یبلا ۀای داخلی، محاسبه شود. برای این منظور، از قاعددر نقاط داده

 : آیده شده به صورت زیر به دست میئاز تقریب سراسری ارا 𝜇 ۀمرتب

(04) 

𝜕|𝝁|

𝜕𝒙𝝁
𝒫𝑢,𝑋(𝒙) = ∑ ∑

𝜕|𝝁|

𝜕𝒙𝝁
(𝜔𝑗(𝒙)𝜓𝑘(𝒙)) 𝑢𝑘

𝑘∈𝐽(𝛺𝑗)𝑗∈𝐼(𝒙)
    

= ∑ ∑ ∑ (
𝝁
𝝂

)
𝜕|𝝁−𝝂|𝜔𝑗

𝜕𝒙𝝁−𝝂
(𝒙)

𝜕|𝝂|𝜓𝑘

𝜕𝒙𝝂
(𝒙)

𝝂≤𝝁
𝑢𝒌

𝑘∈𝐽(𝛺𝑗)𝑗∈𝐼(𝒙)
. 

𝒙گر ا = 𝒙𝑖 و 𝑘 ثابت در نظر گرفته شود، آنگاه (04) معادله در 𝑖𝑘 -سراسری متناظر  امین مولفه از ماتریس دیفرانسیلی

 .آیددست می به 𝝁 مرتبهبا مشتق 

 

 

                                                           
0 Leibniz’s rule 
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 لات متناهیضشعاعی مبتنی بر تفا ۀواحد توابع پای افرازمحلی روش هم. 4             

 تلامعاد حل عددیبرای  واحد توابع پایه شعاعی مبتنی بر طرح تفاضلات متناهی را افرازمحلی در این بخش، روش هم

 بریم.به کار می( 0)وابسته به زمان  0سهموی تصادفی ئیدیفرانسیل با مشتقات جز

را توسط فرمول تفاضلات متناهی معمول  (0) ۀمشتق نسبت به زمان در معادل توانیممی، 4ریکلهیر حالت شرایط مرزی دد

 :سازی کنیمگسسته زیر وزندار-𝜃 با استفاده از طرح

(03) 

𝑢𝑛+1(𝒙) − 𝑢𝑛(𝒙)

𝛿𝑡
−

𝜎𝛿𝑊𝑛+1(𝒙)

𝛿𝑡
= 𝜃(∆𝑢𝑛+1(𝒙) + 𝑓𝑛+1(𝒙))   

+(1 − 𝜃)(∆𝑢𝑛(𝒙) + 𝑓𝑛(𝒙)),         

0 که ≤ 𝜃 ≤ 1 ، 𝑢𝑛+1(𝒙) = 𝑢(𝒙,𝑡𝑛+1) ،𝛿𝑊𝑛+1(𝒙) = 𝑊𝑛+1(𝒙) − 𝑊𝑛(𝒙) ،𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝛿𝑡  و𝛿𝑡 

 آوریمبه دست می( 03) ۀبازنویسی معادل با .طول گام زمان است ۀانداز

(00) 

𝑢𝑛+1(𝒙) + 𝜂∆𝑢𝑛+1(𝒙) = 𝑢𝑛(𝒙) + 𝜁∆𝑢𝑛(𝒙) + 𝑧𝑛+1(𝒙) + 𝜉(𝒙),     

 که

𝜂 = −𝜃𝛿𝑡  ،𝜁 = (1 − 𝜃)𝛿𝑡  و𝑧𝑛+1(𝒙) = −𝜂𝑓𝑛+1(𝒙) + 𝜁𝑓𝑛(𝒙). 

𝜉(𝒙) ضمناً = 𝜎𝛿𝑊𝑛+1(𝒙) میانگین  با گاوسی یک میدان𝔼(𝜉(𝒙)) = 𝔼(𝜉(𝒙),𝜉(𝒚)) اریانسوکو 3هسته و 0 =

𝜎2𝛿𝑡𝑞(𝒙,𝒚)   .نمو نویز شود که نتیجه می 0حرکت براونی تعریفو  (00) ۀمعادلاز است𝜉(𝒙)  در هر گام زمانی𝑡𝑛+1  مستقل

شده  معیناز پیش  متناهی از نقاط ۀدر مجموع 𝜎2𝛿𝑡𝑞(𝒙,𝒚)کوواریانس گاوسی با  ینددر گام پیشین است. فرا 𝑢𝑛(𝒙)از جواب 

 .[  45] شودسازی میشبیه

 بزنیم تقریب زیر ۀرابط توسط توانیممی را 𝑢𝑛(𝒙)، (7) ۀمعادل به توجه با ،کنوناهم

(05) 

𝑢𝑛(𝒙) ≃ 𝑝𝑛(𝒙) = ∑ ∑ (𝜔𝑗(𝒙)𝜓𝑘(𝒙)) 𝑢𝑘
𝑛

𝑘∈𝐽(𝛺𝑗)𝑗∈𝐼(𝒙)
. 

                                                           
0 Parabolic 
4 Dirichlet 

3 Kernel 
0 Brownian motion 
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تعداد تمام مراکز  𝑁 چنینهای نقاط داخلی و مرزی باشند و هماندیس ۀبه ترتیب نشان دهند 𝔅و  ℑ اگر فرض کنیم که

𝑁، باشد، یعنی = 𝑁ℑ + 𝑁𝔅  ،گاه ماتریس آن𝑁 × 𝑁 ، 𝐴 دو ماتریس  توان به صورت حاصل جمعرا می𝐴ℑ  و𝐴𝔅  

 نوشت

𝐴 = 𝐴ℑ + 𝐴𝔅,  

 که

𝐴 = [𝜔𝑗(𝒙𝑖)𝜓𝑘(𝒙𝑖)به ازای (𝑗 ∈ 𝐼(𝒙𝑖),𝑘 ∈ 𝐽 (𝛺
𝑗
) ,𝑖 = 1,…,𝑁) [جای دیگر 0 و

𝑁×𝑁
, 

𝐴ℑ = [𝑎𝑖𝑗 به ازای (𝑖 ∈ ℑ,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁) در جاهای دیگر 0 و]
𝑁×𝑁

, 

𝐴𝔅 = [𝑎𝑖𝑗 زایا 𝑖) به  ∈ 𝔅,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁) در جاهای دیگر 0 و]
𝑁×𝑁

. 

معادلات  محلی، دستگاهو همچنین اعمال نقاط هم( 3) همراه با شرایط مرزی( 00) ۀدر معادل( 05) اکنون با جایگذاریهم

 صورت زیر است شود، که فرم ماتریسی آن بهتنکی حاصل می

(06) 

𝐶𝒖𝑛+1 = 𝐷𝒖𝑛 + 𝝊𝑛+1 + 𝝃,  

 که

𝐶 = 𝐴 + 𝜂∆𝐴ℑ,           

𝐷 = 𝐴ℑ + 𝜁∆𝐴ℑ,          

𝝊𝑛+1 = [𝑧𝑖
𝑛+1 زایا 𝑖) به  ∈ ℑ) و 𝑔𝑗

𝑛+1 به ازای (𝑗 ∈ 𝔅)]
𝑇

, 

𝝃 = [𝜉(𝒙𝑖) زایا 𝑖) به  ∈ ℑ) در جاهای دیگر 0 و]
𝑇

,                

𝒖𝑛 = (𝑢1
𝑛,…,𝑢𝑁

𝑛 )𝑇.          

یک بردار تصادفی  𝝃کند. در حقیقت، سازی مقادیر متفاوتی را اختیار میدر هر شبیه  𝝃( بردار تصادفی06) ۀدر رابط

 یعنی:شوند، متغیره گاوسی تولید میهای آن بر اساس یک توزیع نرمال چنداست که یافته

[𝜉(𝒙𝑖) به ازای (𝑖 ∈ ℑ)]
𝑇

~𝒩(𝟎,𝑸), 

𝑖,𝑗که برای ∈ ℑ  :خواهیم داشت 

𝑸𝑖𝑗 = 𝜎2𝛿𝑡𝑞(𝒙𝑖,𝒙𝑗). 
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 :فوق به صورت زیر در نظر گرفته شده است به کار رفته در ماتریس کوواریانس ۀلازم به ذکر است که هست

𝑞(𝒙,𝒚) =
1

(‖𝒙 − 𝒚‖𝟐 + 1)2
. 

شود. ، حاصل می(نقاط مرزی با اعمال) (3) ۀو معادل( اعمال نقاط داخلیبا ( )00) ۀترکیب معادل ۀبه وسیل( 06)تگاه دس

به ( 4) ۀشده در معادل ئهاستفاد از شرط اولیه ارا با (06) را به وسیله حل کردن دستگاه معادلات 𝑢𝑛+1توانیم لذا، می

 زیر ۀدر رابط 𝑢𝑛آوریم. سپس، با جایگذاری مقدار  دست

(07) 

𝒑𝑛 = 𝐴𝒖𝑛,       

هیچ اثبات  کنون ام را به دست آوریم. تا 𝑛 در گام زمانی ئیدیفرانسیلی با مشتقات جز ۀتوانیم جواب تقریبی از معادلمی

𝜃 کهزمانی 𝐶 پذیری ماتریسنظری در مورد وارون > 𝜃حالت  نشده است. اما، برای ئهباشد، ارا 0 = تنها به  ،0

 .شودتضمین می محلی متمایز،توسط مجموعه نقاط هم امر نیاز داریم، که این 𝐴 پذیری ماتریسوارون

 نتایج عددی. 3

متناهی، را با  تفاضلات واحد توابع پایه شعاعی مبتنی بر افرازشده، یعنی روش  ئهدر این بخش عملکرد روش ارا

از  گسترده ۀمجموع یک بر روی ،مورد بررسی قرار خواهیم داد. در ادامه عددی متنوع هایسازیشبیهکارگیری به

های قبل است که در بخش عدیبو سه  دو بعدی گرمای تصادفی هلأمس تبط باکه مر خواهیم کردتمرکز  هاآزمایش

سازی ای گسستهنقاط داده توزیعنوع متفاوت از دو  ۀبه وسیل ،𝛺 حل معادله، ۀ. برای انجام این کار، دامنشدندمطالعه 

به منظور بررسی عملکرد  چنیناست. هم تصادفی هالتونشبه ۀنقط 𝑁ای یکنواخت یا گره ۀنقط 𝑁شود که شاملمی

عددی در نظر  هایمحاسباتی منظم و نامنظم برای آزمایش ۀ، سه نوع دامنهای با اشکال هندسی متنوعروش بر دامنه

 ۀواحد و ناحی ۀمحدب دایر ۀناحییعنی نامنظم  ۀو دو ناحیو مکعب واحد واحد  مربعمنظم  ۀدامندو  که شاملگیریم، می

 شده است(. ئهارا 0 شکلنواحی در این  بعضی از )تصاویراست  نامحدب برگی شکل

مراکز  کهسه بعدی  ۀدو بعدی و کروی شکل در دامن ۀدر دامنای شکل دایره ۀقطع 𝑀 ۀواحد به وسیل افرازپوشش  

بین مراکز  ۀدرصد فاصل 40ها، قطعهبین پوشانی که همشود، نقاط قرار دارد، تشکیل می یکنواخت ۀدر یک شبک آنها

از  متفاوتی های هندسیواحد ممکن است شکل افرازها در طرح البته باید توجه شود که، زیردامنه[. 46] ها استقطعه

یقت، . در حقداشته باشند سه بعدی ۀدو بعدی و کره و مکعب در دامن ۀدر دامن دایره، مربع، مستطیل، پنج ضلعی قبیل

های با توجه به سهولت کار با قطعهرا پوشش دهد.  𝛺 ۀدامن است که آن به کار رفته افرازطرح تنها شرط لازم برای 

بهره و کروی  ایهای دایرهدر این فصل از زیردامنه ،سه بعدی ۀدو بعدی و کروی شکل در دامن ۀدر دامن ای شکلدایره

در دو بعدی  ۀدر دامن ایدایرهمحدب و برگی شکل  های مربعی، نامحدبدامنهبر روی  واحد افرازای از نمونه. ایمبرده

 .است به ترتیب از بالا به پایین، نشان داده شده 0 شکل
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 ۀع پایتواب از شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی ۀپای واحد توابع افرازمحلی سازی روش همدر پیادهلازم به ذکر است، 

چنین، از تابع با محمل . همایمکردهاستفاده ( 7) ۀدر رابط (M4) دو ۀدرج ترنو م (IMQ) شعاعی چندربعی معکوس

های . در آزمایشایمبهره برده(، 00) ۀهای شپارد در رابطوزن ۀتابع موضعی کنند به عنوان ،W2 یعنی ، C2 فشرده وندلند

 ۀباز را در 𝜖 پارامتر شکل گزارش شده است. این مقادیر بهینه از ۀشده، خطاهای تقریب بر اساس مقدار بهین عددی انجام

شعاعی  ۀهای مبتنی بر توابع پایتوجه داشته باشید که دقت روش .کنیمجستجو می 0.05 با طول گام [0.05,12.00]

گذارد. ثیر میأشعاعی ت ۀبستگی دارد، که تغییر پارامتر شکل بر روی همواری تابع پای ایبه انتخاب پارامتر شکل توابع پایه

 شکل به کار رفته کوچک باشد. اما اینآید که پارامتر زمانی به دست می دقت برای مسائل هموار معمولاً ویژه، بهترین به

واحد  افرازروش  شود که عدد شرطی دستگاه خطی بسیار بزرگ شود. در عمل، حتی اگر عدد شرطیموضوع سبب می

و ( چپ)برای نقاط هالتون  شکل ایهای دایرههای منظم و نامنظم با قطعهواحد از دامنه . افراز1 شکل

 (.راست)یکنواحت 
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 افراز ثیر به سزایی بر دقت روشأمناسب ت باشد، انتخاب پارامترهای شکل سراسریشعاعی  ۀخیلی بهتر از روش توابع پای

 واحد دارد. 

 مشخص ۀمرحل سهبه کار رفته در  عددی الگوریتمشده در این مقاله،  سازی روش ارائهذکر مقدمات لازم در پیاده بعد از

 :شودبیان می

 برای 0 ۀمرحل :𝑖 = 1,…,𝑠  نویز گاوسی ،𝜉(𝒙) = 𝜎2𝛿𝑡𝑞(𝒙,𝒚) شود محلی تقریب زده میدر نقاط هم

 نویز گاوسی است. واریانسوتابع ک 𝜎2𝛿𝑡𝑞(𝒙,𝒚)تعداد تکرارها و  𝑠که 

 برای 4 ۀمرحل :𝑖 = 1,…,𝑠،𝒖𝑛  ی  با جایگذار (06) را به وسیله حل کردن دستگاه معادلات

[𝜉(𝒙𝑗) به ازای (𝑗 ∈ ℑ)]
𝑇

~𝒩(𝟎,𝑸)  به جای𝜉(𝒙) که آوریم به دست 

𝐐𝑖𝑗 = 𝜎2𝛿𝑡𝑞(𝒙𝑖,𝒙𝑗) 

𝑖,𝑗)به ازای  ∈ ℑ) گذاری مقدار سپس، با جای. است𝒖𝑛 توانیم جواب تقریبیمی(، 07) ۀدر رابط 𝒑 ۀاز معادل 

  ام را به دست آوریم. 𝑛 در گام زمانی ئیبا مشتقات جزتصادفی دیفرانسیلی 

 که  کنید : فرض3 ۀمرحل𝔼  ،𝐷𝑒𝑣  ،𝑈𝑝𝑝  و𝐿𝑜𝑤 4معیار انحراف میانگین، مانند 0آماری به ترتیب معیارهای، 

𝔼ارزیابی  .دهندنشان می گوییپیش برای را پایین کران و بالا کران (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗))  ،𝐷𝑒𝑣 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗))  ،

𝑈𝑝𝑝 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗))  و𝐿𝑜𝑤 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗))  دهیممیانجام به صورت زیر  3کارلو-تروش مونبا استفاده از را 

(08) 

𝔼 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) =
1

𝑠
∑ 𝑝𝑖

𝑛𝑇(𝒙𝑗)
𝑠

𝑖=1
,    

 

𝐷𝑒𝑣 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) = √
1

𝑠 − 1
∑ (𝑝𝑖

𝑛𝑇(𝒙𝑗) − 𝔼 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)))
2𝑠

𝑖=1
, 

 

𝑈𝑝𝑝 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) = 𝔼 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) + 1.96 𝐷𝑒𝑣 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) ,    
 

𝐿𝑜𝑤 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) = 𝔼 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) − 1.96 𝐷𝑒𝑣 (𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑗)) ,     

                                                           
0 Statistical 

4 Standard deviation 
3 Monte-Carlo 
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𝑇دهد، یعنی حداکثر گام زمانی را نمایش می 𝑇که  = 𝑡𝑚𝑎𝑥 = 𝑝𝑖و 1
𝑛𝑇 تقریبی، جواب𝑝𝑛𝑇 دیفرانسیلی  ۀاز معادل

  .استام  𝑖 سازیشبیهو  𝑇 در زمان ئیبا مشتقات جزتصادفی 

سائل م برای کنیم.می بررسی و سه بعدی یبعد دو تصادفی گرمای ۀمعادل حل برایرا  پیشنهادی روش کارایی ،در ادامه 

𝑠)سازی شبیه 0000از  ،مطرح شده =  انحراف و 0واریانس میانگین، مانند آماری معیارهای و کنیماستفاده می (1000

 م:کنیا استفاده میخطگیری از معیارهای زیر برای اندازه، روش به منظور بررسی دقت .شودمیو گزارش  محاسبه معیار

(07) 

𝐴𝐵𝑆(𝒙𝑖) = |𝔼(𝑝𝑛𝑇(𝒙𝑖)) − 𝑢(𝒙𝑖,𝑇)|,    

𝑀𝐴𝐸 = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑁𝐴𝐵𝑆(𝒙𝑖),       

𝑅𝑀𝑆 = √
1

𝑁
∑ (𝐴𝐵𝑆(𝒙𝑖))

2𝑁

𝑖=1
,       

 دهندرا نمایش می خطا میانگین مربعاتو  4یممسخطای مطلق ماک، خطای مطلقبه ترتیب  𝑅𝑀𝑆و  𝐴𝐵𝑆  ،𝑀𝐴𝐸که 

ارزیابی عدد شرطی مورد  ۀهمچنین، پایداری روش به وسیلبدون حضور نویز گاوسی است.  مورد انتظار جواب دقیق  𝑢و

(  𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦تنکی ) معیار .شودمحاسبه میافزار متلب در نرم  𝑐𝑜𝑛𝑑𝑒𝑠𝑡گیرد، که با استفاده از دستورمطالعه قرار می

 گراکنیم. می آن محاسبه هایدرایه تعداد کل به ضرایب ماتریس غیرصفر هایدرایه تعداد عنوان ماتریس ضرایب را به

𝜃هر مقدار  طور کلی برای به مقالهچه طرح تقریبی توصیف شده در این  ∈  حالت ادامه بر روی معتبر است، در [0,1]

𝜃 = 1  .معروف است 3نیکلسون-طرح کرانکشویم که به متمرکز می ⁄2

تحلیل  تجزیه و شده از دو منظر متفاوت است: از یک طرف، ئهبررسی عددی روش ارا ،هدف اساسی در این بخش

ساختار گیری از با بهره روش پایداری و یید دقتأبرنامه است و از طرف دیگر، ت 0کارآمدی روش بر اساس زمان اجرای

وش ر شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی را با ۀواحد توابع پای افرازمحلی علاوه، روش هماست. به تنک ماتریس ضرایب

و از رویکرد سراسری برخوردار  شده است ئهارا [47مرجع ]در  که محلی توابع پایه شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهیهم

 .کنیممقایسه می، است

  .هیمدقبل را، با جزئیات بیشتر مورد بررسی قرار میهای بخشمورد مطالعه در گرمای تصادفی  ۀلأمس مثال از سه ،در ادامه

 برگی شکل ۀمربع واحد و دامن ۀگرمای تصادفی بر روی دامن ۀحل معادل .3.1مثال

بر روی  3بخش در  ه شدهیارا گرمای تصادفیانجام شده برای معادله  هاینتایج عددی حاصل از آزمایش مثال در این

شرایط مرزی  شرایط اولیه و و 𝑓فرض کنید که تابع شده است.  ئه، ارابرگی شکل منظم مربعی و نامنظم نامحدبدامنه 

                                                           
0 Variance 
4 Maximum absolute error 

3 Crank and Nicolson 
0 CPU Time 
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مورد انتظار این معادله بدون حضور نویز گاوسی  تحلیلی ای در نظر گرفته شده است که جوابدر معادله به گونه ریکلهید

 به صورت زیر است:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑡) = 𝑡2(𝑒𝑥𝑝(𝑥 + 𝑦) + 𝑒𝑥𝑝(𝑦) sin(𝑥)). 

ست. در آن ا بالای پذیریانعطاف شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی ۀواحد توابع پای افراز،های اصلی روش یکی از مزیت

 طور کلی، یکپوشش دامنه انتخاب کنید. به ها را برایتعدادی از قطعه طور دلخواه بهدهد تا حقیقت، این طرح اجازه می

م کشود اما در عین حال از نظر محاسباتی میبا دقت کمتر منجر به نتایج تقریبی  بیشترهای قطعهتعداد پوشش با 

ای به کار هکه ارتباط میان تعداد قطعهبرای آناست.  خطیمعادلات به دلیل تنکی بیشتر دستگاه  امر. این است ترهزینه

گرمای  ۀبرای معادل تولید شده توسط طرح خود را ، ساختار تنکرایب را بهتر مشاهده کنیمضرفته و میزان تنکی ماتریس 

مشخص است، برای تعداد مراکز  تصاویرکه از این  طور. همانایمکرده ئهارا 4 در شکلمتفاوت  افرازدو  بر روی تصادفی

دی رح عدبه بهبود کارآمدی ط تنکی این افزایش که شودبیشتر می ها بیشتر باشد منجر به تنکیثابت، اگر تعداد قطعه

 .دهدکاهش می کند اما در عین حال دقت آن را نیزکمک می

 

 

 

 

𝟐𝟒 با یمربع ۀدامن یبر رو گرمای تصادفی ۀمعادل یساختار تنکی ماتریس ضرایب برا .2 شکل × 𝟓و یکنواخت  ۀنقط 𝟐𝟒 × 𝟓 

𝟑)چپ( و  ۀقطع × 𝝐 و 𝑰𝑴𝑸 با به کارگیری)راست(  ۀقطع 𝟑 = 𝟏. 𝟖𝟎 . 

ت شعاعی مبتنی بر تفاضلا ۀواحد تابع پای افرازمحلی روش همعملکرد از  مناسبیتجزیه و تحلیل  ،3و  4 هایدر جدول

 ئهارا [07مرجع ]در  شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی که ۀتابع پایسراسری را با روش  آن و شده است ئهمتناهی ارا

 یاگیریم و از تابع پایهتر، دو مجموعه از نقاط هالتون و یکنواخت را در نظر میطور دقیقایم. به، مقایسه کردهشده است

𝐼𝑀𝑄  ماکزیمم مطلقکنیم. خطای استفاده می خوددر ساختار تقریب (𝑀𝐴𝐸)، خطا مربعات میانگین (𝑅𝑀𝑆) زمان ،

و معیار تنکی  (𝐶𝑁) عدد شرطی (،06)بر حسب ثانیه برای حل دستگاه خطی و تنک ( 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒) اجرای برنامه

استفاده از ، ساختار تنک به دست آمده با 3این در شکل  بر علاوه .در این جداول گزارش شده استماتریس ضرایب 

ند. ارویکرد موضعی ارایه شده در این مقاله و ساختار شلوغ به دست آمده از رویکرد سراسری با یکدیگر مقایسه شده

و پایین  های بالاکران انحراف معیار، میانگین، خطای مطلق، دقیق مورد انتظار،جواب های از ، رویه0همچنین در شکل 

𝛿𝑡 تمام آزمایشات . درگزارش شده است های صورت گرفتهسازیبر اساس شبیه = 0.001 ، 𝑇 = 𝜎و  1 = در نظر   1

محلی تعداد نقاط هم 𝑁های به کار رفته بوده و تعداد قطعه 𝑀، 3و  4های لازم به ذکر است در جدول .گرفته شده است

 .هستند

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

41
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
31

 ]
 

                            17 / 30

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.413
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2912-en.html


 344                                                                                                      ...ی برا یبر تفاضلات متناه یمبتن یشعاع یۀروش افراز واحد توابع پا

 
 

𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پایافراز مقایسه بین روش  .2 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 ) و روش توابع پایه

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑰𝑴𝑸 مربعی برای  ۀمنبر روی دا گرمای تصادفی ۀبرای معادل

𝜹𝒕 نقاط یکنواخت با = 𝟎. 𝑻و   𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

√𝑁 √𝑀 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

16 2 1.35 5.38 × 10−3 2.60 × 10−3 1.68 3.54 × 10+01 5.16 × 10−1 

24 3 1.80 5.26 × 10−3 2.46 × 10−3 5.54 9.37 × 10+01 2.93 × 10−1 

32 4 2.85 4.88 × 10−3 1.63 × 10−3 15.84 1.94 × 10+02 1.88 × 10−1 

40 5 3.60 3.03 × 10−3 1.10 × 10−3 50.38 8.09 × 10+02 1.29 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

√𝑁 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

16 1.45 1.55 × 10−2 5.39 × 10−3 8.10 3.20 × 10+18 1 

24 2.40 1.36 × 10−2 4.95 × 10−3 31.49 7.49 × 10+17 1 

32 3.25 1.06 × 10−2 4.32 × 10−3 87.10 4.60 × 10+17 1 

40 4.25 8.70 × 10−3 3.68 × 10−3 331.88 3.03 × 10+17 1 

 

𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀبندی واحد توابع پایبین روش پارتیشن ۀمقایس .4 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 ) و روش

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی ۀتوابع پای − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑰𝑴𝑸 ۀبر روی دامن گرمای تصادفی ۀبرای معادل 

𝜹𝒕 با هالتونمربعی برای نقاط  = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

√𝑁 √𝑀 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

16 2 1.10 9.87 × 10−3 4.42 × 10−3 2.46 2.45 × 10+02 4.95 × 10−1 

24 3 1.85 3.44 × 10−3 1.57 × 10−3 5.51 1.23 × 10+05 2.85 × 10−1 

32 4 2.60 2.32 × 10−3 1.13 × 10−3 19.52 1.38 × 10+04 1.80 × 10−1 

40 5 3.25 2.04 × 10−3 1.06 × 10−3 51.02 2.95 × 10+04 1.24 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

√𝑁 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

16 1.30 1.06 × 10−2 3.94 × 10−3 8.73 9.53 × 10+17 1 

24 2.25 9.31 × 10−3 3.79 × 10−3 34.00 6.99 × 10+17 1 

32 3.05 9.13 × 10−3 3.58 × 10−3 106.50 1.06 × 10+18 1 

40 3.85 8.69 × 10−3 3.44 × 10−3 397.61 6.75 × 10+17 1 
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𝟒𝟎 با مربعی دامنه روی بر گرمای تصادفی معادله برای ضرایب ماتریس تنکی ساختار. 4 شکل × 𝟓و  یکنواخت نقطه 𝟒𝟎 × 𝟓 

𝑹𝑩𝑭ی )واحد توابع پایه شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه افرازاستفاده ازروش  با قطعه − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 )و روش توابع پایه ( )چپ

𝑹𝑩𝑭) تفاضلات متناهی شعاعی مبتنی بر − 𝑭𝑫کارگیری به ( )راست( و با 𝑰𝑴𝑸  ،𝜹𝒕 = 𝟎. 𝑻و   𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

ی شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پای افرازروش )توان نتیجه گرفت: از یک سو، دقت دو روش از این نتایج می

زمان  ردیکسان است، اما از سوی دیگر، یک کاهش قابل توجه  تقریباً (متناهی تفاضلات شعاعی مبتنی بر ۀو روش توابع پای

شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی  ۀواحد توابع پایافراز برای روش و معیار تنکی ماتریس ضرایب  عدد شرطی ،اجرای برنامه

ده در این ه شئبنابراین رویکرد موضعی ارا شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی حاصل شده است. ۀدر مقایسه با روش توابع پای

علاوه چیدمان یکنواخت و هالتون به طور قابل توجهی افزایش داده است.مقاله با حفظ دقت روش، پایداری و کارایی آن را به

 .روش فارغ از نوع چیدمان نقاط استاند، که این امر بیانگر عملکرد مطلوب ه نتایج تقریباً مشابهی منجر شدهب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

گرمای  معادلۀ پایین و بالا برای هایکران انحراف معیار، میانگین، خطای مطلق، دقیق مورد انتظار،جواب های رویه .3 شکل

𝟒𝟎 با مربعی دامنۀ روی بر تصادفی × 𝟓و  یکنواخت نقطه 𝟒𝟎 × 𝑰𝑴𝑸  ،𝜹𝒕 کارگیری به قطعه با 𝟓 = 𝟎. 𝑻و   𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 
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 بنامحد ۀروی دامن را بر گرمای تصادفی ۀنامنظم، معادل ۀ، به منظور بیان کارآمدی روش پیشنهادی بر روی دامنادامهدر 

به صورت   ،𝛺 ، نامنظم ۀدامن کنیم. مرز ایننشان داده شده است، حل می (میانینمودارهای ) 0که در شکل  برگی شکل

 :شودزیر تعریف می

𝜕𝛺 = {(𝑟,𝜃) |𝑟(𝜃) = 1 +
1

10
(sin(6𝜃) + sin(3𝜃))}. 

استفاده شده است. [ 48] پوشانی پیشنهاد شده در مرجعای شکل، از طرح همهای دایرهبه منظور پوشش دامنه با قطعه

𝑅𝐵𝐹 آمده از روشنتایج به دست  ،0 ولدر جد − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 نامنظم با روش سراسری ۀبر روی دامن 𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

که نتایج برای چیدمان از آنجایی .مقایسه شده است 𝐼𝑀𝑄ی برای چیدمان نقاط یکنواخت با به کارگیری تابع پایه شعاع

 .ایمباشد از ذکر نتایج آن صرف نظر کردههالتون نیز مشابه چیدمان یکنواخت می

𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پای افرازبین روش  ۀمقایس .3 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 ) و روش

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی ۀتوابع پای − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑰𝑴𝑸 بر روی  گرمای تصادفی ۀبرای معادل

𝜹𝒕 برای نقاط یکنواخت با نامحدب ۀدامن = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

𝑁 𝑀 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

289 6 0.80 1.28 × 10−2 3.99 × 10−3 2.89 9.97 × 10+01 4.32 × 10−1 

639 10 1.35 1.08 × 10−2 3.88 × 10−3 9.12 3.20 × 10+02 3.73 × 10−1 

1119 18 1.65 9.87 × 10−3 3.15 × 10−3 19.94 7.04 × 10+02 1.96 × 10−1 

1729 27 2.30 9.10 × 10−3 2.39 × 10−3 70.54 6.39 × 10+02 1.41 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

𝑁 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

289 0.90 1.55 × 10−2 5.92 × 10−3 9.93 5.36 × 10+17 1 

639 1.45 1.42 × 10−2 4.69 × 10−3 36.64 3.20 × 10+18 1 

1119 2.05 1.23 × 10−2 3.51 × 10−3 109.13 2.24 × 10+17 1 

1729 2.60 1.03 × 10−2 2.10 × 10−3 426.38 1.31 × 10+17 1 

 

 میانگین، مانند آماری خطای مطلق و  معیارهای دقیق مورد انتظار،جواب هایی از رویه 7و  6، 5های شکل درعلاوه،  هب

)نمودارهای سمت  نقاط یکنواختچیدمان  های به دست آمده بر اساسجواب برای بالا و پایین را هایکران انحراف معیار،

 ایم.گزارش کردهراست( و هالتون )نمودارهای سمت چپ( 
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𝑻 رایب نامحدب دامنه روی بر گرمای تصادفی معادله برای مورد انتظار دقیقجواب  رویه .4 شکل = 𝟏. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

هالتون  نقطه 1442 با نامحدب دامنه روی بر گرمای تصادفی معادلهجواب  خطای مطلق برای های میانگین، انحراف معیار ورویه .4 شکل

𝑰𝑴𝑸  ،𝜹𝒕 کارگیری به با و قطعه 24 با استفاده از)راست( یکنواخت  نقطه 1424 باو )چپ(  = 𝟎. 𝑻و   𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 
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 باو )چپ(  هالتون ۀنقط 𝟏𝟕𝟔𝟐 با نامحدب ۀدامن روی بر گرمای تصادفی ۀمعادلجواب  پایین و بالا برای های کرانرویه . 4 شکل

𝑰𝑴𝑸  ،𝜹𝒕 کارگیری به قطعه با 𝟐𝟕 با استفاده از)راست( یکنواخت  ۀنقط 𝟏𝟕𝟐𝟗 = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

 ای شکلدایره ۀدامنگرمای تصادفی بر روی  ۀمعادل .3.2مثال 

بر روی  3بخش در  ه شدهیارا گرمای تصادفیانجام شده برای معادله  هاینتایج عددی حاصل از آزمایش مثال در این 

شرایط مرزی  شرایط اولیه و و 𝑓فرض کنید که تابع ه شده است. ی، ارا(نمودارهای پایینی ،0)شکل دامنه دایره واحد 

مورد انتظار این معادله بدون حضور نویز گاوسی  تحلیلی ای در نظر گرفته شده است که جوابدر معادله به گونه ریکلهید

 به صورت زیر است:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑡) = (sin (
𝜋𝑥

6
) 𝑠𝑖𝑛 (

7𝜋𝑥

4
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋𝑦

4
) 𝑠𝑖𝑛 (

5𝜋𝑦

4
)) 𝑒𝑥𝑝(𝑥 + 𝑡). 

𝑅𝐵𝐹 موضعی شنتایج به دست آمده از رو 6 و 5 در جداول  − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 نامنظم دایره واحد با روش  ۀبر روی دامن

𝑅𝐵𝐹 سراسری − 𝐹𝐷 شعاعی ۀبرای هر دو چیدمان نقاط یکنواخت و هالتون با به کارگیری تابع پای 𝑀4  مقایسه شده

انحراف  میانگین، مانند آماری معیارهای خطای مطلق و دقیق،جواب هایی از رویه 01و  7 ،8 هایشکل در علاوه،هباست. 

)نمودارهای سمت راست( و  نقاط یکنواختچیدمان  دست آمده بر رویه نتایج ب برای بالا و پایین را هایکران معیار،

  ایم.گزارش کردههالتون )نمودارهای سمت چپ( 
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𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پای افرازبین روش  ۀمقایس: 4 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 )ۀو روش توابع پای 

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑴𝟒  دایره  نامنظمبر روی دامنه  گرمای تصادفیبرای معادله

𝜹𝒕 برای نقاط یکنواخت با واحد = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

𝑁 𝑀 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦  

283 5 0.05 2.28 × 10−2 5.96 × 10−3 2.27 4.20 × 10+00 4.36 × 10−1 

621 12 0.10 1.21 × 10−2 3.83 × 10−3 7.70 4.61 × 10+00 2.94 × 10−1 

1088 16 0.10 6.34 × 10−3 2.86 × 10−3 20.65 8.43 × 10+00 2.75 × 10−1 

1645 25 0.10 4.81 × 10−3 2.40 × 10−3 56.71 3.88 × 10+01 1.65 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

𝑁 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

283 0.05 4.21 × 10−2 1.44 × 10−2 7.03 1.96 × 10+16 1 

621 0.10 4.02 × 10−2 1.38 × 10−2 33.59 6.60 × 10+15 1 

1088 0.10 3.71 × 10−2 1.20 × 10−2 94.11 6.35 × 10+16 1 

1645 0.10 2.38 × 10−2 1.18 × 10−2 262.89 1.91 × 10+18 1 

 

𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پای افرازبین روش  ۀمقایس: 4 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 )ۀو روش توابع پای 

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑴𝟒  دایره  نامنظمبر روی دامنه  گرمای تصادفیبرای معادله

𝜹𝒕 با هالتونبرای نقاط  واحد = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

𝑁 𝑀 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

298 5 0.05 3.28 × 10−2 9.47 × 10−3 1.59 2.14 × 10+01 4.40 × 10−1 

636 12 0.10 8.89 × 10−3 3.71 × 10−3 5.73 1.33 × 10+01 2.95 × 10−1 

1109 16 0.10 7.25 × 10−3 3.49 × 10−3 24.24 2.87 × 10+01 2.73 × 10−1 

1709 25 0.10 6.11 × 10−3 3.05 × 10−3 60.07 1.47 × 10+02 1.64 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

𝑁 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

298 0.05 3.58 × 10−2 1.50 × 10−2 8.20 9.54 × 10+16 1 

636 0.10 2.84 × 10−2 1.20 × 10−2 37.34 2.04 × 10+16 1 

1109 0.10 1.31 × 10−2 5.70 × 10−3 123.44 1.27 × 10+17 1 

1709 0.15 1.03 × 10−2 5.18 × 10−3 404.17 4.96 × 10+16 1 
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𝑻 براینامنظم دایره واحد  دامنه روی بر گرمای تصادفی معادله برای مورد انتظار دقیقجواب  ۀروی:  4 شکل = 𝟏. 

 

 

 

 

 

 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1444 با واحد دایره نامنظم دامنه روی بر تصادفی گرمای معادله جواب برای مطلق خطای و معیار انحراف میانگین، هایرویه. 4 شکل

𝑴𝟒  ،𝜹𝒕 کارگیری به با و قطعه 24 از استفاده با( راست) یکنواخت نقطۀ 1434 با و( چپ) هالتون نقطۀ = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 
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 باو )چپ(  هالتون ۀنقط 𝟏𝟕𝟎𝟗 بانامنظم دایره واحد  ۀدامن روی بر گرمای تصادفی ۀجواب معادل پایین و بالا برای کران .14 شکل

𝑴𝟒  ،𝜹𝒕 کارگیری به قطعه و با 𝟐𝟓)راست( با استفاده از یکنواخت  ۀنقط 𝟏𝟔𝟒𝟓 = 𝟎. 𝑻و  𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

واحد توابع پایه شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی  افرازروش )دقت دو روش ، اگرچه توان نتیجه گرفتنتایج میاز این 

 ردیکسان است، اما از سوی دیگر، یک کاهش قابل توجه  تقریباً (متناهی تفاضلات شعاعی مبتنی بر ۀو روش توابع پای

ت شعاعی مبتنی بر تفاضلا ۀواحد توابع پای افرازبرای روش و معیار تنکی ماتریس ضرایب  عدد شرطی ،زمان اجرای برنامه

تایج بنابراین با حفظ دقت ن شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی حاصل شده است. ۀمتناهی در مقایسه با روش توابع پای

جهی افزایش یافته است. این امر به ویژه طور قابل تو در رویکرد سراسری، پایداری و کارایی روش در رویکرد موضعی به

 به شد.ثر باؤتواند بسیار مها همراه هستند، میسازیای از شبیهفرانسیل تصادفی که با حجم گستردهدر حل معادلات دی

ز ااند، که این امر بیانگر عملکرد مطلوب روش فارغ مشابهی منجر شده علاوه چیدمان یکنواخت و هالتون به نتایج تقریباً

ای شکل و در بخش گذشته بر روی دایره ۀچه در این فصل بر روی دامنهمچنین مطابق آن نوع چیدمان نقاط است.

 له به خوبی آشکار است.أحل مس ۀبرگی شکل مشاهده شد، عملکرد مطلوب روش فارغ از شکل ناحی ۀدامن

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

41
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
31

 ]
 

                            25 / 30

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.413
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2912-en.html


 344                                                                                                      ...ی برا یبر تفاضلات متناه یمبتن یشعاع یۀروش افراز واحد توابع پا

 
 

 مکعب واحد ۀگرمای تصادفی بر روی دامن ۀ. معادل3.4مثال 

عب مک ۀروی دامن را برسه بعدی  گرمای تصادفی ۀ، معادلابعاد بالا بیان کارآمدی روش پیشنهادی بر رویبه منظور 

ر د ه شدهئارا گرمای تصادفی ۀانجام شده برای معادل هاینتایج عددی حاصل از آزمایش مثال در این کنیم.، حل میواحد

ریکله یشرایط مرزی د شرایط اولیه و و 𝑓فرض کنید که تابع ه شده است. ی، اراکعب واحدممنظم  ۀبر روی دامن 3بخش 

مورد انتظار این معادله بدون حضور نویز گاوسی به صورت  تحلیلی ای در نظر گرفته شده است که جوابدر معادله به گونه

 زیر است:

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑒𝑥𝑝 (−
𝜋2𝑡

3
) sin (

𝜋

3
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)) + 𝑥𝑦𝑧. 

𝑅𝐵𝐹 از روشنتایج به دست آمده  8و  7 ولادر جد − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 با روش سراسری مکعب واحدمنظم  ۀبر روی دامن 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 ی شعاع ۀبا به کارگیری تابع پای و هالتون برای چیدمان نقاط یکنواخت𝐼𝑀𝑄 مقایسه شده است. 

های تراز به ازای برخی هایی که رسم تابع جواب در ابعاد بالا با آن مواجه است، تنها به رسم برخی رویهبا توجه به چالش

𝒛از مقادیر خاص از متغیرها اکتفا شده است که در اینجا  = در نظر گرفته شده است. به علاوه ماتریس عملیاتی و  𝟏

 هایی از جواب دقیق، رویه04و  00های علاوه، در شکلارش شده است. بهها در آن به خوبی گزنحوه تنک شدن درایه

های به دست آمده و ساختار تنکی ین برای جوابهای بالا و پایکران معیارهای آماری مانند میانگین،و  مورد انتظار

 ایم.اساس چیدمان نقاط یکنواخت گزارش کردهماتریس ضرایب را بر 

 

𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پای افرازبین روش  ۀمقایس .4 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 )ۀو روش توابع پای 

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑰𝑴𝑸 مکعب واحد ۀمنبر روی دا گرمای تصادفی ۀبرای معادل 

𝜹𝒕 برای نقاط یکنواخت با = 𝟎. 𝑻و   𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

√𝑁
3

 √𝑀
3

 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

8 2 0.55 8.17 × 10−2 2.41 × 10−2 5.18 9.25 × 10+01 3.04 × 10−1 

12 3 1.00 7.61 × 10−2 2.41 × 10−2 52.90 8.81 × 10+02 1.22 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

√𝑁
3

 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

8 1.20 1.28 × 10−1 3.26 × 10−2 31.79 1.79 × 10+17 1 

12 1.90 1.07 × 10−1 2.87 × 10−2 382.21 8.84 × 10+17 1 
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𝑹𝑩𝑭ی )شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناه ۀواحد توابع پای افرازبین روش  ۀمقایس: 4 جدول − 𝑷𝑼 − 𝑭𝑫 )ۀو روش توابع پای 

𝑹𝑩𝑭) شعاعی مبتنی بر تفاضلات متناهی − 𝑭𝑫 )با استفاده از 𝑰𝑴𝑸 مکعب واحد ۀبر روی دامن گرمای تصادفی ۀبرای معادل 

𝜹𝒕 با هالتونبرای نقاط  = 𝟎. 𝑻و   𝟎𝟎𝟏 = 𝟏. 

𝑅𝐵𝐹 − 𝑃𝑈 − 𝐹𝐷 

√𝑁
3

 √𝑀
3

 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

8 2 1.30 1.15 × 10−1 3.24 × 10−2 5.60 1.80 × 10+05 3.11 × 10−1 

12 3 2.45 1.02 × 10−1 2.71 × 10−2 60.50 3.56 × 10+04 1.20 × 10−1 

𝑅𝐵𝐹 − 𝐹𝐷 

√𝑁
3

 𝜖 𝑀𝐴𝐸 𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐶𝑁 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦 

8 1.55 1.46 × 10−2 3.50 × 10−2 35.20 3.07 × 10+17 1 

12 2.65 1.05 × 10−1 2.33 × 10−2 380.03 2.17 × 10+17 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 معادلۀ پایین و بالا برای هایکران انحراف معیار، میانگین، خطای مطلق، دقیق مورد انتظار،جواب های رویه .11 شکل

𝟏𝟐 مکعب واحد با دامنۀ روی بر گرمای تصادفی × 𝟏𝟐 × 𝟑و  یکنواخت نقطۀ 𝟏𝟐 × 𝟑 ×  کارگیری به قطعه با 𝟑

𝑰𝑴𝑸  ،𝜹𝒕 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 ،𝒛 = 𝑻و   𝟏 = 𝟏. 
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 ادفیگرمای تص ۀشود که نتایج به دست آمده رفتاری مشابه با حل معادلمی ا تجزیه و تحلیل این آزمایشات، مشاهدهب

سه بعدی )مکعب  ۀچه در این فصل بر روی دامنمطابق آن . همچنینبیان شد، دارند که قبلاً دو بعدی ۀبر روی دامن

دو بعدی مشاهده شد، عملکرد مطلوب روش برای مسائل در ابعاد بالا به خوبی  ۀواحد( و در بخش گذشته بر روی دامن

 آشکار است.

گیرینتیجه  

 با دیفرانسیل ۀمعادل حل برای متناهی تفاضلات بر مبتنی شعاعی ۀپای ابعت واحد افراز محلیهم روش مقاله، این در

در  .گرفت قرار بررسی مورد شوند،می ظاهر مهندسی کاربردهای و مختلف علوم در کهسهموی  تصادفیی ئجز مشتقات

حد وا افرازاین ساختار برای تقریب در راستای زمان از تقریب تفاضلات متناهی و در راستای مکان از تقریب موضعی 

 ۀر معادلفرایند وینر موجود د ،سازی نسبت به زمانکارگیری گسسته . بعد از بهشدشعاعی استفاده  ۀمبتنی بر توابع پای

محلی و در هر گام زمانی تقریب . میدان گاوسی حاصل نیز در نقاط همشودمیدان گاوسی تبدیل مییک تحت بررسی به 

یک  محاسباتی ۀهزین لحاظ از روش موضعی ندهد اینشان می های محاسباتیسازیاز شبیه حاصلنتایج شود. زده می

 بالای دقت از که است حالی در این ،استو از پایداری بالاتری برخوردار  ای بر روش سراسری داردملاحظه قابل برتری

 است. برخوردار شعاعی همچنان ۀپای توابع سراسری روش
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