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Introduction 

One of the most important topics in statistics is regression analysis, which 

examines the relationship between independent and dependent variables. 

According to the type of function that expresses the relationship between two 

independent variables and the response, regression is divided into two 

categories: parametric regression and non-parametric regression. In non-

parametric regression, the relationship between the independent variables and 

the response is expressed through an unknown function and is of particular 

importance due to the initial preconditions. 

One of the important tools in estimating the regression function is the wavelet. 

Wavelet is considered as an analytical tool in signal processing and 

mathematical functions, and it has the ability to solve related problems in 

applied mathematics. For the first time, Donoho and Johnstone (1992) used 

wavelets in statistical research. Much of the advanced mathematical and 

statistical material of wavelet theory is given in Chui’s book (1992). 

Material and methods 

In this scheme, the wavelet threshold estimation of semiparametric regression 

model with correlated errors with having Gaussian distribution is determined 
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and the convergence ratio of estimator computed. To evaluate the wavelet 

threshold estimation, the block function and sinusoidal function are used as 

objective functions and using the simulation method the average of mean square 

error and standard deviation. Also, the wavelet semiparametric regression 

model has been fitted to data on the growth rate of the teeth. 

Results and discussion 

The purpose of this article is to estimate the wavelet threshold of the 

semiparametric regression function with dependent errors and Gaussian 

distribution. The wavelet estimator always has a lower mean square error than 

the wavelet kernel estimator. Also, by increasing the number of observations of 

the sampling function, the accuracy of the wavelet estimator increases 

compared to the wavelet kernel estimator, and the error rate of the wavelet 

estimator tends to zero faster. In addition, the wavelet estimator always has a 

lower standard error than the wavelet kernel estimator. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The wavelet threshold estimator of the semiparametric regression 

function was investigated and its convergence rate was calculated.  

 In order to evaluate the proposed estimator, sinusoidal and block 

functions were used as objective functions and by using simulation, it 

was shown that the average mean square of the errors obtained by the 

wavelet threshold method is lower than the average mean square of 

the errors obtained by the wavelet kernel method. 

  According to the property of wavelet and scale bases, the wavelet 

threshold method estimates sharp and jump points better than other 

methods and has an acceptable convergence rate.  

How to cite: Karamikabir, H., Afshari, M., Bazyari, A., (2022) Wavelet Threshold Estimator of Semiparametric 

Regression Function with Correlated Errors. Mathematical Researches, 8 (3), 180-205 
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های اخیر در علم آمار بسیار های مفید در ریاضی است که در سالموجکی یکی از تکنیک تحلیل

مورد استفاده قرار گرفته شده است. در این مقاله، ضمن معرفی تبدیل موجک، برآورد آستانه موجک 

شده و سپس نرخ همگرایی برآوردگر محاسبه پارامتری با خطاهای همبسته تعیین تابع رگرسیون نیمه

شود. برای ارزیابی برآوردگر آستانه موجک، از دو تابع سینوسی و تابع بلوکی به عنوان توابع هدف می

سازی، متوسط میانگین مربع خطا و مقدار انحراف معیار این ا استفاده از شبیهباستفاده خواهد شد و 

 دست آمده با روش هستهه خطاها و مقادیر انحراف معیارهای ببرآوردگر با متوسط میانگین مربعات 

 پارامتری موجکیبع رگرسیون نیمهبرای ارزیابی روش ارائه شده، تاشوند. همچنین موجک مقایسه می

 .های مربوط به میزان رشد دندان برازش داده شده استبر روی داده

  
 

 

های پژوهش .همبسته خطاهای با پارامترینیمه رگرسیون تابع موجک آستانۀ برآوردگر (.1401)بازیاری، ابوذر؛ ؛ محمود، افشاری ؛حمید ،کرمی کبیر: استناد
 .180-202(، 3) 8، ریاضی

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه. 1

دازد. پراست که به بررسی ارتباط بین متغیرهای مستقل و وابسته می 1یکی از مهمترین مباحث علم آمار تحلیل رگرسیون 

و  2کند به دو دسته رگرسیون پارامتریرگرسیون با توجه به نوع تابعی که ارتباط بین دو متغیر مستقل و پاسخ را بیان می

شود. در رگرسیون ناپارامتری ارتباط بین متغیرهای مستقل و پاسخ از طریق تابعی مجهول میتقسیم  3رگرسیون ناپارامتری

های اولیه از اهمیت خاصی برخوردار است. هدف از این مقاله برآورد آستانه دلیل پیش شرط شود و بهبیان می fمانند

 .استو دارای توزیع گوسین  5با خطاهای وابسته پارامترینیمهتابع رگرسیون  4موجک

بندی ها و تابعی در پردازش سیگنالتحلیلاست. موجک ابزاری  6یکی از ابزارهای مهم در برآورد تابع رگرسیونی، موجک

انی م. اگر سیگنال، نمایشی از تابع زاستشود و در ریاضیات کاربردی توانایی حل مسایل مربوطه را دارا ریاضی محسوب می

دهد، چیزی که پیش از این می هئارابندی مناسب و کارایی را در هر دو زمینه مقیاسی و مکانی  باشد، آنگاه موجک موقعیت

ز یک محدودیت در استفاده ا برآورد توابع دارد ولی آنالیز فوریه نقش اساسی در پذیر نبود. برای تبدیل سری فوریه امکان

در دامنه فرکانس، نیاز به تمام مقادیر تابع بر روی اعداد حقیقی  دست آوردن برآورد تابع تبدیل فوریه این است که برای به

تواند خاصیت کران موضعی را در همزمان نمی لذا . منظور باید مقدار تابع در یک محدوده را داشته باشیماست. برای این 

در روش تبدیل فوریه، قادر خواهیم بود تعیین کنیم که یک فرکانس در به عبارت دیگر  نه زمان و فرکانس داشته باشد.دام

چه مکان یا  زمان از تابع  اصلی به وقوع پیوسته است، ولی  اطلاعات ناچیزی راجع به  مقدار فرکانس سیگنال اصلی خواهیم 

  داشت و بالعکس.

توانند دارای محمل ها است، توابع موجک میهای متعامد که اساس کار موجکهای پایهویژگی دلیل در تبدیل موجک به

متناهی در دامنه زمان باشند و همزمان خاصیت کران موضعی را در دامنه فرکانس داشته باشند و یا در مقابل، دارای محمل 

، موجک تبدیل اشته باشند. این خصوصیت ممتاز متناهی در دامنه فرکانس بوده و خاصیت کران موضعی در دامنه زمان د

بنابراین تبدیل موجک هم دارد. سازی اطلاعات های متناوب پنهان، فشردهدر تشخیص نقاط پرش، تحلیل دوره خوبینتایج 

 هایاین تبدیل نه تنها مقدار فرکانس در حوزه زمان و هم در حوزه فرکانس دارای رزولوشن بالایی است به عبارت دیگر 

دند. پیونها در چه زمانی از سیگنال به وقوع میکند که آن فرکانسکند، بلکه تعیین میموجود در سیگنال را مشخص می

مانی و بندی کرد و اطلاعات زها نیز تابعتوان با استفاده از موجکبطور کلی هر تجزیه و تحلیل مبتنی بر تبدیل فوریه را می

 دست آورد.ه مکانی بیشتری ب

                                                      
1 Regression analysis 
2 Parametric regression 
3 Nonparametric regression 
4 Wavelet threshold estimation 
5 Corroleted errors 
6 Wavelet 
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های علوم مختلف از جمله آمار داشته است. اولین بار ها کاربرد فراوانی در بسیاری از زمینههای اخیر، نظریه موجکلدر سا

یشرفته ریاضی و آماری نظریه بکار بردند. بسیاری از مطالب په موجک را در تحقیقات آماری ب( 1۹۹2داناهو و جانستون )

ه شده ئری از این ابزار در علم آمار اراافزایش توجه به موجک، کاربردهای بیشت( آمده است. با 1۹۹2موجک در کتاب چوی )

 اشاره کرد.( 2۰۰۹و ویداکویک )( 2۰۰۲توان به آنتونیودیس )که به عنوان برخی از کارهای کلی در این زمینه می

انجام شده است. در زمینه برآورد تابع  R افزار ( با استفاده از نرم2۰11های موجکی توسط نسون )بسیاری از روش

، (2۰۰5، واسرمن و گنووس )(1۹۹6توان به هال و پاتیل )ها تحقیقات فراوانی انجام گرفته که میرگرسیون بر اساس موجک

 .( اشاره کرد2۰1۲و افشاری و همکاران ) (2۰۰۲دوستی و همکارن )

تابع رگرسیون ناپارامتری را معرفی کردند. آبرامویچ و بنجامین )  ۲غیرخطی( برآوردگرهای موجک 1۹۹5داناهو و جانستون )

سازی های آستانههای چندگانه در نظر گرفتند و محدودیترا به عنوان روش آزمون فرضیه ۲( آستانه ضرایب موجک1۹۹6

های ای موجک را با دادهی آستانه( برآوردگرها1۹۹6نشان دادند. اوجدن و پارزن )  ۹سازیغیرسازگار را با استفاده از شبیه

برای  1۰( برآوردگرهایی را بر اساس روش اعتبارسنجی متقابل1۹۹۲وابسته مورد مطالعه قرار دادند. جانسون و سیلورمن )

ای بلوک موجک را در تابع رگرسیون ( برآوردگر آستانه2۰۰1آوردند. کای و سیلورمن )دست ه بانتخاب پارامتر آستانه 

محاسبه و نشان دادند که برآوردگر پیشنهادی ویژگی یک برآوردگر خوب شامل نااریبی و سازگاری را دارا است. ناپارامتری 

محاسبه  11گوسین هاینوفههای با ( برآوردگر موجکی تابع رگرسیون ناپارامتری را با وجود داده2۰۰1آنتونیادیس و همکاران )

 .برآوردگر انقباضی مقایسه کردندها، برآوردگر موجک را با و برای این داده

( 2۰۰۲توجه کردند. برای مثال، گاناز ) 12پارامترینیمههمچنین برخی از نویسندگان به برآورد موجک در تابع رگرسیون 

جزیی با ضرایب رگرسیونی مجهول محاسبه و نیز نتایج کلی را برای  پارامترینیمهبرآورد آستانه موجک را در تابع رگرسیون 

 آمده بادست ه ببه مقایسه بین برآوردگر  سازیشبیهمطالعه  آورد. همچنین با استفاده ازدست ه بنمونه بزرگ،  اندازه

در رگرسیون ناپارمتری، روزبه و کفاکی  13( با استفاده از برآورد ستیغی2۰۰5همچنین هو ) .برآوردگرهای دیگر پرداخت

( با استفاده 2۰16هی و سورینی )و  14های دوم پیراستهکمترین توان( با استفاده از رگرسیون استوار از طریق روش 52۰1)

  پرداختند.  مسألهپارامتری به بررسی این در رگرسیون نیمه 15بستهعاز راهکار به کار بردن نوعی درستنمایی جم

                                                      
7 Nonlinear wavelet estimators 
8 Thresholding of wavelet coefficients   
9 Simulation 
10 Cross-validation 
11 Gaussian noise   
12 Semiparametric regression models   
13 Ridge estimation 
14 Least trimmed squares estimator 
15 Integrated likelihood 
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وابستگی ضعیف بین  ای از خطاهای همگرا بارا تحت دنباله پارامترینیمه( برآورد موجک در تابع رگرسیون 2۰۰۲لی و وو )

از روش  پارامترینیمه( برای یافتن برآوردهای موجک پارامترها در تابع رگرسیون 2۰1۰ها محاسبه کردند. زو و لین )آن

 هبهای گیری افرون محاسبه و سپس همگرایی آمارهاسترپ را با روش بازنمونههای بوتاستفاده کردند. آماره 16استرپبوت

 پارامترینیمهبرآوردگرهای موجک در تابع رگرسیون  1۲( نرخ همگرایی2۰12بررسی قرار دادند. هوو و وو )آمده را مورد دست 

( قضیه حد مرکزی را برای برآوردگرهای موجک در تابع 2۰12با خطاهای همبسته را مورد بررسی قرار دادند. نیو و لیو )

های مجانبی ( به بررسی ویژگی2۰13دادند. ژو و لین ) با خطاهای همبسته مورد مطالعه قرار پارامترینیمهرگرسیون 

( برآورد موجکی خطاها 2۰1۲با خطاهای همبسته پرداختند. یالاز ) پارامترینیمههای رگرسیون برآوردگرهای موجک در تابع

 .ر دادرد بررسی قرامو سازیشبیه نتایج را با را با فرض معلوم بودن توزیع خطاها محاسبه و پارامترینیمهدر تابع رگرسیون 

ه زدایی پرداختنوفهدر بخش دوم مقاله، به معرفی آستانه موجک، مقدار آستانه و نحوه استفاده از این روش در برآوردیابی و 

که با فرض این پارامترینیمهه شده است. در بخش سوم، تابع رگرسیون ئوردگر هسته موجک مدل رگرسیون اراشده و برآ

خطاها همبسته و دارای توزیع گوسین باشند، برآورد آستانه موجک محاسبه و نرخ همگرایی برآوردگر در قالب چند لم و 

شود. در بخش چهارم، برای ارزیابی روش پیشنهادی، از دو تابع سینوسی و تابع بلوکی به عنوان توابع هدف قضیه بیان می

آمده با روش دست ه بو مقدار انحراف معیار  1۲متوسط میانگین مربع خطا سازیشبیه اده ازاستفاده خواهد شد و با استف

موجک مقایسه  آمده با روش هستهدست ه بآستانه موجک با متوسط میانگین مربعات خطاها و مقادیر انحراف معیارهای 

زان های مربوط به میموجکی بر روی داده پارامترینیمهشوند. در بخش پنجم، به عنوان یک مثال کاربردی، تابع رگرسیون می

شده است. لازم به ذکر است که تمام محاسبات انجام شده  هئاراگیری شود. در نهایت بحث و نتیجهرشد دندان برازش داده می

 و همچنینای شامل مقدار میانگین متوسط خطا و انحراف استاندارد میانگین مربع خطا برای برآوردگرهای موجکی و هسته

 .انجام شده است R افزاررسم نمودارها با استفاده از نرم

 

 گذاریهای آستانهآستانه موجک و روش. 2

 هها ابزاری قابل انعطاف با محتوای غنی ریاضی هستند که در تجزیه و تحلیل یک تابع نوسانی از زمان و مکان بموجک 

د تصویر شونای از توابع پایه که موجک نامیده میسیگنال( بر روی دسته روند. در تجزیه موجکی، موجک اصلی )تابع یاکار می

گیرد. موجک تابعی با میانگین صفر است شده و با استفاده از حاصل ضرب موج اصلی و تابع موجک، تجزیه موجکی انجام می

)شود. اساس موجک از موجک پدرکه بسط بر اساس انتقال و اتساع آن انجام می )  و موجک مادر( )   تشکیل شده که

                                                      
16 Bootstrap approach   
17 Convergence ratio   
18 Average of mean square error 
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  هایدهند و به فرمها و انحرافات را نشان میترتیب روند کلی دادهبه

1
1 0 <

2

1 0 < 11
( ) = 1 < 1 ( ) =

02

0

x

x
x x x

ا اه رج اي س

ا اه رج اي س

 







  






 

0j می باشند. برای هر   و= 0,1, ,2 1jk  توابعهای مقیاسی ، انتقال  و  به صورت  

/2 /2

, ,( ) = 2 (2 ), ( ) = 2 (2 ),j j j j

j k j kx x k x x k      (1) 

)شوند. توابعتعریف می  )x  ،( )x ، , ( )j k xو , ( )j k x توانند در برآورد توابع هستند، میوارهای ثابت که قطعه

j, ثابت j استفاده شوند و برای هر k های نسلرا موجک j گویند. اگر برای هر مقدارام میj Z  ،

 ,= { , }j j kV Span k Z  منظور ازباشد، که Span فضای تولید شده است، آنگاه jV ای از فضاهای ها دنباله

1j تودرتو به صورت jV V  خواهند بود. 

1 اگر  .1تعریف  2, ,..., nv v v بردارهایی از فضای برداری V طوری که هر بردار دلخواهی درباشند، به V  به صورت

,...,1 ترکیب خطی از بردارهای nv v  شود که این بردارها فضای برداریمیقابل بیان باشد، آنگاه گفته V را تولید 

Spanکنندمی. 

گویند، هرگاه بر هم عمود باشند یا به عبارت دیگر دو بردار متعامدند، اگر و  1۹را متعامد v و u دو بردار  .2تعریف 

u را با نماد v و u ها برابر با صفر باشد. دو بردار متعامدتنها اگر ضرب داخلی آن v دهند. همچنین نشان می

 .ها برابر یک است را بردارهای متعامد یکه گویندای از بردارهای دو به دو متعامد که طول آندسته

متعامد باشد و به  1V بر هر بردار در زیر فضای u متعامد گویند، اگر بردار 1V را بر زیر فضای uبردار . 3تعریف 

 .گویند 1V زیر فضای 2۰باشد، متمم متعامد 1V ای که شامل تمامی بردارهای متعامد بر زیر فضایمجموعه

 :عبارت است از jV روی فضای f تصویر تابع 

, ,= ( ),j j k j k

k Z

P f x 


 

 که در آن 
, ,= ( ) ( )j k j k

s
x

t x f x dx  (1۹۹2و چوی  1۹۹2) دابچیز  .است 

1jV در jV فضای تولید شده از متمم متعامد jW اگر  گاهدر نظر گرفته شود، آن: 

,= { , } .j j k j ZW Span k Z  

                                                      
19 Orthogonal 
20 Orthogonal complement   
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2 کههمچنین با فرض این  ( )f L R باشد، تقریب تابع f بر روی فضای 
0

jV بصورت  

, , , ,
0 0 0

0 0

= ( ) = ,j k j k j k j k j j

k Z j j k Z j j

f x P f D f   
   

     (2) 

 خواهد بود، که در آن 
, ,= ( ) ( )j k j k

s
x

x f x dx  و تابع jD تصویر تابع f روی فضای jW  است. تبدیل

های مختلف است که اجازه مطالعه و تجزیه و اجزای با فرکانسها به موجک ابزاری برای تجزیه کردن توابع، عملگرها و داده

دهد. در تبدیل موجک گسسته، سیگنال از یک سری فیلترهای بالاگذر برای تحلیل هر کدام از اجزا را بطور جداگانه می

های پایین، عبور داده شده و سیگنال به دو بخش فرکانس تحلیلگذار برای های بالا و یک سری فیلترهای پایینفرکانس

شود. بخش حاصل از عبور سیگنال بالاگذر که شامل اطلاعات فرکانس بالا و جزییات نام دارد، بخش حاصل از عبور تقسیم می

کلیات نامیده  و گذر که شامل اطلاعات فرکانس پایین و در بر گیرنده مشخصات هویتی سیگنال بودهسیگنال از فیلتر پایین

دهند اما هر گروه سیگنال به ها را خواهیم داشت که همان سیگنال اولیه را نشان میشود. در نهایت، گروهی از سیگنالمی

 .باند فرکانسی متفاوتی مربوط است

لال شود روز اختها را تغییر دهد و باعث ب( هرگونه آلودگی صوتی و یا سیگنالی ناخواسته که شکل سیگنالنوفه)  .0تعریف 

 .اغلب دارای اجزاء فرکانسی نیز بوده و تجزیه و تحلیل فرکانسی شبیه به سیگنال دارد نوفهگویند.  نوفهرا 

شوند و )آستانه( مقداری است که بر اساس آن ضرایب موجکی به دو دسته کم اهمیت و پر اهمیت تقسیم می  .5تعریف 

 .دهندنشان می  آن را با نماد

 هایترتیب به فرم به دو صورت سخت و نرم قابل استفاده است و به 21)تابع حذف(: تابع حذف  .6تعریف 

{| |< }( ) = ,hard xx xI  

 و

{ < } { > }( ) = ( ) ( ) ,soft x xx x I x I      

 

 ، رجوع شود.(1۹۹2) برای اطلاعات بیشتر به دابچیز  .تابع نشانگر است I شوند، که در آنتعریف می 

های مختلفی وجود دارد. برای مثال، داناهو و شوند، روشمشاهده می نوفههایی که به همراه زدایی از سیگنالنوفهبرای 

دادند که به روش آستانه موجک مشهور شد. دلایل زیادی برای  هئاراها نوفهای را برای حذف ( روش آستانه1۹۹5جانستون )

توان به سادگی استفاده از آن در مسایل مختلف و کاربردی و سریع بودن آن استفاده از این روش وجود دارد که از جمله می

 شدن مقدار آستانه و اشاره کرد. روش آستانه موجک مبتنی بر دو پارامتر اساسی مقدار آستانه و تابع حذف است. با مشخص

 :تابع حذف، مراحل الگوریتم آستانه موجک عبارت است از

                                                      
21 Deletion function 
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وجکی که ماتریس تبدیل مشود. به عبارت دیگر، با فرض این، تبدیل موجک گسسته گرفته مینوفهدارای ابتدا از مشاهدات  .1

y= و تابع مشاهدات به صورت W گسسته f  باشد، ضرایب موجکی از تبدیل موجکی  

*= = ,Wy Wf W d d    

 .آیدمیدست ه ب 

ه این شوند، ببا استفاده از مقدار آستانه، ضرایب موجکی به دو دسته ضرایب پر اهمیت و ضرایب کم اهمیت تقسیم می .2

باشد، متعلق به دسته ضرایب پر اهمیت و در غیر این صورت جزو دسته صورت که اگر ضریب موجکی بیشتر از مقدار آستانه 

ضرایب کم اهمیت خواهد بود. سپس ضرایب کم اهمیت حذف شده و ضرایب پر اهمیت با توجه به تابع حذف، به این صورت 

مانند. در ییر باقی میشوند که در تابع حذف سخت، ضرایب کمتر از مقدار آستانه برابر صفر و باقی ضرایب بدون تغاصلاح می

 .وندشتابع حذف نرم، ضرایب کمتر از مقدار آستانه برابر صفر و باقی ضرایب به اندازه مقدار آستانه به صفر نزدیک می

و داناهو و  1۹۹2برای اطلاعات بیشتر به چوی ) .شودسیگنال حاصل با استفاده از تبدیل موجک معکوس بازسازی می .3

 .(ود، رجوع ش1۹۹5جانستون 

، اعتبار (1۹۹5)دانوهو و جانستون  توان به آستانه جهانیهای مختلفی برای تعیین آستانه وجود دارد که از آن جمله میروش

اشاره نمود. در این مقاله، برای  (1۹۹5)دانوهو و جانستون   22مخاطره نااریب استاینبرآوردگر و  (1۹۹6)نیسون  متقابل

= برآورد تابع از مقدار آستانه جهانی 2logn  استفاده شده که در آن   و هانوفهنشان دهنده انحراف معیار 

n ( و کرمی کبیر و همکاران 2۰2۰و 2۰1۹برای مطالعه بیشتر در این زمینه به کرمی کبیر و افشاری ) .تعداد مشاهدات است

 ( مراجعه کنید.2۰2۰)

 

 برآوردگر هسته موجک .1.2

} فرض کنید  , 1}nX n  ای از متغیرهای تصادفی دارای تابع توزیعدنباله ( )F x و تابع چگالی( )f xتابع، باشد 

 ( )f xروی فضای احتمال کراندار و دارای محمل فشرده ( , , )F P باشد. یک برآورد طبیعی تابع توزیع( )F x تابع ،

  توزیع تجربی

=1

1ˆ ( ) = ( ),
n

i

i

F x I X x
n

 

)است. چون طبق تعریف،   )f xمشتق تابع ( )F x توان برای یکباشد، بنابراین میمیhمناسب، برآوردگر( )f x را به

  صورت

                                                      
22 Stein's unbiased risk estimator 
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=1

1 1 1ˆ ˆ ˆ= ( ( ) ( )) = ( ) = ( , ),
2

n
i

h i

i

x X
f F x h F x h K K x X

h nh h n


     

  نوشت، که در آن 

1
( 1,1)

( ) = 2

0 . ,

x
K x

o w


 




 

  و 

1
( , ) = ,i

h i

x X
K x X K

h h

 
 
 

 

)هاینامند. برای جفت نمونهای میرا تابع هسته K را پارامتر هموارساز و تابع h .است  , )i iX Y ،=1,...,i n ،

  ارتباط بین دو متغیر را بررسی کنیم. درحالت خاص برای مدل رگرسیون تصادفیخواهیم می

= ( ) ,           =1,2,...,i i iY f X e i n 

)1 شودفرض می  ,..., )nx x 1 مقادیر عددی متغیرهای تصادفی( ,...., )nX X  بوده و هدف برآورد تابع رگرسیون از

امتری بطور گسترده در موضوعات مختلف استفاده شده، اما در بسیاری از مسایل ممکن . اگرچه رگرسیون پاراستها داده

بینی شود. رگرسیون ناپارامتری یک روش بسیار خصوص پیشه هایی مشخص، یک مدل باست علاقمند باشیم که برای داده

تابعی  f مکن است فرض شود کهکه فرضیات زیادی روی تابع برقرار باشد. مثلاً مخوب برای این منظور است بدون این

 .حداقل یک مشتق پیوسته داشته باشد f غیر هموار بوده و یا

) حال برای مدل رگرسیونی، فرض کنید , )i iX Y ،=1,...,i nمیانگین شرطیتوزیع با ، متغیرهای تصادفی و هم 

( | = )i i iE Y X x  ( 2۰۰۲باشند. برای این مدل آنتونیادیس )برآوردگر  

 

=1

=1

( , )

( ) = ,

( , )

n

i i i

i
i n

i

i

y k x X

f x

k x X




 (3) 

j . همچنین نشان داد که اگراستع برآوردگرهای هسته موجک را پیشنهاد کرد که در واق   2و jn   ، آنگاه

)* ها سازگار بوده وxبرآوردگر فوق، به ازای تمام | = )E Y X x برای*x هایی که در همسایگی x کراندار است ،

 .است
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 پارامترینیمهبرآورد آستانه موجک تابع رگرسیون . 3

ی که شود، در حالپذیر در نظر گرفته میهای رگرسیون ناپارامتری، تابع مورد نظر پیوسته و همواره مشتقبیشتر روشدر 

ا معرفی ر پارامترینیمهپذیری تابع رگرسیون نیست. در این بخش، ابتدا تابع رگرسیون در برآورد موجکی نیازی به مشتق

سیون شود. تابع رگرآمده بررسی میدست ه باسبه و سپس نرخ همگرایی برآوردگر نموده و برآورد آستانه موجک این تابع را مح

ون شود که رگرسیهای پارامتری و ناپارامتری رگرسیون است و اغلب زمانی به کار برده می، ترکیبی از تابعپارامترینیمه

ه شکل تابعی آن بستگی به زیر تابع ناپارامتری خوب عمل نکند و یا پژوهشگر بخواهد از تابع پارامتری استفاده کند ک

 .رگرسیونی داشته باشد که توزیع آن معلوم نباشد

 

  ( فرض کنید1۹۲۲)رابینسون،  .7تعریف 

= ( ) , = 1, , ,'

i i i iY X g Z e i n    (4) 

p بعدی بوده و 1p بردار پارامتر بعدی،  1p ها بردار مشاهداتiXمتغیر وابسته،  iY که در آن 

iZ R

,0)2 خطاهای تصادفی دارای توزیع نرمال ie ای از متغیرهای پیوسته و نیزدسته )N  چنین مدلی را مدل است .

' گویند، که قسمت پارامتری آن پارامترینیمه

iX  و قسمت ناپارامتری آن ( )ig Z است. 

,iZ  ،=1وiX  ، iYاکنون فرض کنید برای متغیرهای تصادفی پیوسته  ,i n( شرایط4، در مدل )  

2

( , )[ | , ] = 0, [ | , ] = ,i i i i i i x z
i i

E e X Z Var e X Z  

شود. برای این منظور با گرفتن امید ریاضی شرطی از طرفین معرفی می  برقرار باشند. ابتدا برآودگر سازگار بردار پارامتر 

 :(، داریم4رابطه )

[ | ] = [ | ] ( ).'

i i i i iE Y Z E X Z g Z   (5) 

 :( خواهیم داشت4( از رابطه )5با کم کردن رابطه ) 

[ ( | )] = [ ( | )] .' '

i i i i i i iY E Y Z X E X Z e    (6) 

  ( را به صورت6) ی داده شده در رابطه (، برآوردگر سازگار بردار پارامتر2۰15گائو و همکاران ) 

1

=1

ˆ = [ ( | )][ ( | )]
n

'

i i i i i i

i

X E X Z X E X Z



 
  

 
 
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0

=1

[ ( | )][ ( | )] = ,
n

i i i i i i

i

X E X Z X E X Z 
 

   
 
 

0 محاسبه کردند. بنابراین عبارت 

'

iX  ( عبارت4مقداری معلوم بوده و تنها قسمت مجهول در رابطه ) ( )ig Z  .است

  ( به فرم4دلیل همخوانی با بخش دوم، مدل رابطه )ه ب

2= ( ) , , (0, ),i i i iy f x e e N                                                   (۲) 

(، مدل 1۹۹3داده شده در ایچیمورا ) 2.1است. با توجه به تعریف  f شود، که تنها قسمت مجهول آن تابعبازنویسی می 

. حال فرض استبه روش انقباض موجک  f است و هدف برآورد کردن تابع مجهول پارامترینیمه( یک مدل ۲رابطه )

1 کنید ( ) ( )
1

(( , ),....,( , ))x n x
n

x y x y ( باشند، که۲یک نمونه تصادفی از مدل رابطه )ix ،=1,2, ,i n متغیرهای ،

(1) و U[0,1] تصادفی، همتوزیع و مستقل دارای توزیع یکنواخت ( )0 1nx x    های دهنده آمارهنشان

,1 ترتیبی , nx x هستند و در شرایط  

( ) ( )

1 1
( ) , | ( ) | , =1,..., ,ar i i

i
V x E x i n

n n n
    (۲) 

1

( ) ( )
= ( 1)

| ( ) |<( ( ), ( )) = (| |), ,lim

n

i j
n u n

uCov e x e x i j 


  

   (۹) 

 :عبارت است از f (، برآوردگر آستانه موجکی تابع2کنند. با استفاده از رابطه )صدق می 

1 '02 1 2 1

0, , , ,
0

=0 = =0
0

ˆ ˆˆ( ) = ( ) ( ),

j j
J

j k j k j k j k

k j j k

f x c x d x 


 

   (1۰) 

, که در آن 
ˆ

j kd  ،ها ضرایب موجکی ,
0

ˆ
j kcدست آمده از تبدیل موجک گسسته وه ها ضرایب مقیاسی ب 'J  بزرگترین

< برای مقدار ثابتعدد صحیحی است که  0K در نامساوی 
'

2J K nlogn صدق کند. در عمل معمولًا ثابت 

 kشود کهطوری انتخاب می J J  0 باشد و ضرایب آستانه روی همه سطوح ابتدایی در سطحj انجام شود. 

)  ( اگر تابع2۰۰۹) ویداکوییک،   8تعریف  )mfنشان دهنده m امین مشتق تابع f و [ ]  بزرگترین عدد

) متعلق به کلاس هولدر f ، تابع آنگاه برای هر مقدار حقیقیباشد.   صحیح کوچکتر مساوی )M  روی

 :است هرگاه [0,1] بازه

0 برای .1 1 همواره نامساوی ، | ( ) ( ) | | |f x f y M x y    برقرار باشد. 

< برای .2 1ی، همواره نامساوی |(1)ها ( ) |f x M و ([ ]) ([ ]) [ ]| ( ) ( ) | | |f x f y M x y       برقرار

 باشند.
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 ها و قضایالم. 1.3

گیرند، مورد استفاده قرار می 2هایی که در اثبات قضیه و نیز لم 2و قضیه  1در این زیربخش، دو قضیه تحت عنوان قضیه 

به عنوان ضرایب iC ، =1,2,iو C ها و قضیه اصلی از نمادهایشده است. برای سادگی در نوشتن، در اثبات لم هئارا

 .شودثابت استفاده می

, فرض کنید برای هر  .1 ۀقضی , =1,....,i r s n  ،( )= ( )i i iy f t e 1 که,..., ne e یک فرآیند مانای گوسین با 

( ) = 0iE e 2 و

( )( ) =ar iV e  و( , ) = (| |)r sCov e e r s باشد. اگر ، 
=

| ( ) |<
u

u




 ( برقرار ۲رابطه )و

(1) گاه با فرض نامساویباشد، آن ( )< ..... < nt tبرای هر ، > 0 که ( )f M  باشد، تقریب خطا عبارت است

 :از

  
2

( )

=1

1
( ).

n
s

i
i

i
E f t f O n

n n


   

        
 

  

 :( خواهیم داشت۲با توجه به تعریف ) .برهان:

 ( )| ( ) ( ) | | | ,sf x f y M x y    

) که در آن ) = ( ,1)s min  صورت زیر محاسبه  ( تقریب خطا به۲و رابطه ) 23است. با استفاده از نامساوی جنسن

 :شودمی

  
2 2 ( )

( )

=1 =1

1
sn n

ii
i i

i M i
E f t f E t

n n n n

       
                   

  

( )
2

( )

=1

s
n

i

i

M i
E t

n n


   

         
 

( )
2

( ) ( )

=1

= Var

s
n

i i

i

M i i
t E t

n n n


      

       
      

 

                                                      
23 Jensen’s inequality 
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( )
2

=1

1 1
s

n

i

M

n n n


  

   
   

 

( )= ( ).sO n 
 

< فرض کنید برای هر  .1لم  0 ،( )f M و موجک مادر  دارای r گشتاور صفر با فرض r  

3n باشد. آنگاه برای هر  نامساوی  

2 1 1
2

, 2

= =0

log
,

j

j k

j J k

n
d C

n



  



 
  

 
 

 .برقرار است 

< (، به ازای هر1۹۹2در چوی ) 1( و لم 1۹۹2در دوبیچز ) 2.۹.1با توجه به قضیه  برهان: 0 3 وn  توانمی 

 :نوشت

2 1
2 2( (1/2 )) 2

, 1 1

= =0 = =

2 2 = 2

j

j j j

j k

j J k j J j J

d C C 
   

  

  

   

1
2 2

1

=0 =0

= 2 2
J

j j

j j

C  
 

 
 

 
 
  

2
2

1 12

(2 )
= (2 )

1 2

J
JC C







 





 

   
2 2

1 1 2 1

1 1= 2 = 2 2J JC C
      

2 /2

2 2

1 2

log
2 =

log

n n
C K C

n n

 





   
    

  
 

1

2

log
.

n
C

n



 
  

 
 

 

< فرض کنید برای هر  .2لم  0 ،( )f M و موجک مادر  دارای r گشتاور صفر با فرض r  

Y ،1 باشد. همچنین اگر برای هر متغیر تصادفی 1 2( ) = ( | , ,..., )nE Y E Y t t t باشد. آنگاه نامساوی  

   
0 02 1 2 12

2 1 2 20
3

0, 0, 0, 0,
=0 =0

ˆ 2 2 ( ) ,

j j

j

j j j j
k k k k

k k

E c c C n a E b
 

 
    

 
  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
6-

24
 ]

 

                            14 / 26

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2913-en.html


  1041ۀ سوم، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش                                                                                                                                                               491

 

 

 .برقرار است 

 

 مقدار عبارت :برهان 
2

0, 0,
ˆ

j j
k k

E c c
 

 
 

 بصورت 

 
2

2

1
0, 0, 0, 0,

ˆ ˆ= ( (( ) ))j j j j
k k k k

E c c E E c c
 

  
 

 

2

1
0, 0, 0,

ˆ
= ( )j j j

k k k
E E f a b  

1 0,
0, 0,

ˆ
= ( ))j j j k

k k
E E f a b  

 

2 2

0, 1
0, 0,

ˆ
= ( ) ( (( ) )),j k j j

k k
E f E E a b  

  شود. بنابراین نامساوینوشته می 

 
2

2 2 2

0, 1
0, 0, 0, 0,

ˆ
ˆ ( ) ( ((2 2 )))j j j k j j

k k k k
E c c E f E E a b
 

    
 

 

2 2 2

0,
0, 0,

ˆ
= ( ) 2 2 ( )j k j j

k k
E f a E b  

1 2 20
3

0, 0,
2 2 2 ( ),

j

j j
k k

C n a E b   

  گیری از طرفین نامساوی فوق و استفاده از نامساوی . با مجموعاستبرقرار  

2 2 2( ) 2 2 , ,a b a b a b R    

 .شوداثبات کامل می 

  نامساوی 2و  1های تحت شرایط لم  .3لم 

 
2

2 4
, , ,

2ˆ 8 6 log
j

j k j k j k

C
E d d d n

n

    
 

 

1
2 2 4

, , 2

2
20 20 ( ) ,

j

j k j k

C
a E b

n



   

= برقرار است، که در آن  ( , )x y min x y است. 

  ( نامساوی2۰۰۹ابتدا توجه کنید که بنا به پورتو و همکاران ) .برهان:

    
2

' 2

, , , , , ,
ˆ ˆ= ( )j k j k j k j k j k j kE d d E d d a b     

 
 (11) 
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  ' 2 2

, , , ,
ˆ2( ) 2( )j k j k j k j kE d d a b    

    
2 2

'

1 , , , ,
ˆ= 2 2 ,j k j k j k j kE E d d a b

      
  

 

 برقرار است. حال فرض کنید 
2

, ;1 2

1 ,
ˆ= ( )

j k

j kE f
n


 :توان نوشت، می(1۹۹2داده شده در چوی ) 4باشد. با استفاده از لم  

  
2 2

2
, ;1 , ;1' 2

1 , , , 2
ˆ ' 2( ) (2log 1)

j k j k

j k j k j kE d d d n
n n

              
 

 

2 2

, ;1 , ;1' 2

, 2

1
2( ) (3log )

j k j k

j kd n
n n n

  
     
 

 

 

2 2 2

, ;1 , ;1 , ;1' 2

, 2 2
2( ) (3 log )

j k j k j k

j kd n
n n n

   
     
 

 

 
2 2

, ;1 , ;12

, 2
= 2( ' ) 3 log .

j k j k

j kd n
n n

 
  

 :( به سادگی خواهیم داشت11) ۀبا استفاده از عبارت فوق و رابط 

 
2

2

1 , , , ,
ˆ2 ' 2( )j k j k j k j kE d d a b    

 
 

 
2

2 2

1 , , , ,
ˆ2 ' 4 4j k j k j k j kE d d a b     

 
 

2 2

, ;1 , ;12 2 2

, , , 2
8 6 log 20 .

10

j k j k

j k j k j kd n a b
n n

  
      

 
 

 :بنابراین نامساوی زیر برقرار است

  
2

2
, ;12

, , ,
ˆ 8 6 ( ) log

j k

j k j k j kE d d d E n
n

    
 

2

, ;12 2

, , 2
20 ( ) ( )

10

j k

j k j ka E b E
n

 
    

 
 

  

2 4
,

2
8 6 log

j

j k

C
d n

n
 

1
2 2 4

, , 2

2
20 20 ( ) .

j

j k j k

C
a E b

n



   

  

 :، نامساوی زیر برقرار است3تحت شرایط لم   .0لم 
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  
2

1 2 1 2 2 2

, , 5

= =0
0

logˆ
j

J

j k j k

j j k

n
E d d C

n



        
   


1 2 1

2 2

, ,

= =0
0

20 ( ).

j
J

j k j k

j j k

a E b
 

   (12) 

  

 :توان نوشتمی 3با توجه به لم  برهان:

  
11 2 1 2 1 1 2 112

24
, , ,

= =0 = =0 = =0
0 0 1

6 logˆ 2 8

j j jJJ J
j

j k j k j k

j j k j j k j J k

C n
E d d d

n

     
    
 

    

 
1 2 1 1 2 1

2 2 4
, , 2

= =0 = =0
0 0

2
20 ( ) 2

j j
J J

j

j k j k

j j k j j k

C
a E b

n

    

     

1 11
2 (1 2 )4

1

= =
0 1

6 log
2 8 2 2

J J
j j j

j j j J

C n
C

n



 
   

1 2 1 1
2 2 24

, , 2
= =0 =

0 0

2
20 ( ) 2

j
J J

j

j k j k

j j k j j

C
a E b

n

   

     

  

 

22 1
24 1

1 2

6 log 2 2
2 8

2 1

JaJ
JC n

C
n









 
     

1 2 1
2 2 24

, , 2
= =0

0

2
20 ( ) 2

j
J

J

j k j k

j j k

C
a E b

n

 


    

  

 
2 2 24 1 1

6 6

6 log
= 2 2 2

J J JC n
C C

n

     

 
1 2 1

2 2 24
, , 2

= =0
0

2
20 ( ) 2 .

j
J

J

j k j k

j j k

C
a E b

n

 


    (13) 

  های(، نامساوی1۹۹2چوی ) 1( و لم 1۹۹2دوبیچز ) 2.۹.1(، بنا به قضیه 13همچنین در آخرین عبارت رابطه ) 

 

1

1 124 41
72

6

6 log 24 log log
2 = ,

log

JC n C n n n
C

n nC n n



     
    

  
 

  

 

2
1

2 2 12
1

6 6 8

5

1 log
2 = ,

log

J n n
C C C

C n n




 



 

 
            

  
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1

24 4 4
42

1

2 2 2 log
2 2 ,JC C K C K n

C K
n n n

n














 
    

 
 

 .شود(، اثبات کامل می13برقرار هستند. با جایگذاری روابط فوق در رابطه ) 

 

 

گشتاور  r ، دارای ( برقرار باشد. همچنین فرض کنید موجک مادر۲( در تابع )۹) ( و۲فرض کنید شرایط )  .2 ۀقضی

( تحت یک عامل لگاریتمی دارای نرخ 1۰تعریف شده در رابطه ) f̂ آنگاه برآوردگر متمایل به صفر و محمل فشرده است.

) همگرایی بهینه در فضای هولدر )M 0) است. به عبارت دیگر برای هر, )M   و > 0 خواهیم داشت: 

 
1

2

2

( )

ˆ|| || .sup
f M

logn
E f f C

n











 
   

 
 

 

 عبارت .برهان: 2

2
ˆ|| ||E f f به صورت  

 
21

2

2
0

ˆ ˆ|| || = ( ) ( )E f f E f x f x dx       

02 1 1 2 11

, ,
0, 0,0

=0 = =0
0

ˆˆ= ( ) ( )

j j
J

j j j k j k
k k

k j j k

E c x d x 
   

  
 



  

02 1 1 2 1

, ,
0, 0,

=0 = =0
0

( ) ( )

j j
J

j j j k j k
k k

k j j k

c x d x 
  

   

2
2 1

, ,

= =0

( )

j

j k j k

j J k

d x dx
 




 
 

 

02 11

0, 0, 0,0
=0

ˆ= ( ) ( )

j

j j j
k k k

k

E c c x
 

  
 



 

2
1 2 1 2 1

, , , , ,

= =0 = =0
0

ˆ( ) ( ) ( ) ,

j j
J

j k j k j k j k j k

j j k j J k

d d x d x dx 
   




   
 

  

 

  طرفی به دلیل متعامد یکه بودن پایه موجک، عبارت فوق برابر با شود. ازنوشته می
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 
02 1

2 2

2
0, 0,

=0

ˆ ˆ(|| || ) = ( )

j

j j
k k

k

E f f E c c


  

 
1 2 1 2 1

2 2

, , ,

= =0 = =0
0

ˆ( ) ,

j j
J

j k j k j k

j j k j J k

E d d d
   



    

  ( چون نامساوی2۰۰۹و بنا به پورتو و همکاران ) 4و  2، 1های و لم 1خواهد بود. در نهایت با استفاده از قضیه  

( ) = ( ,1) > , > 0
1

s min


  


 

 :شوداست، بنابراین اثبات به صورت زیر کامل میبرقرار  
2

0
2 3 9 10
2 2(1/2 ( )) ( )

2ˆ(|| || )

j

s s

C C C
E f f

n n n 
    

1 1

5 2

log logn n
C C

n n

 

     
    

   
 

1(log / ) .C n n


 

  

 سازیمطالعه شبیه .0

آمده ت دسه بسازی مورد بررسی قرار گرفته و نتایج دست آمده در بخش سوم، با استفاده از شبیهه در این بخش، نتایج ب

موجک با استفاده از معیارهای متوسط میانگین مربعات خطا و  هسته پارامترینیمهبا نتایج حاصل از روش برآورد رگرسیون 

شوند. همچنین از تابع سینوسی و تابع بلوکی به عنوان توابع هدف استفاده شده است. هر آزمایش انحراف معیار مقایسه می

است. در هر  پارامترینیمهبار تکرار با شرایط تابع رگرسیون  1۰۰تابع هدف بر اساس  مشاهده از 1۰24و  512، 256شامل 

آورده شده است.  1آزمایش متوسط میانگین مربعات خطا و مقدار انحراف معیار برآوردگرها محاسبه و نتایج در جدول 

و مقدار آستانه جهانی و تابع حذف سخت انجام گرفته است.  R افزارسازی با استفاده از نرمطور که گفته شد، شبیههمان

 512موجک برای یک نمونه تصادفی به اندازه  برآورد تابع سینوسی و تابع بلوکی با استفاده از دو روش آستانه موجک و هسته

دگر موجکی نسبت به شود برآورملاحظه می 2و  1های طور که در شکلاند. هماننشان داده شده 2و  1های رسم و در شکل

ر تیز با پرش را نسبت به برآوردگتر است و همچنین برآوردگر موجکی، نقاط نوکموجک به تابع هدف نزدیک برآوردگر هسته

 .کندموجک بهتر برآورد می هسته
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 و خط پیوسته بهچین موجک. خط نقطه برآورد تابع سینوس با استفاده از دو روش آستانه موجک و هسته :1 شکل

 .موجک هستند. تابع هدف با خط بریده نشان داده شده است دهنده برآوردگر آستانه و هستهنشان ترتیب

 

 

 

 

 

 

 

 
تیب تر چین و خط پیوسته بهموجک. خط نقطه برآورد تابع بلوکی با استفاده از دو روش آستانه موجک و هسته :2 شکل

 .موجک هستند. تابع هدف با خط بریده نشان داده شده استنشان دهنده برآوردگر آستانه و هسته 

  

شود که برآوردگر موجکی همواره مقدار متوسط میانگین مربعات خطای کمتری نسبت به برآوردگر ملاحظه می 1در جدول 

 گیری، دقت برآوردگر موجکی نسبت به برآوردگر هستهموجک دارد. همچنین با افزایش تعداد مشاهدات تابع نمونه هسته

کند. علاوه بر این، برآوردگر تری به سمت صفر میل میموجک بیشتر شده و میزان خطای برآوردگر موجکی با سرعت بیش

 .موجک دارد موجکی همواره خطای استاندارد کمتری نسبت به برآوردگر هسته
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مقدار متوسط میانگین مربع خطا و انحراف استاندارد میانگین مربع خطاها برای توابع هدف بر اساس  :1جدول 

.بار تکرار 144
 

2

100

=1 =1

ˆ( ) ( )1
=

100

j

i in

j i

f x f x
AMSE

n



   

 n 256 512 1۰24 تابع هدف

 AMSD SD AMSD SD AMSD SD برآوردگر

 0/041 0/074 0/085 0/976 0/126 0/974 موجکی تابع سینوس

 0/058 0/971 0/093 0/985 0/128 1/03 هسته موجک

 0/018 0/176 0/026 0/182 0/043 0/188 موجکی تابع بلوکی

 0/021 0/190 0/029 0/190 0/046 0/217 هسته موجک

 

 مثال کاربردی .5

های مربوط به رشد دندان که بر موجکی، داده پارامترینیمهبه عنوان یک مثال کاربردی برای برازش دادن تابع رگرسیون 

را بر روی میزان  C ها اثر ویتامینقرار دارد، مورد بررسی قرار گرفته است. داده R افزارنرم datasets روی بسته

داده از این دسته هستند. اکنون با استفاده از تبدیل موجک گسسته روی بردار  6۰دهند و شامل ها نشان میرشد طول دندان

 و( مادر موجک ضرایب) تجزییا شامل اطلاعات این. کنیم استخراج هاخواهیم اطلاعات چند مقیاسی را از دادهمشاهدات می

 دست به هم مجاور مشاهدات زوج مجموع و تفریق از پدر و مادر موجک ضرایب چون. استیات )ضرایب موجک پدر( کل

باشد. برای برطرف کردن این مشکل، یک نمونه تصادفی و  2 از ضریبی باید هاداده تعداد موجکی روش در بنابراین آیند،می

های اولیه اضافه شده است. هدف برآورد آستانه موجک های موجود انتخاب و به دادهاز بین داده 4بدون جایگذاری به اندازه 

متفاوت است.  26هایپالایشبا در نظر گرفتن تعداد  25و کویفلت 24های دوبیچزبه ازای موجک پارامترینیمهتابع رگرسیون 

قادیر شود. مها یافته میمناسب برای هر کدام از موجک در این راستا با استفاده از مقادیر میانگین مربعات خطا، تعداد پالایش

آورده  2های دوبیچز و کویفلت محاسبه و در جدول های مختلف برای موجکمیانگین مربعات خطا به ازای تعداد پالایش

و در موجک دوبیچز به ازای تعداد  5طور که در جدول مشخص است، در موجک کویفلت به ازای تعداد پالایش همان اند.شده

، مقدار کمترین میانگین مربعات خطا مشاهده شده است. لازم به ذکر است که در این مطالعه، در موجک دوبیچز 1۰پالایش 

، ضرایب موجکی بسیار کوچک 5کویفلت به ازای تعداد پالایش بیش از و در موجک  1۰به ازای مقادیر تعداد پالایش بیش از 

( 2.4و نزدیک به صفر است که در این حالت برآوردی صورت نخواهد گرفت. برای پی بردن به دلیل این موضوع به بخش )

 .( مراجعه شود2۰11کتاب نسون )

ها های دوبیچز و کویفلت در حالتی که تعداد پالایشموجک به ازای پارامترینیمهدر ادامه برآورد آستانه موجک تابع رگرسیون 

                                                      
24 Daubechies 
25 Coiflets 
26 Filter number 
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 پارامترینیمهشود، تابع رگرسیون ملاحظه می 3طور که در شکل نشان داده شده است. همان 3بهینه است، رسم و در شکل 

 .استهای موجود موجکی مدلی مناسب در برازش دادن به داده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

و نقطه  14) خط ممتد برای موجک دوبیچز با تعداد پالایش  پارامترینیمهبرآورد آستانه موجک تابع رگرسیون : 3 شکل

 .(5چین برای موجک کویفلت با تعداد پالایش 

   

 های دوبیچز و کویفلتبرای موجک پارامترینیمهمیانگین مربعات خطای رگرسیون : 2جدول 
 هاتعداد پالایش موجک

 کویفلت دوبیچز

24/70682 19/83758 1 

24/66351 21/85813 2 

26/07223 15/90004 3 

16/28669 19/36442 4 

16/06318 15/31501 5 

19/28729 – 6 

19/97472 – ۲ 

18/39431 – ۲ 

22/35943 – ۹ 

14/95963 – 1۰ 
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 گیریبحث و نتیجه. 6

مورد بررسی قرار گرفت و نرخ همگرایی آن محاسبه  پارامترینیمهدر این مقاله، برآوردگر آستانه موجک تابع رگرسیون 

سازی، بیهش بع هدف استفاده و با بکارگیریشد. جهت ارزیابی برآوردگر پیشنهادی، از توابع سینوسی و بلوکی به عنوان توا

 سط میانگین مربعاتآمده با روش آستانه موجک کمتر از متودست ه بنشان داده شد که متوسط میانگین مربعات خطاهای 

های موجکی و مقیاسی، روش آستانه موجک موجک است. همچنین بنا به خاصیت پایه آمده با روش هستهدست ه بخطاهای 

. به عنوان یک مثال کاربردی، استها برآورد کرده و دارای نرخ همگرایی قابل قبول نقاط تیز و جهشی را بهتر از سایر روش

ها برازش داده موجکی بر روی داده پارامترینیمهرشد دندان در نظر گرفته شد و تابع رگرسیون  های مربوط به میزانداده

 .شد

 قدردانی

و داوران محترم بخاطر پیشنهادات ارزشمندشان که موجب  های ریاضیپژوهشنویسندگان مقاله از سردبیر محترم مجله 

 .و قدردانی را دارند تغییرات در راستای هر چه بهتر شدن مقاله شد، نهایت تشکر
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