
 717                                                         0011، پاییز 3 ۀ، شمار7جلد های ریاضی                                          پژوهش 
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 فشرده های موضعاًدر فضاهای باناخ مرتبط با گروه فضاپذیری
 

 2یفزون محمد  0 ییطباطبا دمحمدیس

 یاضیگروه ر، دانشگاه قم .0

 یاضیگروه ر ه،یعلوم پا ۀدانشکد، دانشگاه گنبدکاووس. 2

 

 31/10/99 :پذیرش                    31/00/97 :دریافت 

 چکیده
𝑝و عدد ثابت  𝐺وضعاً فشردۀ در این مقاله برای یک گروه م > 𝐿𝑝(𝐺) کهکافی برای این یشرایط، 0 − ⋃ 𝐿𝑞(𝐺)𝑞∈Ω  در

𝐿𝑝(𝐺) هایی زیرمجموعهاند، با استفاده از برخی جبرهای سگال که اخیراً معرفی شده چنینهمکنیم. فضاپذیر باشد را بیان می

، فشرده یا گسسته 𝐺که گروه موضعاً فشرده شرایط لازم و کافی برای اینیم. در پایان آوردست میرا به 𝐴(𝐺)فضاپذیر از جبر فوریۀ 

 کنیم.  باشد را بیان می

 فوریه، گروه موضعاً فشرده.-جبر فوریه، جبر لبگفضاپذیری، فضای لبگ،  دی:کلی هایژهوا

 .43𝐴15 ،43𝐴22 ،46𝐸30 :2010بندی موضوعی رده

 

 مقدمه .1

تا چه اندازه حاوی ساختار خطی هستند. این های فضاهای باناخ دهد که زیرمجموعهن مینشامفهوم فضاپذیری 

فضاپذیری های اخیر مورد پیگیری قرار گرفت. در سال [0]معرفی شد و سپس در [7] اولین بار در مقالهمفهوم 

به فضاپذیری الات های مختلف مورد پژوهش قرار گرفته است. در این میان بسیاری از مقاز جنبه هامجموعه

باره است. در این مقاله مرور بسیار خوبی بر مرجع خوبی در این [8] ۀ. مقالاندپرداخته 0فضاهای لبگهای زیرمجموعه

𝑝ثابت شده است که برای هر [ 3] جمله در مقالۀ نتایج گذشته نیز شده است. از > 𝐿𝑝([0,1])، مجموعه 0 −

⋃ 𝐿𝑞([0,1])𝑝<𝑞  در𝐿𝑝([0,1])  .ازای هر شود که بهثابت می[ 2]در چنینهمفضاپذیر است𝑝 > 0 ،ℓ𝑝 −

⋃ ℓ𝑞
𝑞<𝑝  درℓ𝑝  نتایج مشابهی برای حالتی که فضای زمینه، یک ابرگروه موسوم به ابرگروه [ 07]فضاپذیر است. در

عنوان ابزاری  بیان شده است که به 3ای فرشهای برای فضاهقضیه[ 00]اند. در مقالۀ  است اثبات شده 2دانکل و رامیرز

                                                           
     نویسندۀ مسئولfozouni@hotmail.com  

   
 

1 𝐿𝑒𝑏𝑒𝑠𝑔𝑢𝑒 
2 𝐷𝑢𝑛𝑘𝑙 𝑎𝑛𝑑 𝑅𝑎𝑚𝑖𝑟𝑒𝑧 
3 𝐹𝑟é𝑐ℎ𝑒𝑡 
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(. اخیراً فضاپذیری تفاضل فضاهای 1گیرد )قضیۀ کلیدی در اثبات برخی از نتایج این مقاله مورد استفاده قرار می

 است. مطالعه شده  [01]تر از فضاهای لبگ هستند در، که حالتی بسیار کلی0موری

𝐿𝑝(𝐺)، شرایطی کافی برای فضاپذیری [3] ای مشابه مقالۀدر مقالۀ حاضر، ابتدا با ایده − ⋃ 𝐿𝑞(𝐺)𝑞∈Ω  در

𝐿𝑝(𝐺)  ارائه شده است که در آنΩ و ای از اعداد حقیقی مثبتزیرمجموعه 𝐺  یک گروه موضعا فشرده است و

𝐿𝑝(𝐺) ≔ 𝐿𝑝(𝐺, 𝑚) (𝑚 ار چپ بر اندازه ه𝐺 .)1در ادامه جبر فوریه چنینهم است 𝐴(𝐺)  عنوان فضای زمینه بهرا

تعریف اند )معرفی شده 𝐴(𝐺)برای  𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)ناخ مفیدی با نماد ازیرجبرهای ب [01]گیریم. اخیراً در مقاله در نظر می

𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐  ،𝐴(𝐺)ای در های ویژه𝜏دهیم به ازای می(. نشان را ببینید 1 − 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛) در𝐴(𝐺)  فضاپذیر است. در

عنوان یک ابزار اساسی، شرایط لازم و کافی برای فشرده یا گسسته به[ 00]و  [7] هایپایان با استفاده از نتایج مقاله

 دهیم.   های موضعاً فشرده ارائه میبودن گروه

 ایج اصلینت .2
  کنیم. را یادآوری می تعریف اساسی زیرابتدا 

𝑆زیرمجموعه یک فضای باناخ است.  𝑋فرض کنیم  .1.1 تعریف ⊆ 𝑋 هرگاهنامیم  7را فضاپذیر 𝑆⋃{0}  شامل یک

 باشد.   𝑋نامتناهی از و با بعد زیرفضای بسته 

یک گروه  𝐺نامیم. اگر گروه موضعاً فشرده میرا هر گروه توپولوژیک که توپولوژی آن هاسدورف و موضعاً فشرده باشد 

𝐸هر ازایچنان موجود است که به 𝐺بر  𝑚موضعاً فشرده باشد، اندازۀ رادون ناصفر و نامنفی  ⊆ 𝐺  بورل و هر𝑥 ∈ 𝐺 

𝑚(𝑥𝐸)داریم  = 𝑚(𝐸) . تابع𝑚  را اندازۀ هار چپ بر𝐺 نامیم. در این مقاله همواره می𝐺 شرده و یک گروه موضعاً ف

𝑚  .اندازۀ هار چپ بر آن است 

𝑝اگر  > :𝑓پذیر اندازه-𝑚هر تابع ازای، به0 → ℂ، دهیم قرار می‖𝑓‖𝑝 ≔ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑚(𝑥)
𝐺

)
1

𝑝 و 

𝐿𝑝(𝐺, 𝑚) = 𝐿𝑝(𝐺) ≔ {𝑓 ∶  ‖𝑓‖𝑝 < :𝑓 اندازهپذیر است و ∞ 𝐺 → ℂ }. 

𝑝صورت اگر گیریم. در اینجا برابر هستند را یکی می تقریباً همه-𝑚 که 𝐿𝑝(𝐺) مطابق معمول، دو عضو ≥ 1 ،

(𝐿𝑝(𝐺), ‖⋅‖𝑝)  0یک فضای باناخ است و اگر < 𝑝 < 1 ،(𝐿𝑝(𝐺), 𝑑𝑝)   یک فضای متریک کامل است که در آن

,𝑓هر ازایبه 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) ، 

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) ≔ ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝
𝑝

. 

,𝑝، اگر ه در حالت کلیدانیم کمی 𝑞 > برای دیدن زیرمجموعۀ دیگری نیست.  𝐿𝑞(𝐺)و  𝐿𝑝(𝐺)، لزوماً یکی از 0

 ملاحظه کنید.  را [07]مقالۀ دهد، که چه وقت شمول مذکور روی میاین

𝑝فرض کنیم  .1.2 قضیه > یک  𝐻 فرض کنیم چنینهم. است 𝑚فشرده با اندازه هار چپ  یک گروه موضعاً  𝐺و  0

که فضای خارج قسمتی قسمیباشد به 𝐺زیرگروه باز از 
𝐺

𝐻
:𝜑 تابع دوسوئینامتناهی است و   𝐻 → 𝐺  موجود است

                                                           
4 𝑀𝑜𝑟𝑟𝑒𝑦 
5 𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟 
6 𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒𝑎𝑏𝑙𝑒 
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𝑑𝑚(𝜑−1(𝑦)) و ندپذیربورل اندازه 𝜑−1 و  𝜑که طوریبه = 𝜆𝑑𝑚(𝑦) (0 < 𝜆 ≤ صورت برای  در این .(1

𝐴، اگر مثبت از اعداد حقیقی 𝛺 ۀزیرمجموع ≔ 𝐿𝑝(𝐺) − ⋃ 𝐿𝑞(𝐺)𝑞∈𝛺 گاه ناتهی باشد، آن𝐴  در𝐿𝑝(𝐺)  فضاپذیر

 است. 

𝑓 تابع اثبات: ∈ 𝐴 طبق فرض قضیه، گیریمرا در نظر می .𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ∈ 𝐺 که برای هرطوری  وجود دارند به 

𝑖 ≠ 𝑗 ،𝑥𝑖𝐻⋂𝑥𝑗𝐻 = 𝑛هر  ازای به .∅ ∈ ℕ دهیم قرار می𝑈𝑛 ≔ 𝑥𝑛𝐻  و𝜑𝑛: 𝑈𝑛 → 𝐺 صورت را به 

𝜑𝑛(𝑥) ≔ 𝜑(𝑥𝑛
−1𝑥) برای هر  چنینهمکنیم. می تعریف𝑛 ∈ ℕ تابع ،𝑓𝑛: 𝐺 → ℂ صورت را به 

 

𝑓𝑛(𝑥) ≔ {
𝑓(𝜑𝑛(𝑥)),    𝑥 ∈ 𝑈𝑛

0,                   𝑥 ∉ 𝑈𝑛

 
 

𝑓چون یم. ینماتعریف می ∈ 𝐴 ، پس𝑓 ≠ 𝑔و در نتیجه  0 ∈ 𝐺 که قسمیموجود است به𝑓(𝑔) ≠ . از سوی دیگر، 0

ℎاست،  ییدوسو 𝜑چون  ∈ 𝐻  موجود است که𝜑(ℎ) = 𝑔 حال اگر برای اسکالرهای .𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℂ  داشته باشیم

𝜆1𝑓1 + 𝜆2𝑓2 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑓𝑛 = 𝑥1ℎجا که ، از آن0 ∈ 𝑈1  و𝑈𝑛طبق تعریف مجزا هستند، داریم: ها 

= 𝜆1𝑓(𝜑1(𝑥1ℎ)) = 𝜆1𝑓1(𝑥1ℎ) 𝜆1𝑓(𝑔) = 𝜆1𝑓(𝜑(ℎ)) 

= −(𝜆2𝑓2(𝑥1ℎ) + ⋯ + 𝜆𝑛𝑓𝑛(𝑥1ℎ)) = 0.           
 

𝜆1در نتیجه  = 𝜆2که  شودهمین ترتیب ثابت می. به0 = ⋯ = 𝜆𝑛 =  ۀیک زیرمجموع 𝑛∈ℕ{𝑓𝑛}اله دنب، بنابراین 0

 است. 𝐿𝑝(𝐺)خطی از مستقل 

𝑡برای هر هار چپ است،  𝑚چون   > 𝑛و  0 ∈ ℕ :داریم 

= ∫ |𝑓(𝜑𝑛(𝑥))|
𝑡

𝑈𝑛

𝑑𝑚(𝑥) ‖𝑓𝑛‖𝑡
𝑡 

= ∫ |𝑓(𝜑(𝑥𝑛
−1𝑥))|

𝑡

𝑈𝑛

𝑑𝑚(𝑥) 
 

= ∫ |𝑓(𝜑(𝑥))|
𝑡

𝐻

𝑑𝑚(𝑥) 
 

= ∫ |𝑓(𝑦)|𝑡

𝐺

𝑑𝑚(𝜑−1(𝑦)) 
 

= 𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑡

𝐺

𝑑𝑚(𝑦) 
 

= 𝜆‖𝑓‖𝑡
𝑡 ≤ ‖𝑓‖𝑡

𝑡  

𝑓چون  ∈ 𝐴 از تعریف مجموعۀ ،𝐴  و اینکه‖𝑓𝑛‖𝑡
𝑡 = 𝜆‖𝑓‖𝑡

𝑡 شود که نتیجه می{𝑓𝑛}𝑛∈ℕ  یک زیرمجموعه از𝐴 

𝑝اگر است.  ≥ 𝑠م دهیقرار می ،1 ≔ 0اگر  و 1 < 𝑝 < 𝑠دهیم قرار می ،1 ≔ 𝑝 . تابع صورت ایندر  

𝑇: ℓ𝑠 → 𝐿𝑝(𝐺),     𝑇((𝛼𝑛)𝑛=1
∞ ) ≔  ∑ 𝛼𝑛𝑓𝑛

∞

𝑛=1

,   
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𝑇((𝛼𝑛)𝑛=1عبارت دیگر ، بهاست تعریفخوش
∞ ) ∈ 𝐿𝑝(𝐺)، چون 

∑‖𝛼𝑛𝑓𝑛‖𝑝
𝑠

∞

𝑛=1

= ∑|𝛼𝑛|𝑠‖𝑓𝑛‖𝑝
𝑠

∞

𝑛=1

≤ ‖𝑓‖𝑝
𝑠 ∑|𝛼𝑛|𝑠

∞

𝑛=1

< ∞. 

𝑔حال فرض کنیم  ∈ 𝑇(ℓ𝑠)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑞دهیم که برای هر . نشان می{0} ∈ Ω ،𝑔  متعلق به𝐿𝑞(𝐺) ۀنیست. دنبال 

(𝑎𝑘)𝑘=1
∞ ⊆ ℓ𝑠  وجود دارد که𝑎𝑘 ≔ (𝛼𝑛

(𝑘)
)

𝑛=1

∞
𝑇(𝑎𝑘)‖و   − 𝑔‖𝑝 → 𝑘اگر  0 →  . بنابراین∞

0)  
lim

𝑘→∞
∫  |∑ 𝛼𝑛

(𝑘)
𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

− 𝑔(𝑥)|

𝑝

𝑑𝑚(𝑥) 
𝐺

= 0. 
 

0چون  ≠ 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) برای ،𝑟 ∈ ℕ :ای داریم 

2)  𝑚({𝑥 ∈ 𝑈𝑟 ∶ 𝑔(𝑥) ≠ 0}) > 0. 
 

 داریم: (0 ۀبا توجه به رابطند و نیز مجزا هست 𝑈𝑘های است و زیرمجموعه 𝑓𝑘 ،𝑈𝑘محمل هر  جا کهاز آن

lim
𝑘→∞

∫  |𝛼𝑟
(𝑘)

𝑓𝑟(𝑥) − 𝑔(𝑥)|
𝑝

𝑑𝑚(𝑥) 
𝑈𝑟

= lim
𝑘→∞

∫  |∑ 𝛼𝑛
(𝑘)

𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

− 𝑔(𝑥)|

𝑝

𝑑𝑚(𝑥) 
𝑈𝑟

= 0. 

limبنابراین 
𝑘→∞

𝛼𝑟
(𝑘)

𝑓𝑟 = 𝑔   ًجا روی  همه تقریبا𝑈𝑟2 ۀ. پس با توجه به رابط) ،𝑥0 ∈ 𝐺 کهقسمی وجود دارد به ای 

( lim
𝑘→∞

𝛼𝑟
(𝑘)

) 𝑓𝑟(𝑥0) = lim
𝑘→∞

𝛼𝑟
(𝑘)

𝑓𝑟(𝑥0) = 𝑔(𝑥0) ≠ 0. 

𝜉دهد که رابطه نتیجه مین ای ≔ lim
𝑘→∞

𝛼𝑟
(𝑘)

≠ 𝑔رو  و از این 0 = 𝜉𝑓𝑟  ًجا روی  همه تقریبا𝑈𝑟 بنابراین برای هر .

𝑞 ∈ Ω ،𝑔 ∉ 𝐿𝑞(𝐺) کند. و این برهان را کامل می■ 

 دهیم.کارگیری قضیۀ فوق ارائه میهقبل از ادامۀ بحث ابتدا یک مثال ملموس در خصوص ب

:𝐺فرض کنیم . ..1ثالم = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) ∶  ∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑥𝑖 ∈ ℂ}صورت . در این𝐺 ای یک با عمل جمع مؤلفه

 کنیم. فرض کنیمگروه است. این گروه را به توپولوژی گسسته مجهز می

𝐻 ≔ {(0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) ∶  ∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑥𝑖 ∈ ℂ}. 

و  𝐺یک زیرگروه  𝐻صورت در این
𝐺

𝐻
:𝜑. تابع استنامتناهی    𝐻 → 𝐺 کنیمصورت زیر تعریف می را به 

𝜑((0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )): = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ). 
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𝑑𝑚(𝜑−1(𝑥))گاه باشد، آن  𝐺اندازۀ شمارشی بر   𝑚تابعی دوسویی است و اگر  𝜑آشکارا  = 𝑑𝑚(𝑥)  که𝑥 ∈ 𝐺 .

0دانیم که اگر از طرفی می < 𝑞 < 𝑝  گاه آن𝐿𝑞(𝐺) ⊊ 𝐿𝑝(𝐺) 1. بنابراین طبق قضیۀ 𝐴 ≔ 𝐿𝑝(𝐺) − 𝐿𝑞(𝐺)  در

𝐿𝑝(𝐺)  .فضاپذیر است 

گذاری ذیل را یادآوری مشاهدۀ این موضوع ابتدا نماد دهد. برایها را پوشش میوسیعی از گروه ۀ، دست1قضیۀ 

 کنیم. می

 دهیمها است و قرار میای از گروهگردایه 𝑛∈ℕ{𝐺𝑛} فرض کنیم

Π𝑛=1
∞ 𝐺𝑛: = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) ∶  ∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑥𝑖 ∈ 𝐺𝑖}. 

Π𝑛=1صورت  در این
∞ 𝐺𝑛 ای یک گروه استبا ضرب مؤلفه . 

𝒢دهیم . قرار میاستیک گروه گسسته و نامتناهی  𝐺فرض کنیم  ...1ۀ نتیج ≔ 𝛱𝑛=1
∞ 𝐺𝑛  برای هر در آن که𝑛 ،

𝐺𝑛: = 𝐺. صورت اگر  در این𝑝 > 0 ،𝛺 ای از اعداد حقیقی مثبت باشد وزیرمجموعه𝐴 ≔ 𝐿𝑝(𝒢) −∪𝑞∈𝛺 𝐿𝑞(𝒢) 

  ایم.(عنوان یک گروه گسسته در نظر گرفتهرا به 𝒢) فضاپذیر است. 𝐿𝑝(𝒢)در  𝐴گاه آن ،ناتهی باشد

  دهیماثبات: قرار می

𝐻 ≔ {((𝑒, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) ∶  ∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑥𝑖 ∈ 𝐺)} 

:𝜑است. اگر  𝐺عضو همانی گروه  𝑒که در آن  𝐻 → 𝒢 صورت را به 

 

𝜑((𝑒, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )): = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) 

  ■. شودحکم ثابت می، استفاده از اندازۀ شمارشی با و 1بنابر قضیۀ  تعریف کنیم،

 شود.عنوان ابزار اصلی استفاده می از قضیۀ زیر بهدر اثبات برخی از سایر نتایج این مقاله، 

𝑛فرض کنیم برای هر  چنینهمست. یک فضای فرشه ا 𝑋فرض کنیم . ..1 قضیه ∈ ℕ ،𝑍𝑛  یک فضای باناخ و

𝑇𝑛: 𝑍𝑛 → 𝑋 اگر استدار یک نگاشت خطی کران .𝑌: = 𝑠𝑝𝑎𝑛(⋃ 𝑇𝑛(𝑍𝑛)∞
𝑛=1 𝑋بسته نباشد، آنگاه  𝑋در  ( − 𝑌 

 فضاپذیر است.  𝑋در 

 ■را ملاحظه کنید.  [00] از 3.3 ۀاثبات: قضی

را  هاآنی از نتایج پیرامون فضاپذیری در جبرهای فوریه، به برخی از مفاهیم و قضایا نیاز داریم که ابتدا برای ارائه تعداد

 کنیم. بیان می

 صورترا به 𝐴(𝐺)صورت این یک گروه موضعاً فشرده است. در 𝐺فرض کنیم 

𝐴(𝐺) ≔ {𝑔 ∗ ℎ̃ ∶ 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2(𝐺)}, 

𝑓ازای هر کنیم و بهتعریف می ∈ 𝐴(𝐺) دهیمار میقر 

‖𝑓‖𝐴(𝐺) ≔ inf {‖𝑔‖2‖ℎ‖2 ∶ 𝑓 = 𝑔 ∗ ℎ̃ و 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2(𝐺)}, 

 و

 و
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𝑥برای هر  است و 𝐺مقدار بر  -مختلطپذیر اندازه-𝑚پیچش معمول بین توابع  ∗که در آن  ∈ 𝐺، ℎ̃(𝑥) ≔ ℎ(𝑥−1) .

,𝐴(𝐺))صورت در این ‖⋅‖𝐴(𝐺) ) نامیم.را جبر فوریه میآن وار یک جبر باناخ است کهبا ضرب نقطه 

 گاهآبلی باشد، آن 𝐺در حالت خاص، اگر 

3)  𝐴(𝐺) = {𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐿1(�̂�)} ≅ 𝐿1(�̂�), 

 

 

 [00]و [ 02] [، 1]جبرهای فوریه برای نخستین بار در مقالات است.  𝑓تبدیل فوریۀ  𝑓و  𝐺دوگان گروه  𝐺که در آن 

 هایی بسیار مفید در نظریه جبرهای باناخ هستند. مطرح و مورد بررسی قرار گرفتند. این جبرها در واقع مثال

 کند:های زیر صدق میدر ویژگی 𝐴(𝐺) ۀ، جبر فوریآبلی باشد 𝐺اگر 

0. 𝐴(𝐺) دار در دارای یک همانی تقریبی کران𝐴(𝐺)𝑐: = {𝑓 ∈ 𝐴(𝐺) ∶ در  هاست ک {supp(𝑓) فشرده است

 .است 𝑓دهنده محمل نشان supp(𝑓) آن

 گاه به خودش باشد، آن 𝐴(𝐺)گرها از مجموعۀ همۀ ضرب ℳ(𝐴(𝐺))اگر  .2

ℳ(𝐴(𝐺)) ≅ 𝑀𝐺: = {𝜏 ∈ 𝐶𝑏(𝐺) ∶ 𝑓𝜏 ∈ 𝐴(𝐺), ∀𝑓 ∈ 𝐴(𝐺)}. 

رهای باناخ و سگال برای دیدن مفاهیم تعریف نشده مرتبط با جب چنینهم را ملاحظه کنید.[ 00] ،برای جزئیات بیشتر

 . دهیمارجاع می [0]خواننده را به 

𝜏تابع  ...1 تعریف ∈ 𝐶(𝐺)  را𝐴(𝐺)- هر  ازای نامیم هرگاه بهتابع موضعی می𝑓 ∈ 𝐴(𝐺)𝑐 داشته باشیم 

𝑓𝜏 ∈ 𝐴(𝐺) گردایه همۀ .𝐴(𝐺)-  توابع موضعی را با𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐 دهیمنشان می. 

𝑓اگر  ...1 قضیه ∈ 𝐴(𝐺)  0و < 𝑖𝑛𝑓
𝑥∈𝐺

𝑓(𝑥)1گاه ، آن

𝑓
∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐 .اگر  چنینهم𝐺 اجتماعی مجزّا از 

𝜏باشد و   𝜆∈𝛬{𝑋𝜆}مانند  اشهای باز و فشردهمجموعهزیر ∈ 𝐶(𝐺)  بر هر𝑋𝜆 گاه ثابت باشد، آن𝜏 ∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐. 

 ■. را ببینید[ 00]از   1.2های اثبات: مثال

اند. چون هدف ما صرفاً بررسی جبرهای ارائه شده [00]تر درصورت کلیجبرهای باناخ معرفی شده در تعریف زیر به

 کنیم.فوریه است، این تعریف را تنها برای این جبرها بیان می

𝜏فرض کنیم  ...1 تعریف ∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐هر ازای. به𝑛 = 0,1,2,3,  دهیمقرار می …

𝐴(𝐺)𝜏(𝑛) ≔ {𝑓 ∈ 𝐴(𝐺) ∶  𝑓𝜏, … , 𝑓𝜏𝑛 ∈ 𝐴(𝐺)},  

𝐴(𝐺)𝜏(∞) ≔ {𝑔 ∈ 𝐴(𝐺) ∶ 𝑔𝜏, 𝑔𝜏2, … ∈ 𝐴(𝐺), ∑‖𝑔𝜏𝑘‖
𝐴(𝐺)

< ∞

∞

𝑘=0

}.  
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𝑓هر  ازای به ∈ 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)  و𝑔 ∈ 𝐴(𝐺)𝜏(∞) دهیم:قرار می 

‖𝑓‖𝜏(𝑛) ≔  ∑‖𝑓𝜏𝑘‖
𝐴(𝐺)

𝑛

𝑘=0

, 

 

‖𝑔‖𝜏(∞) ≔  ∑‖𝑔𝜏𝑘‖
𝐴(𝐺)

∞

𝑘=0

. 
 

,𝐴(𝐺)𝜏(𝑛))در واقع فضاهای  ‖⋅‖𝜏(𝑛))  و(𝐴(𝐺)𝜏(∞), ‖⋅‖𝜏(∞))  جبرهای سگال در𝐴(𝐺) و  1 هایهستند، بخش

 را ببینید. [00]از  7

𝜏فرض کنیم  ...1 قضیه ∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐صورت: این . در 

0) 𝜏 ∈ 𝑀𝐺  گر اگر و تنها ا𝐴(𝐺)𝜏(1) = 𝐴(𝐺). 

(∞)𝐴(𝐺)𝜏اگر  (2 = 𝐴(𝐺) گاه آن𝜏 ∈ 𝑀𝐺 . 

 ■را ببینید. [ 00]از  7.2و  1.0اثبات: قضایای 

𝐴(𝐺)دانیم گاه میآبلی باشد، آن 𝐺اشاره شد، اگر  (3طور که در رابطۀ همان ≅ 𝐿1(�̂�)در قضیۀ بعدی با توجه  . اما

 استفاده خواهیم کرد.  𝐴(𝐺)از ،را داریم [00]که قصد استفاده از نتایج مقالۀ به این

 صورت:است. در این 𝐺جبر فوریه بر گروه آبلی گسستۀ نامتناهی  𝐴(𝐺)فرض کنیم  ..1.1 قضیه

0) 𝑀𝐺 ⊆ 𝐶𝑏(𝐺) ⊊ 𝐶(𝐺) = 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐 

:𝜏اگر  (2 𝐺 → ℂ  و𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐺

|𝜏(𝑥)| = 𝑛هر ازایگاه به، آن∞ = 1,2, …  ،𝐴(𝐺) − 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛) در  𝐴(𝐺)  

 فضاپذیر است. 

𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐، 1(: بنابر تعریف 0) اثبات: ⊆ 𝐶(𝐺)توان . از طرف دیگر می𝐺  صورت  را به𝐺 = ⋃ {𝑥}𝑥∈𝐺 نی نوشت؛ یع

𝐺 مقدار بر  -، هر تابع )پیوسته( مختلط1های باز و فشرده است. لذا بنابر قضیۀ اجتماعی مجزا از مجموعه𝐺 متعلق به ،

𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐  است؛ یعنی𝐶(𝐺) ⊆ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐رو . از این𝐶(𝐺) = 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐 تعریف  حکم با توجه به. سایر موارد در𝑀𝐺 

 آشکارا برقرارند.  است،گسستۀ نامتناهی  𝐺که و این

𝜏گاه کران باشد، آنمقدار و بی -تابعی مختلط 𝜏(: اگر 2) ∈ 𝐶(𝐺) − 𝐶𝑏(𝐺)( داریم 0رو بنابر ). از این𝜏 ∉ 𝑀𝐺  و

𝜏 ∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐هر ازای، به1 ۀ. حال بنابر قضی𝑛 = 1,2,3, 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)داریم،  … − 𝐴(𝐺) ≠  ، به1. بنابر تعریف ∅

𝑓هر  ازای ∈ 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛) ،‖𝑓‖𝐴(𝐺) ≤ ‖𝑓‖𝜏(𝑛) . دهد که نگاشت شمول این نشان می𝑖: 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛) → 𝐴(𝐺) 

𝐴(𝐺)𝑐واقعیت که  این از چنینهمیوسته است. پ ⊆ 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)توان نتیجه گرفت که ، می𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)  در𝐴(𝐺)  .چگال است

𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)که در بالا ثابت شد بنابراین با توجه به این ≠ 𝐴(𝐺)توان گفت، می𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝑖(𝐴(𝐺)𝜏(𝑛))) = 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)  در

𝐴(𝐺) 1 ۀبر قضی رو بنابسته نیست. از این  ،𝐴(𝐺) − 𝐴(𝐺)𝜏(𝑛)   در𝐴(𝐺)  .فضاپذیر است ■ 
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𝜎صورت  یک گروه آبلی نافشرده است. در این 𝐺فرض کنیم  .1.11 قضیه ∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐 کهطوری  موجود است به 

𝐴(𝐺) − 𝐴(𝐺)𝜎(∞)  در𝐴(𝐺)  .فضاپذیر است  

𝜏مقدار  -، یک تابع حقیقی[03]از 1.0.3 ۀاثبات: بنا بر قضی ∈ 𝑀𝐺  موجود است که𝜏 ≥ 1و  1

𝜏
∉ 𝑀𝐺رو اگر . از این

𝜎قرار دهیم  ≔ 𝜏−1گاه ، آن𝜎 ∉ 𝑀𝐺 1 ۀبر قضی و بنا ،𝜎 ∈ 𝐴(𝐺)𝑙𝑜𝑐1 بر قضیۀ . در نتیجه بنا ،𝐴(𝐺)𝜎(∞)  یک

𝐴(𝐺)𝑐است. اماّ  𝐴(𝐺)زیرمجموعۀ سرۀ  ⊆ 𝐴(𝐺)𝜏(∞) لذا  و𝐴(𝐺)𝜎(∞)  در𝐴(𝐺)  دهد میچگال است. این نشان

 کاهنده بودن نگاشت خطی -جه به نرمبسته نیست. لذا با تو 𝐴(𝐺)در  (∞)𝐴(𝐺)𝜎که 

𝑇: 𝐴(𝐺)𝜎(∞) → 𝐴(𝐺),   𝑓 ↦ 𝑓, 

𝐴(𝐺)  شود که، نتیجه می1 ۀقبل، از قضی ۀمشابه اثبات قضی − 𝐴(𝐺)𝜎(∞)  در𝐴(𝐺)   .فضاپذیر است■ 

 8توسط قهرمانی 7فوریه-، جبر لبگ2002پردازیم. در سال خاص می ابتدا به یادآوری مفهوم یک جبر سگال برای ادامه،

 دهیم:یک گروه موضعاً فشرده است. قرار می 𝐺تر فرض کنیم طور دقیق معرفی شد. به[ 7]در  9و لائو
 

ℒ𝐴(𝐺): = 𝐿1(𝐺)⋂𝐴(𝐺),      
 

 ‖|𝑓|‖ ≔ ‖𝑓‖1 + ‖𝑓‖𝐴(𝐺),     (𝑓 ∈ ℒ𝐴(𝐺)).  
 

,ℒ𝐴(𝐺))فضای  وار یک نقطه با ضرب ℒ𝐴(𝐺) شود که جبردر مقاله مذکور ثابت میفوریه نام دارد. -جبر لبگ (‖|⋅|‖

 است.   𝐿1(𝐺)، و با ضرب پیچش، یک جبر سگال در 𝐴(𝐺) درجبر سگال 

بیان  𝐺فشرده برای فشرده یا گسسته بودن گروه موضعاً  ارزهمبا استفاده از مفهوم فضاپذیری، شرایطی  در قضایای زیر

 کنیم. می

𝐴(𝐺)شرده است اگر و تنها اگرف 𝐺فشرده است. در این صورت  یک گروه موضعاً 𝐺فرض کنیم  .1.12 قضیه −

ℒ𝐴(𝐺)  در𝐴(𝐺) نباشد فضاپذیر. 

𝐴(𝐺)، [7] از 2.7 ۀنافشرده باشد، طبق گزار 𝐺اثبات: اگر  ≠ ℒ𝐴(𝐺) .  اماℒ𝐴(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ‖⋅‖𝐴(𝐺) = 𝐴(𝐺) .رو از این

ℒ𝐴(𝐺)  در𝐴(𝐺) بسته نیست. از سوی دیگر، آشکارا نگاشت شمول 𝑖: ℒ𝐴(𝐺) → 𝐴(𝐺) کاهنده و در نتیجه -نرم

 کند.کامل می 1 ۀبا توجه به قضیاین اثبات حکم در قسمت رفت را کراندار است و 

𝐴(𝐺)برعکس، فرض کنیم  − ℒ𝐴(𝐺)  در𝐴(𝐺) .پس بنا به تعریف  فضاپذیر است(𝐴(𝐺) − ℒ𝐴(𝐺))⋃{0}  دارای

𝐴(𝐺)دهد که نتیجه می آشکارا نامتناهی است. اما اینبا بعد یک زیرفضای  ≠ ℒ𝐴(𝐺)2.7 ۀ. مجدداً با توجه به گزار 

 ■نافشرده است. 𝐺گیریم که نتیجه می[ 7] از 

                                                           
7 𝐿𝑒𝑏𝑒𝑠𝑔𝑢𝑒 − 𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟 
8 𝐹. 𝐺ℎ𝑎ℎ𝑟𝑎𝑚𝑎𝑛𝑖 
9 𝐴. 𝑇. −𝑀. 𝐿𝑎𝑢 
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𝐿1(𝐺)گسسته است اگر و تنها اگر 𝐺فشرده است. در این صورت  یک گروه موضعاً  𝐺فرض کنیم  ..1.1قضیه −

ℒ𝐴(𝐺)   در𝐿1(𝐺)  نباشد فضاپذیر. 

𝐿1(𝐺)، [7]از  2.3 ۀناگسسته باشد، طبق گزار 𝐺اثبات: اگر  ≠ ℒ𝐴(𝐺) . با توجه به چگال بودنℒ𝐴(𝐺)  در𝐿1(𝐺)  و نیز

𝑖: ℒ𝐴(𝐺)کاهنده بودن نگاشت شمول -نرم → 𝐿1(𝐺)که شود، مشابه با اثبات قضیۀ قبل نتیجه می𝐿1(𝐺) − ℒ𝐴(𝐺)  

 فضاپذیر است. 𝐿1(𝐺)در 

𝐿1(𝐺) اگربرعکس،  − ℒ𝐴(𝐺)   در𝐿1(𝐺)  گاهباشد، آنفضاپذیر 𝐿1(𝐺) ≠ ℒ𝐴(𝐺) نتیجه  [7]از  2.3 ۀو طبق گزار

  ■ ناگسسته است. 𝐺شود که می
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