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 چکیده

 شود بهتعریف می mح ترین عدد صحیشود، کوچکنشان داده می �̂�(𝐹‚𝑟)که با نماد  Fگراف  رنگی𝑟 ایعدد رمزی اندازه

رنگ از گراف رنگ، یک کپی تک rبا  Gهای گراف آمیزی از یالیال وجود داشته باشد که در هر رنگ mبا  Gطوری که یک گراف 

F دودک و پرالات برای مسیر ،جداگانه طور بهکریولویچ و  .وجود داشته باشد 𝑃𝑛  اند که برای نشان دادهn بزرگ، کافی  ۀانداز به

�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) ≤ 604𝑟2 ln 𝑟 𝑛  . کنیم متفاوت این کران بالا را بهبود داده و ثابت می در این مقاله با اثباتی کاملاا�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) ≤

18(1 + 𝑜𝑟(1))𝑟2 ln 𝑟  𝑛 . دست آمده تقریباا بهینه استلازم به ذکر است که کران بالای به. 

 .مسیر ،ایاندازه رمزی عدد، رمزی عدد کلیدی:های واژه

 

 

 مقدمه

رأس n برای نشان دادن مسیر با   𝑃𝑛از نماد . انددار در نظر گرفته شدهمتناهی، ساده و غیر جهت ،های این مقالهگراف ۀهم

و  𝐸(𝐺) ،𝑉(𝐺)از نمادهای  Gبرای یک گراف  .های آن استمنظور از طول یک مسیر تعداد یال .کنیماستفاده می

𝑒(𝐺) های گرافها و تعداد یالیال ۀ، مجموعهارأس ۀبه ترتیب برای نشان دادن مجموع G کنیماستفاده می. 

𝑟و عدد طبیعی   𝐹 و  𝐺 برای دو گراف ≥  را با نماداست و آن  𝐹گراف   رمزی برای -𝑟یک گراف 𝐺 گراف  گوییم  1

G → (𝐹)𝑟 های گراف آمیزی از یالهر رنگدهیم، هرگاه در نشان میG  باr رنگ رنگ دلخواه، یک کپی تکF   وجود

𝑟دهد که برای هر نشان می [11]رمزی  ۀقضی .داشته باشد ≥ چنان وجود دارد  𝑛عدد طبیعی  𝐹،و هر گراف دلخواه  1

𝐾𝑛که  → (𝐹)𝑟 .که دارای این خاصیت است را عدد رمزی گرافترین مقدار کوچک 𝐹را با نماد  و آن نامیممی𝑅(𝐹‚𝑟) 

اردوش و  و [11] اردوش .رمزی است یکی از مسائل اساسی در نظریۀ 𝑅(𝐾𝑛 ‚1)تخمین زدن مقدار  .دهیمنشان می

1اند که نشان داده[ 11]زکرس 
𝑛/1

≤ 𝑅 (𝐾𝑛 ‚1) ≤ 1
1𝑛

های بسیار صورت گرفته در این راستا، تاکنون با وجود تلاش.  

نتایج بیشتر در مورد اعداد  ۀبرای مشاهد .گرفته است های اخیر صورتها در کرانشرفت جزیی در جهت بهبود توانپی

 .مراجعه کرد[11 ‚7] توان به مراجعها میرمزی گراف

یال  𝑚با  𝐺طوری که یک گراف  است به 𝑚ترین عدد طبیعی ، کوچک𝐹برای گراف  �̂�(𝐹‚𝑟)ایعدد رمزی اندازه

Gنان وجود داشته باشد کهچ → (𝐹)𝑟  . ،به عبارت دیگر . �̂�(𝐹‚𝑟) = max
 

{|𝐸(𝐺)| ∶  G → (𝐹)𝑟}برای 𝑟 > از   1

                                                           

   نویسندۀ مسئول    rjavadi@cc.iut.ac.ir 
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در حالتی  1778ها نخستین بار در سال ای گرافعدد رمزی اندازه. کنیمای چند رنگی استفاده میاصطلاح عدد رمزی اندازه

𝑟یعنیشد )ها برابر با دو باکه تعداد رنگ =  .مورد مطالعه قرار گرفت [10] (، توسط اردوش، فیودری، روسی و شلپ 1

�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟)واضح است که . دهیمرا مورد مطالعه قرار می  𝑃𝑛رأسی  nای مسیرهای در این مقاله، عدد رمزی اندازه =

Ω(𝑛)  . از طرفی چون𝐾1𝑛 → (𝑃𝑛 )1   داریم�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) = 𝑂 (𝑛1)  . اما رفتار دقیق�̂� (𝑃𝑛 ‚ 1)  تا مدت زیادی

 . ناشناخته بود

�̂�دلار را برای اثبات یا رد این که  100مبلغ  [13]  در واقع اردو (𝑃𝑛 ‚ 1) /𝑛 → �̂�یا  ∞ (𝑃𝑛 ‚ 1) /𝑛1 → پیشنهاد  0

تی نشان داد که واقع بک به کمک یک ساختار احتمالادر  .پاسخ داده شد [3]توسط بک  1773این سوال در سال . داد

�̂�تر، او نشان داد کهبه بیان دقیق. خطی است nبر حسب   𝑃𝑛ای مسیر عدد رمزی اندازه (𝑃𝑛 ‚ 1) < 904 𝑛   در این(

به ازای مقادیر به دهیم، منظور این است که این نامساوی هایی مانند نامساوی اخیر ارجاع میمقاله هر گاه به نامساوی

در اثبات ارائه شده توسط بک، نشان داد که  با ایجاد تغییر کوچکی [0]بالوباش . برقرار است( nکافی بزرگ ۀ انداز

�̂� (𝑃𝑛 ‚1) < 720 𝑛.  تر، نشان دادند که ای متفاوت اما ابتداییبا استفاده از ایده[8] اخیراا دودک و پرالات

�̂� (𝑃𝑛 ‚ 1) < 137 𝑛.  با استفاده از این ایده نشان داد که  [17]لتزر�̂� (𝑃𝑛 ‚ 1) < 71 𝑛 .  همچنین اخیراا دودک و

�̂�این کران را بهبود داده و  نشان دادند که [7]پرالات  (𝑃𝑛 ‚ 1) < 70 𝑛.   از طرف دیگر، نخستین کران پایین نابدیهی

�̂�برای  (𝑃𝑛 ‚ 1) بالوباش نشان داد  .بهتر شده است [1]باش بالواین کران پایین توسط  .یدبه اثبات رس [3]  توسط بک

�̂�که (𝑃𝑛 ‚1) ≥ (1 + √1) 𝑛 − 𝑂 �̂� دست آمده، کران کران پایین به بهترین .( 1) (𝑃𝑛 ‚ 1) ≥ (3. 71 −  𝑜 (1))  𝑛 است

  .اثبات شده است [1]که توسط بال و دیبیاسیو 

 :دودک و پرالات نشان دادند که [7]در مرجع  .گیریمرا در نظر می  𝑃𝑛ای مسیرهای زهاکنون حالت چندرنگی عدد رمزی اندا

  
(𝑟+3)𝑟

0
𝑛 − 𝑂 (𝑟1) < �̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) < 33 𝑟0

𝑟
  𝑛 

های که اختلاف کراندر حالی. خطی است 𝑛برحسب  𝑟برای هر مقدار ثابت  �̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟)گیریم که بنابراین، نتیجه می

نشان داد که کران بالای  [18]رو، کریولویچ از این. بسیار زیاد است 𝑟ها به مقدار حسب میزان وابستگی آن بالا و پایین بر

�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟)  بر حسب𝑟 ی دو است، یعنیتقریباا از درجه�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) = 𝑟1+𝑜𝑟(1) 𝑛.  ۀتر کریولویچ قضیبه بیان دقیق 

 . را اثبات کردزیر 

𝐶های فرض کنید ثابت .1 ۀقضی > 𝑟و  1 ≥  گاهآنکافی بزرگ باشد،  ۀبه انداز  𝑛اگر .اندداده شده 1

�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) < 044
1
 𝐶 𝑟

1+
1

𝐶−0 𝑛.  

𝐶 توان نشان داد که اگر ثابتمی = 𝐶(𝑟)  ۀاز مرتب  ln 𝑟 ،در نتیجه  .شودمینیمم می 1 ۀکران بالای قضی گاهآنباشد

 :داریم

�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) < 𝑂 ( 𝑟1  ln 𝑟)  𝑛.  
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 .ارائه دادند (1) ۀاثبات دیگری از قضی [14]همچنین دودک و پرالات 

𝑟برای هر عدد صحیح  .۲ ۀقضی ≥  کافی بزرگ داریم ۀهای به انداز𝑛 و   1

�̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟) < 044 ( 𝑟1  ln 𝑟)  𝑛.  

 ۀرا به انداز 1 ۀدر قضی 000این، ثابت  علاوه بر. دهیمارائه می  �̂�(𝑃𝑛 ‚ 𝑟)ات دیگری را برای کران بالایدر این مقاله اثب

18قابل توجهی بهبود داده و تا  + 𝑜𝑟   :دهیم کهتر نشان میبه بیان دقیق. دهیمکاهش می (1)

�̂�(𝑃𝑛 ‚𝑟) < (18 + 𝑜𝑟 (1)) ( 𝑟1 ln 𝑟)  𝑛.  

گراف و نمادهایی که در این مقاله استفاده  ۀای از اصطلاحات نظریدر ادامه خلاصه .هاحاا  و ناادذااریاصطلا

فرض . دهیمارجاع می [0]برای اطلاعات بیشتر در مورد مفاهیم نظریه گراف خواننده را به  . کنیمکنیم را معرفی میمی

𝑣 برای یک رأس خاص .باشد 𝐸(𝐺)های یالو مجموعه  𝑉(𝐺) هایگرافی با مجموعه رأس G کنید ∈ 𝑉(𝐺)مجموعه 

را |𝑁𝐺(𝑣)| همچنین . دهیمنشان می 𝑁𝐺(𝑣) نامیده و با نماد  𝑣هایکنند را همسایهرا ملاقات می 𝑣هایی که رأس

نشان   𝑢~𝑣نماد گاهآنباشند،  𝐺گراف دو رأس دلخواه در  𝑣و  𝑢اگر . دهیمنشان می  𝑑𝐺(𝑣)گفته و با نماد 𝑣 ۀدرج

𝑋فرض کنید. با یکدیگر مجاور هستند 𝐺در گراف  𝑣و  𝑢این است که  ۀدهند ⊆ 𝑉(𝐺) . صورت نماد در این𝐺[𝑋] 

𝐺منظور از  . است 𝑋های با مجموعه رأس 𝐺زیرگراف القایی  ۀنشان دهند ∖ 𝑋  زیرگراف القایی 𝐺[𝑉(𝐺) ∖ 𝑋] 

Γلاوه، عه ب. است
𝐺

(𝑋) هایی از گرافمجموعه رأس 𝐺  است که حداقل با یک رأس از𝑋 مجاور باشند. 

⊇ 𝐴‚ 𝐵فرض کنید  𝑉(𝐺) .صورتدر این𝑒𝐺(𝐴‚𝐵) = |{𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺): 𝑥 ∈ 𝐴 ‚  𝑦 ∈ 𝐵}|  تعداد  ۀنشان دهند

در  𝐺وقتی ابهامی وجود نداشته باشد از اندیس. کنندوصل می𝐵 را به رأسی از 𝐴 است که یک رأس از  𝐺هایی دریال

صورت  شود بهنشان داده می �̅�(𝐺)  که با 𝐺 های رأس ۀمیانگین درج𝐺، برای گراف دلخواه. کنیمنظر مینمادها صرف

 :شودزیر تعریف می

 �̅�(𝐺)=|𝑉(𝐺)|−1 ∑ 𝑑𝐺(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) .                                                      

𝐺(𝐴 نماد ∪ 𝐵‚𝐸) گراف دوبخشی  ۀنشان دهند𝐺 های با بخش𝐴  و𝐵 های و مجموعه یال 𝐸است . 

 

 نیازهاپیش

پُشا شرایط  [14] در مرجع .ها نیاز داریمپردازیم که در بخش بعدی به آنای میدر این بخش به اثبات نتایج اولیه

 . با طول نسبتاا بزرگ را بررسی کردکافی برای وجود یک مسیر 

 𝑆ها مانندگرافی است که در آن برای هر زیرمجموعه از رأس𝐺 عددی طبیعی و 𝑘 )لم پُشا( فرض کنید [14]  .3لم 

|𝑆|  که ≤ 𝑘داشته باشیم ،.|Γ(𝑆) ∖ 𝑆| ≥ 1|𝑆| −  . است 𝑃3𝑘−1 شامل یک مسیر  𝐺صورت گراف در این  1
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تری کنیم و به دنبال یافتن مسیر طولانیهای دوبخشی بررسی میشده در لم پُشا را برای گراف در لم زیر شرایط مطرح

 . دهیم مشابه اثبات بیان شده در لم پُشا استاثباتی که برای این لم ارائه می .هستیم

𝐺یک عدد طبیعی و 𝑘فرض کنید  .5لم  (𝑉4 ∪ 𝑉1‚  𝐸)  ۀای هر زیرمجموعکه در آن بر یک گراف دوبخشی است 

 𝑆 ⊆ 𝑉𝑖، 𝑖𝜖{0‚1} که|𝑆| ≤ 𝑘 داشته باشیم|Γ(𝑆)| ≥ 1|𝑆|  گاهآن 𝐺  0 شامل مسیری با حداقل𝑘 استرأس . 

𝑃 فرض کنید  .اثبا  = (𝑢0‚𝑢1‚ … ‚𝑢𝑚) یک مسیر با بیشترین طول در گراف𝐺  بدون کم شدن کلیت فرض کنید. است𝑢𝑚𝜖 𝑉0  .

1برای یک  اگر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − ′𝑃  مسیر  گاهآن، 𝑢𝑖~𝐺𝑢𝑚 باشیم داشته  1 = (𝑢0‚𝑢1‚ … ‚𝑢𝑖‚𝑢𝑚‚𝑢𝑚−1‚𝑢𝑖+1)را مسیر به 

 هاای از تغییر شکلهایی قرار دهید که با دنبالهرا خانواده همه مسیر 𝒫خانواده . نامیممی𝑃 از تغییر شکل مسیر دست آمده

 .شوندمی ختم 𝑉0شروع شده و به رأسی در   𝑢0 از𝒫 مسیرها در ۀواضح است که هم. آینددست می به 𝑃از مسیر 

. داریم . قرار دهید 𝒫  مسیرهای در  های پایانیرأس ۀهم ۀرا مجموع 𝑍 مجموعه 𝑍 = {𝑢𝑖1
‚ 𝑢𝑖1

‚ … ‚𝑢𝑖𝑡
‚𝑢𝑚}است  واضح

𝑍 که ⊆  𝑉0  و Γ(𝑍) ⊆ 𝑉1 . ادعای زیر را در موردΓ(𝑍) کنیممطرح می .  

Γ(𝑍) .ادعا = {𝑢𝑚−1‚ 𝑢𝑖𝜐±1: 𝜈 = 1‚ … ‚𝑡}  

 داریم گاهآناگر ادعای فوق درست باشد، 

|Γ(𝑍)| ≤ 1𝑡 + 1 < 1|𝑍| = 1𝑡 + 1.  

.بر فرض داریم بنا ،در نتیجه |𝑍| ≥ k + 𝑍1ۀمجموع حال زیر  1 ⊆ 𝑍  ن انتخاب کنید که را چنا . |𝑍1| = 𝑘 در

Γ|نتیجه  (𝑍1)| ≥ 1 |𝑍1| = 1𝑘.  چونΓ، (𝑍1) ⊆ 𝑉1⋂𝑉(𝑃)  مسیر𝑃  1 دارای حداقل𝑘 رأس در بخش 𝑉1 و در 

|𝑉(𝑃)|بنابراین. است𝑉0 رأس در بخش  1𝑘 نتیجه ≥ 0𝑘  رو کافی است ادعای فوق را از این .شودو اثبات کامل می

   . کنیم اثبات

.یمم هستند، داریم سبا طول ماک  𝒫 اولاا چون مسیرهای در .اثبا  ادعا Γ(𝑍) ⊆ 𝑉(𝑃)  حال فرض کنید𝑢𝑖 ⊆ Γ(𝑍).  

𝑣پس رأسی مانند ∈ 𝑍  چنان وجود دارد که𝑢𝑖 ∼ 𝑣.  ۀطبق تعریف مجموع ،𝑍 مسیرهای𝑃0‚𝑃1‚ … ‚𝑃𝑠   چنان وجود

𝑗)برای   𝑃𝑗دست آمده از تغییر شکل مسیر مسیر به 𝑃𝑗+1 دارند که مسیر = 0‚ … ‚𝑠 − رأس   𝑣( بوده و رأس1

𝑢𝑖،طور چون  همین. است  𝑃𝑠انتهایی مسیر ∈ Γ(𝑍) ⊆ 𝑉1  داریم𝑖 ≠ 𝑚 .رأس w را رأس بلافاصله بعد از 𝑢𝑖  در

پایانی  رأس 𝑤 دست آمده وبه 𝑃𝑠 د دارد که از تغییر شکل مسیرلذا مسیری وجو .قرار دهید𝑢0  با شروع از 𝑃𝑠 مسیر 

. بنابراین. آن است 𝑤 ∈ 𝑍 اگر𝑤 ∈ {𝑢𝑖−1‚ 𝑢𝑖+1}  فرض کنید. اثبات ادعا تمام است . 𝑤 ∉ {𝑢𝑖−1‚ 𝑢𝑖+1}  

1لذا یک اندیس . نیست  𝑃𝑠ومی، در مسیر، مثلاا د𝑢𝑖𝑢𝑖+1یا   𝑢𝑖−1𝑢𝑖هایبنابراین حداقل یکی از یال ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 − 1 

𝑢𝑖𝑢𝑖+1 طوری که وجود دارد به ∈ 𝐸(𝑃𝑗) اما𝑢𝑖𝑢𝑖+1 ∉ 𝐸 (𝑃𝑗+1).  در نتیجه𝑢𝑖+1  رأس انتهایی مسیر𝑃𝑗+1 

𝑢𝑖+1 بنابراین. است ∈ 𝑍 توجه کنید که(𝑢𝑖  تواند درنمی𝑍  یرا باشد، ز𝑢𝑖 ∈ 𝑉1) . در نتیجه، ادعا در این حالت نیز

 . شودثابت می
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ها در واقع این نامساوی. کنیمبیان می𝐵𝑖𝑛(𝑛‚𝑝) ای های دوجملهدر ادامه دو نامساوی بسیار مفید را برای توزیع

 و[10] توان در مراجع ها را میها و اثبات آنیات این نامساویئجز. های دیگری از نامساوی معروف چرنوف هستندحالت

 . مشاهده کرد  [17]

𝔼(𝑋)و امید ریاضی 𝐵𝑖𝑛(𝑛‚𝑝)ای یک متغیر تصادفی با توزیع دوجمله  X فرض کنید [17] . 4لم  = 𝜇  برای . ستا

𝜀 هر ∈ (4‚ 3 1⁄  داریم [

𝑃𝑟(|𝑋 − 𝜇| ≥ 𝜀𝜇) ≤ 1𝑒
−

𝜀
1
𝜇

3  .  

    

𝔼(𝑋)و امید ریاضی 𝐵𝑖𝑛(𝑛‚𝑝)ای ر تصادفی با توزیع دوجملهیک متغی X کنید  فرض [10] .4لم  = 𝜇  برای  .ستا

𝛿 هر ∈  داریم (1‚0)

𝑃𝑟 (𝑋 ≥ (1 + 𝛿) 𝜇) ≤ 1𝑒
−

𝛿
1
𝜇

3  

𝐺گراف دوبخشی تصادفی  𝒢(𝑁‚𝑁‚𝑝)ایگراف دوبخشی تصادفی دوجمله (𝑉4 ∪ 𝑉1‚ 𝐸)  با دو بخش𝑛  رأسی 𝑉0 و 

 𝑉1طوری که هر زوج است به {𝑖‚𝑗} ∈ 𝑉4 × 𝑉1 طور مستقل و با احتمال به𝑝  به عنوان یک یال در گراف𝐺  ظاهر

𝑝  توجه کنید که ممکن است. شودمی = 𝑝(𝑛)  تابعی برحسب 𝑛  باشد که اگر 𝑛 گاهآننهایت میل کند، به سمت بی 

 𝑝 گوییم پیشامدعلاوه براین، می. دهد(این اتفاق رخ می به سمت صفر میل کند )البته معمولاا 𝐴𝑛  در یک فضای احتمال

 . میل کند1 برقرار باشد به  𝐴𝑛 کند، احتمال پیشامدنهایت میل به بی 𝑛 طور تقریباا قطعی برقرار است، هرگاهبه

𝑑 که طوری مثبتی باشند به اعداد αو  𝑓 ،،𝑑 εفرض کنید .4لم ≥ 𝛼و  1 >
1

1
√7𝑓 ln 𝑑 +  صورت، در اینکه این  .1

𝑛0 = 𝑛0(𝑓‚𝑑‚𝜀) طوری که برای هر وجود دارد به 𝑛 ≥ 𝑛0 و ،𝑝 = 𝑓 𝑛⁄ 𝐺یک گراف دوبخشی  = 𝐺 (𝑉0‚𝑉1)  

𝑖 چنان وجود دارد که برای هر ∈ |𝑉𝑖| داریم {1‚4} = 𝑁 = 𝑑𝑛 و  

𝑈 ۀی هر دو زیرمجموعبرا (1 ⊆ 𝑉𝑖(𝐺) و 𝑊 ⊆ 𝑉𝑖+1(𝐺)  که 𝑢 = |𝑈| ≤ 𝑛
𝑤،و ⁄0 = |𝑊| = 1𝑢  

𝑒𝐺(𝑈‚𝑊) .    داریم  < 𝑝𝑢𝑤 + 𝛼√𝑢𝑤 

1) (22.1 − 𝜀) 𝑓𝑑 ≤ �̅�(𝐺) ≤ (1 + 𝜀) 𝑓𝑑.      

( را 1( و 1طور تقریباا قطعی شرایط  به   𝑉1و 𝑉0با دوبخش  𝒢(𝑁‚ 𝑁‚ 𝑝)دهیم که گراف دوبخشی تصادفی نشان می .اثبا 

𝑈فرض کنید . دارد ⊆ 𝑉𝑖  و𝑊 ⊆ 𝑉𝑖+1 های گراف ثابت از رأس ۀدو زیرمجموع𝐺 طوری که هستند، به  𝑢 = |𝑈| ≤ 𝑛
0 ⁄ 

𝑤و  = |𝑊| = 1𝑢0.   فرض کنید𝑋𝑈‚𝑊  ی های بین دو مجموعهیک متغیر تصادفی است که تعداد یال𝑈 و 𝑊  را

𝔼(𝑋𝑈‚𝑊)و امید ریاضی   𝐵𝑖𝑛(𝑢𝑤‚ 𝑝)ای دارای توزیع دو جمله 𝑋𝑈‚𝑊واضح است که  . کندارش میشم = 𝑝𝑢𝑤  است . 

δرا برای  0حال اگر نامساوی لم  =
𝛼 𝑛

𝑓√𝑢𝑤
( صدق نکنند دارای 1در شرط  𝑊و   𝑈احتمال آنکه  گاهآنکار ببریم، به 

 زیر است  صورت کران بالایی به
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𝑃𝑟(𝑋𝑈‚𝑊 ≥ 𝑝𝑢𝑤 + 𝛼√𝑢𝑤) ≤ 𝑒
−

𝛿
1

3
𝑝𝑢𝑤

= 𝑒
−

𝑛

3
 
𝛼

1

𝑓
.   

𝑁)،از طرفی با در نظر گرفتن نامساوی
𝐾

) ≤ (
𝑁𝑒

𝑘
)

𝑘
دارای کران بالایی به   𝑊و 𝑈های ممکن برای تعداد انتخاب 

 صورت زیر است

∑ (
𝑁

𝑢
) (

𝑁

𝑤
)

𝑛 0⁄

𝑢=1

≤ 𝑛 0⁄ (
𝑑𝑛

𝑛 0⁄
) (

𝑑𝑛

𝑛 1⁄
) ≤ (𝑛 0⁄ ) (0𝑑𝑒)

𝑛 0⁄

(1𝑑𝑒)
𝑛 1⁄

 

      = (𝑛 0⁄ ) 𝑒
(𝑛 0⁄ )(ln(0𝑑𝑒)+1 ln(1𝑑𝑛))

 

   ≤ (𝑛 0⁄ ) 𝑒
(𝑛 0⁄ )(3 ln 𝑑+0)

.    

هیم که احتمال رخ دادن صدق نکند، کافی است نشان د 𝐺( در گراف 1 پیشامد آن باشد که شرط Aرو، اگر از این

𝑜  ۀاز مرتب𝐺 در گراف 𝐴 پیشامد   تر، داریم،به عبارت دقیق. است(1)

𝑃𝑟(𝐴) ≤ ∑ (
𝑁

𝑢
) (

𝑁

𝑤
)

𝑛 0⁄

𝑢=1

 𝑃𝑟(𝑋𝑈‚𝑊 ≥ 𝑝𝑢𝑤 + 𝛼√𝑢𝑤) ≤ (𝑛 0⁄ ) 𝑒
(𝑛 0⁄ )(3 ln 𝑑+0)

𝑒
−

𝑛

3
 
𝛼

1

𝑓
= 𝑜 (1). 

 . کندصدق می طور تقریباا قطعی به  𝐺( در گراف 1شرط ،𝛼 انتخاب ۀبنابراین با توجه به نحو

برای این منظور فرض کنید که . کندطور تقریباا قطعی صدق می به 𝐺 ( نیز در گراف1دهیم که شرط حال نشان می

. توان دید کهمی. را شمارش کند Gهای گراف ، تعداد یال𝑋متغیر تصادفی 𝑋 = �̅�(𝐺) × 𝑁 ضوح به و 𝑋دارای توزیع 

𝐵𝑖𝑛 ایدوجمله (𝑁1‚𝑝) که طوری است، به 

𝔼(𝑋) = 𝑁1𝑝 = 𝑓𝑑1𝑛.  

 داریم ( 1کار بردن نامساوی چرنوف )لمبا به

𝑃𝑟(|�̅�(𝐺) − 𝑓𝑑| ≥ 𝜀𝑓𝑑) = 𝑃𝑟 (|�̅�(𝐺)𝑁 − 𝑁1𝑝| ≥ 𝜀𝑁1𝑝) ≤ 1𝑒
−

𝜀
1
𝑁

1
𝑝

3 ≤ 1𝑒
−

𝜀
1
𝑑

1
𝑓𝑛

3  = 𝑜 (1).  

 داریم  𝐺طور تقریباا قطعی در گراف بنابراین به

|�̅�(𝐺) − 𝑓𝑑| < 𝜀𝑓𝑑.  

 . کند( صدق می1( و 1وجود دارد که در شرایط  Gیک گراف  دهد کهاین نشان می. طور تقریباا قطعی برقرار است( به1لذا شرط 

 . اده خواهیم کردای قدیمی از اردوش است که در ادامه از آن استفلم زیر نتیجه
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]  .8لم  11 𝐽 شامل یک زیرگراف القایی  �̅�(𝐻)با میانگین درجه Hهر گراف [ ⊆ 𝐻 طوری که درجه هر رأس  است به

حداقل 𝐽در 
1

1
�̅�(𝐻)   است . 

 
 نتایج اصلی

زیر نشان  ۀابتدا در قضی. است را اثبات کنیم  �̂�(𝑃𝑛‚𝑟)در این بخش نتیجه اساسی این مقاله که یک کران بالا برای

 . است𝑃𝑛 وجود دارد که هر زیرگراف پُریال از آن شامل یک مسیر  𝐺دهیم که تحت شرایطی گرافمی

𝑑داده شده است که  εو  γ ،𝑓 ،𝑑کنید اعداد مثبت  فرض. 4 ۀقضی >
1

γ
≥ 𝑓و  1 >

18(ln 𝑑+1)

((1−𝜀)γ𝑑−1)
1
برای عدد   .

�̅�(𝐺) که طوریوجود دارد به   𝑛𝑑از اندازه ییهابا بخش 𝐺 گراف دوبخشی، 𝑛ی بزرگ کاف ۀبه انداز طبیعی ≤

(1 + 𝜀) 𝑓𝑑  هر زیرگراف فراگیر وH  ازG  که𝑒(𝐻) ≥ 𝛾𝑒(𝐺)شامل یک مسیر ،𝑃𝑛  است .  

 نید که ای انتخاب کرا به گونه 𝛼 عدد مثبت. اندداده شده 𝜀 و𝛾 ،f ، dفرض کنید اعداد  .اثبا 

1

1
√7𝑓 (ln 𝑑 + 1) < 𝛼 ≤

1

1√1
𝑓 ((1 − 𝜀) 𝛾𝑑 − 1).  

𝐺 فرض کنید گراف  = 𝐺 (𝑉4 ∪ 𝑉1‚𝐸)با ثابت 7دست آمده از لم  گراف دوبخشی به(های𝑓 ،𝑑 ،ε  وαاست ) . نشان

 Gفراگیر از گراف  زیرگرافی Hبرای این منظور فرض کنید . کندفوق صدق می ۀدر شرایط قضی Gدهیم که گراف می

𝑒(𝐻)کهاست  ≥ 𝛾𝑒(𝐺)  فرض کنید همچنین 𝐽 ⊆ 𝐻  کنیم ادعا می. است 8دست آمده از لم  بهزیرگراف القایی

𝑈 ۀزیرمجموع 0در نتیجه بنابر لم . به برهان خلف فرض کنید چنین نباشد .است  𝑃𝑛حاوی یک مسیر 𝐽که گراف  ⊆

𝑉𝑖(𝐽) که(𝑖 ∈ 𝑢دارد که وجود ( {1‚0} = |𝑈| ≤ 𝑛 0⁄ . و   Γ
𝐽
(𝑈) < 1𝑢  مینیمم درجه در گراف 8با توجه به لم ،𝐽 

1) حداقل  1⁄ ) �̅�(𝐻)بنابراین، داریم .است. 𝑒𝐽(𝑈‚𝑉(𝐽)) ≥ (1 1⁄ ) �̅�(𝐻)𝑢  ۀمجموعحال زیر  𝑊 ⊆ 𝑉𝑖+1 را چنان

Γ𝐽(𝑈) انتخاب کنید که ⊆ 𝑊 و . 𝑤 = |𝑊| = 1𝑢 زیر برقرار است: ۀرت، رابطصو در این 

         (1 − 𝜀) 𝑓𝑑
𝛾

1
𝑢 ≤

𝛾

1
�̅�(𝐺)𝑢 ≤

1

1
�̅�(𝐻)𝑢 ≤ 𝑒𝐽(𝑈‚𝑉(𝐽)) ≤ 𝑒𝐺(𝑈‚ 𝑊) 

< 𝑝𝑢𝑤 + 𝛼√𝑢𝑤 =
1𝑓𝑢1

𝑛
+ √1𝛼𝑢 ≤ (

𝑓

1
+ √1𝛼) 𝑢.  

. بنابراین، داریم (1 − 𝜀) 𝑓𝑑
𝛾

1
<

𝑓

1
+ √1𝛼  در نتیجه𝛼 >

1

1√1
𝑓 ((1 − 𝜀) 𝛾𝑑 − در  αانتخاب  ۀکه این با نحو ،(1

 . است  𝑃𝑛، حاوی یک مسیر𝐻و در نتیجه گراف    𝐽گیریم که زیر گرافاز تناقض اخیر نتیجه می .تناقض است

  . آوریمدست می بهگاه آن  𝑃𝑛ای چندرنگی مسیرهای، کران بالایی برای عدد رمزی اندازه7 ۀدر ادامه، به کمک قضی

𝑟اگر .14 ۀقضی ≥  کافی بزرگ باشد، ۀبه انداز 𝑛یک عدد صحیح و   1

�̂�(𝑃𝑛‚𝑟) ≤ 18 (1 + 𝑜𝑟 (1)) 𝑟1(ln 𝑟)𝑛.    
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𝑟فرض کنید  .اثبا  ≥ γ .قرار دهید. یک عدد صحیح دلخواه است  1 = 1 𝑟⁄   𝑓،𝑑همچنین فرض کنید اعداد ثابت   

 . دست آمده از آن قضیه است راف دوبخشی بهگ 𝐺و  کنندصدق می7 ۀدر شرایط قضی  𝜀و

. کنیم ادعا می 𝐺 → (𝑃𝑛)𝑟 های گراف آمیزی دلخواه از یالیک رنگبرای این منظور𝐺 با𝑟   رنگ دلخواه𝑟، … ،1  1، 

، دارای حداقل iها، مثلا رنگ واضح است که زیرگراف فراگیر القایی روی یکی از رنگ. را در نظر بگیرید
𝑒(𝐺)

𝑟
 . یال است  

. بنابراین. آمیزی وجود داردتحت این رنگ 𝐺( در 𝑖رنگ )از رنگ تک  𝑃𝑛یک مسیر 7 ۀدر نتیجه، طبق قضی 𝐺 →

 (𝑃𝑛)𝑟 رو داریماز این  . �̂�(𝑃𝑛‚𝑟) ≤ 𝑒(𝐺)منظور دست یافتن به کران بالای ادعا شده، کافی است نشان  بنابراین، به

 هدهیم ک

𝑒(𝐺) ≤ 18 (1 + 𝑜𝑟 (1)) 𝑟1(ln 𝑟)𝑛.  

 ، داریم 7 ۀلازم به یادآوری است که با توجه به قضی

𝑒(𝐺) ≤ (1 + 𝜀) 𝑑1𝑓𝑛~ (1 + 𝜀) 𝑑1
18 ln 𝑑 + 30

((1 − 𝜀) 𝛾𝑑 − 1)
1

𝑛.  

 ابع را چنان بیابیم که ت 𝑑بنابراین، کافی است مقدار . کافی کوچک است ۀبه انداز 𝜀 کنیمفرض می

𝑓(𝛾‚𝑑) =
18 ln 𝑑+30

(𝛾𝑑−1)
1

𝑑1  

𝑑با شرط  >
1

𝛾
= 𝑟  دهیمقرار می . مینیمم شود 𝑑 = 𝑐𝑟 که ،𝑐 >  داریم گاهآن 1

𝑓(𝛾‚𝑑) =
𝑐1

(𝑐 − 1)
1

(18𝑟1 ln 𝑟 + (18 ln 𝑐 + 30) 𝑟1).  

𝑐 مقدار  > 𝑐دهیم کهای قرار میگونهرا به1 = 𝑜𝑟(𝑟)  و 𝑐 = 𝑤𝑟 𝑐)مثلاا (1) = ln 𝑟 + داریم  بنابراین .( 1
𝑐

𝑐−1
. و 1~ (18 ln 𝑐 + 30) 𝑟1 = 𝑜𝑟 (1) 𝑟1 ln 𝑟 لذا 

𝑓(𝛾‚ 𝑑)~18 (1 + 𝑜𝑟 (1)) 𝑟1 ln 𝑟 

 . شودو اثبات کامل می
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