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Introduction 

Fuzzy relational equations have played an important role in fuzzy set 

theory and fuzzy logic systems, and many researchers have discussed 

fuzzy relation equations based on different compositions of fuzzy 

relations, including max–product fuzzy relational equations. In this 

article, we study a class of posynomial geometric programming problem 

(PGPF), with the purpose of minimizing a posynomial subject to fuzzy 

relational equations with max–product composition. With the help of 

auxiliary variables, it is converted convert the PGPF into an equivalent 

programming problem whose objective function is a non-decreasing 

function with an auxiliary variable. Some preliminary definitions are 

introduced. Since the feasible solutions are not convex the basic 

programming techniques are not applicable. It is shown that an optimal 

solution consists of a maximum feasible solution and finite number of 

minimal feasible solutions by an equivalent programming problem. In 

fact, there are a lot minimal solutions and to obtain all them is tedious 

steps, boring and time consuming. Furthermore, we propose some rules 

for full simplifying the problem. Then by using a branch and bound 

approach and fuzzy relational equations (FRE) path, it is presented an 

algorithm to achieve an optimal solution to the PGPF. Finally, a 

numerical experiment is given to illustrate the steps of the algorithm. 

Material and methods 

In this paper, we develop an algorithm to deal with the PGPF based on a 

special structure of a solution set to the fuzzy relation equations. The 

material is arranged as summarizing some concepts and important 

properties related to max–product fuzzy relational equations and more, 
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to present some main conclusions for developing the algorithm in order 

to solve the PGPF.  

Results and discussion 

We introduce three rules to simplify the PGPF. We give a step-by-step 

algorithm to the PGPF and then we use some examples to illustrate how 

the algorithm works. Also, four important concluding remarks are given.  

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 It is proved that the feasible solutions are not convex so the basic 

programming techniques are not applicable.  

 It is shown that an optimal solution consists of a maximum 

feasible solution and the finite number of minimal feasible 

solutions by an equivalent programming problem.  

 By using a branch and bound approach and fuzzy relational 

equations (FRE) path, it is presented an algorithm to achieve an 

optimal solution to the PGPF. 
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  های کلیدی:واژه

 هندسی ریزیبرنامه مسأله

 ،متغیرهچند ایجملهچند

  ،فازی-رابط معادلات

  ،حاصلضرب-ماکسیمم ترکیب

 .کران و شاخه روش

 

 
 

 

 بر روطمش و سازیکمینه هدف تابع با ایچندجمله هندسی ریزیبرنامه مسائل از ایدسته به بررسی این مقاله

 دنیش ناحیه جا کهازآن پردازدمی باشد حاصلضرب-ماکسیمم ترکیب آن سازیرابطه معادلات دستگاه کهاین

ای ناحیه هویژگی ،عاریف اولیهت و معرفی از نیست. پس کاربردی ابتدایی ریزیبرنامه هایروش است غیرمحدب

ای هجواب بهینه از یک جواب ماکسیمم شدنی و تعداد متناهی جواب .شودهای بهینه بررسی میشدنی و جواب

اصلی ارائه  لهأتر پیدا کردن جواب بهینه و کاهیده شدن مستعدادی قاعده برای آسان .شودمینیمال شدنی تشکیل می

 فازیهدف چند عبله تغییر یافته با تاأیک الگوریتم برای به دست آوردن جواب و مقدار بهینه تابع هدف مس .شودمی

 ضیحتو سرانجام برای .شودبا استفاده از روش شاخه و کران و تکنیک معادلات رابطه سازی پیشنهاد می )چندگانه(

 .شودیک مثال ارائه می ،مفهوم

 

 
 

-رابط معادلات قیود با متغیرهچند ایجملهچند هندسی ریزیبرنامه مسأله یک سازیبهینه(. 1031)رضایی، زهرا؛ ؛ الیاس ،شیوانیان :استناد

 .113-103(، 0) 8، های ریاضیپژوهش. حاصلضرب-ماکسیمم ترکیب با فازی
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه .1

. شرایط [2،1]صورت گرفته است  مینیمم-ماکسیممترکیب  ۀاولین بار توسط سانچز بر پای فازی-رابطی از معادلات انظریه

مطالعه شده است. وقتی که یک دستگاه تعداد  [6،5،4،3]های فازی در های فازی روی مجموعههای نظری با حل رابطهروش

تواند شود، از آن جایی که یک مقدار خوب نمیبه طور عادی استفاده می مینیمم-ماکسیمممتناهی جواب مینیمال دارد ترکیب 

ورد بدی مقدار دیگر را جبران کند، در صورتی که پذیرش توانایی؛ میان مقادیری از یک بردار جواب وجود دارد در این م

-ماکسیمم. در عوض ترکیب [7] های فازی نیستهمیشه انتخاب خوبی برای فصل مشترک از مجموعه مینیممعملگر 

 مینیمم-ماکسیممارز یا مشابه با تواند بازده و محصول بهتری داشته باشد یا حداقل نتایجی همجایی که میاز آن حاصلضرب

که دستگاه خطی با شرط اینسازی با یک تابع هدف غیرجا مسأله بهینهاین . در[22،21،،2،،،2]، ممتاز استدهدرا ارائه می

 کنیم:داشته باشیم، را مطالعه می حاصلضرب-ماکسیممبا ترکیب  فازی-رابطمعادلات 

ijفرض کنید m n
A a


    ،0 1ija ۀ، یک ماتریس از مرتب  m n  باشد؛ 

1i m
b b


 ،

 1 2, , ,
T

mb b b b ،0 1ib  یک بردار ، –  m بعدی باشد؛
1j n

x x


    ، 1 2, , ,
T

nx x x x ،

0 1jx  فازی-رابط، یک بردار    n بعدی باشد. در کل , , 0,1ij i ja b x  باشند. فرض کنید می

 1 2, , ,
T

pc c c c  یک بردار   pدانیم شرط بهینگی برای مینیمم کردن تابع هدف بعدی از ضرایب هزینه باشد می

kاینجا به ازای ها مثبت باشند، در این است که هزینه K0کنیم ، فرض میkc   یعنی ضرایب هزینه نامنفی هستندو

 همچنین تعریف می کنیم:

      1,2, , ,     1,2, , ,  1,2, , .i I m j J n k K p      

j برای J و k K توان یا نما 
jk R  ها اعداد حقیقی نامثبت یا نامنفی هستند.را داریم و هر یک از آن 

 :شودسازی زیر مطرح میمتغیره به صورت مسأله بهینهچند ایجملهریزی هندسی چندمسأله برنامهاینک 

             (2                      )

 
1 1

 min ‍‍

. .    ,

         0 1.

k j

p n

k j

k j

j

Z x c x

S t Aox b

x



 





 

 

 .[1]به کار رفته است  حاصلضرب-ماکسیمم به معنی ترکیب "o" جا علامتدر این

دنی آید. ناحیه شبه دست می فازی-رابطپردازیم و ناحیه شدنی معادلات سازی ابتدا به حل قیود آن میحل مسأله بهینهبرای  

این  ۀیمم و تعداد متناهی نقاط مینیمال است که به وسیلسدر صورت غیر تهی بودن دارای یک نقطه ماک فازی-رابطمعادلات 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             4 / 17

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2917-fa.html


 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             5 / 17

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2917-fa.html


 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             6 / 17

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2917-fa.html


 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             7 / 17

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2917-fa.html


 
 1041چهارم، ، شماره هشتم دوره ،های ریاضیپژوهش       

   

 
 

127 

 نتایج اصلی  .2

Aoxهایفرض کنیم مجموعه جواب b  :را بتوان به صورت زیر نوشت 

                          
1ˇ ˇ

ˆ ˆ, ,
l

X A b x x x x x x
   

         
   

 

 جا؛ در این

                                                              1 2, , ,
T

nx x x x 

                                                             1 2 ,ˆ , ˆ,ˆ ˆ
T

nx x x x 

                                 
ˇ ˇ ˇ ˇ

1 2, , ,        1,2, , .

T
t t t t

nx x x x t l
 

  
 

 

است، در حالی که ماکسیممجواب  x̂ و  
1 2 3ˇ ˇ ˇ ˇ

, , , ,
l

x x x x های مینیمال ازهمگی جوابAox b .هستند 

 (. فرض کنید [24]) 1 ۀگزار

                                       |   0 ,   1,2, , .
jj kK k K K j n     

 :شودگاه موارد زیر نتیجه میآن

                           1 2

1 2

1 2

1 2

( )  ,   ... 0                       

( )  ,   , , 1  1
j j

j j

j j j pj

k k

j j j j

k k

i if K then

ii if K then k k K or

   

 


 

    

      



 

 فرض کنیدو اگر 

                                                 
 

|   1,
 

j

j

k

j j

k

J j J k K




 
 

     
  

 

 و 

                             
 

|   ,      1,   .
 

j

j

k

j j j

k

J j J K or k K




 
 

     


 


 

Jگاه آن J J  . 
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 (. اگر [24]) 1لم  0
jk   برای هرk K  وj Jگاه ، آنJ  های مینیمال، و یکی از جواب

ˇ t

x  جواب بهینه

 باشد.( می2از مسأله )

 (. اگر  [24]) 2لم  0
jk   برای هرk K  وj Jگاه ، آنJ  ( 2، و جواب بهینه مسأله )ˆ tx باشد.می 

 کنیم.( معرفی می2ای هستند، اکنون ما تعدادی قواعد برای کاهیده شدن مسأله )پایه مباحث مذکور دربالا

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می 0I .1 ۀقاعد

                                 0 |       . .    .  .ˆ:
i ii ij j iI i I j J s t a x b   

Jبرای هر J ۀ، مجموع ˆ
j jx x و ستونj از ماتریس فازیA 0شود. برای هرحذف میi I ،i  )امین قید )سطر

 شود:( به صورت مسأله زیر کاهیده می2گاه مسأله )شود آننیز حذف می

                                                             
   

1

min   ˆ  
k kj j

p

k j j

k j j j j

Z x c x x
 

   

   

                                                 (3)                             . .    ,s t A ox b  

                                                                             0,1 ,   .jx j J  

Aجا در این   تجدید نظر شده و فازی-رابطماتریسb  های مینیممیکی از جواب 2باشد، بنابراین بر اساس لم بردار فازی می
ˇ t

x ( است.3است که جواب بهینه از مسأله ) 

فرض کنید که. 6 ۀقضی
ˇ t

x ( است. آنگاه جواب بهینه3یک جواب بهینه از مسأله )*x ( به صورت زیر خواهد 2از مسأله )

 بود:

                                                  
ˇ

*

 ˆ

              ,

              .

t

j
j

j

x if j Jx
x if j J


  





 
 

( نیاز 3فقط به حل مسأله ) 3و قضیه  2آید، بنابراین بر اساس لم ( به دست می2از مسأله ) x*به این ترتیب جواب بهینه

 کنیم.( را بیشتر باز می3داریم. حال چگونگی حل مسأله )

i(. اگر [24]) 2 ۀقاعد k  وi kJ Jگاه ، آنiJ ۀکنیم و با محاسبرا حذف می Λ های ای از همه جوابمجموعه

شدنی مینیمال 
ˇ

x ( به دست می3از مسأله ).آید 
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1j(. اگر [24]) 7 ۀقضی J   وجود داشته باشد که در شرط
1

0
jk  صدق کند برای همهi I 1ۀهم ij J ،

k K ،آنگاه ، * 0Z x  ( است و 2مقدار بهینه مسأله )*x  جواب بهینه در
1

* 0jx  کند.صدق می 

به طوری که وجود دارد  t که کنیم( باشد. مشاهده می2یک جواب از مسأله ) x*فرض کنیم  اثبات.
ˇ

*
t

iix x برای هر .

Λq برای همه ،i I 1توانیم میiq j  1جایی که به دست آوریم، از آنرا ij J  برای همهi I این نتیجه .

0دهد که می
i

q

jx  1,2که برای همه  6. با پیروی از قضیه, ,t l  داریم
1

ˇ

0
t

jx  هم چنین .
1

* 0jx   و 

                                     1

11

* * *

1, 
1

    0.
kk jj

p
n

k j jj j j
k

Z x c x x


 


   

 ( دارای شرایط زیر باشد:2(. اگر مسأله )[24]) 8 ۀقضی

                              

1
1 1

(1)K=K K , K K = ,K ,K ;                              

(2)K : { , };                                             

(3)K : { , 0, , }            
jk i

K

k K J j J

k K j J j J i I






       


     


        

       

 است. x̂این مسأله  ۀگاه جواب بهینآن

جواب بهینه در  x*کنیم که ، مشاهده می7 ۀبرای اثبات از قضی اثبات.
1

* 0jx  شود که، برای کند. نتیجه میصدق می

kهر  K  ، *

1

0
k j

n

k j

j

c x




. 

 توان به صورت زیر ساده کرد( را می2سپس، مسأله )

min   
k j

k j

k K j J

c x


  

  

. .   ,s t Aox b 

 0,1 ,  .jx j J  

 ( است.2جواب بهینه مسأله ) x̂شود کهنتیجه می 6بر اساس لم 

 شود:به صورت زیر تعریف می 0J(. [24]) 3 ۀقاعد

                                                           0  |   , :   .iJ j J j J i I    

0jو برای همه J 0، مجموعه

jK شود:تعریف می 
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                                                                 0     0 .:
jj kK k K  

اگر 
1

0

jk K1گاه تعدادی ، آنj J   به طوری که
1

0
jk   1و ij J  برای همهi I  وجود دارد، که برای هر

1,2, ,t l ،
1

ˇ

0
t

jx  های شدنی و برای همه جواب ,x X A b :داریم 

                                                
  *   

1 1

0 ,
k kj j

n n

k j k j

j j

c x c x
 

 

   

jچون برای هر J ،0jx  0هستند. بنابراین اگرk Kگاه حذف، آنk  امین مؤلفه
 

1

k j

n

k j

j

c x




  ،از تابع هدف

0گاه، اگرتأثیری روی جواب بهینه مسأله ندارد. آن

1j J و
1

0

jk Kدهیم، قرار می
1

0jx  وk  امین مؤلفه

 

1

k j

n

k j

j

c x




  از تابع Z x شود.حذف می 

 الگوریتم .3
 دهیم:ارائه میله أمسرا برای حل  های گفته شده، الگوریتم زیربر اساس قضیه     

Aoxˆ(، اگر2از مسأله ) x̂ماکسیممیافتن جواب شدنی  .1گام  b  برو گام دو. در غیر این صورت، مسأله نشدنی

 است، متوقف شوید.

jاگر  .2گام  J  ی آنگاه مجموعهˆ
j jx x ( به وسیله قاعده 3( به مسأله )2و مسأله )شود.تبدیل می 2 

i\0ۀبرای هم .3گام  I Iهااندیس ۀ، مجموعiJ شود.( محاسبه می5) ۀبه وسیله رابط 

 شود.تقلیل داده می 1به وسیله قاعده  (3)مسأله  .0گام 

0اگر  .5گام 

1j J  و
1

0

jk Kدهیم ، قرار می
1

0jx   و
 

1

k j

n

k j

j

c x




  از Z x حذف  6قاعده  ۀبه وسیل

 .شودمی

به وسیله روش شاخه  3یک جواب بهینه از مسأله  ۀ( و محاسبFREP) ۀبه وجود آوردن جواب درختی به وسیل .6گام 

و کران. آنگاه، جواب بهینه
*ˇ

x  و مقدار بهینه *Z x ( را محاسبه می2از مسأله ).کنیم 

 مثال عددی .0
 دهیم.در این بخش، یک مثال عددی را مطابق با روش پیشنهادی توضیح می

 را در نظر بگیرید: مسأله زیر
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                               0.6 0.6 0.3 0.8 0.8 0.2 0.5 0.3

1 3 4 6 2 5 8 9min 0.3       0.2      Z x x x x x x x x x    

                                  0.3 0.4 0.1 0.3 0.2 0.4 0.2 0.3

2 3 5 7 9 2 5 60.2         0.3    x x x x x x x x                                             

                             (7 )                              . .   ,s t Aox b       

                                                       
9

0,1 ,x  

 زیر است:به صورت   bو  Aجا در این

                                          

0.6 0.5 0.1 0.1 0.3 0.8 0.4 0.6 0.2

0.2 0.6 0.9 0.6 0.8 0.4 0.5 0.3 0.5

0.5 0.9 0.4 0.2 0.8 0.1 0.4 0.4 0.7

0.3 0.5 0.7 0.5 0.8 0.1 0.8 0.3 0.4

0.7 0.8 0.5 0.4 0.8 0.2 0.4 0.1 0.9

0.5 0.9 0.7 0.1 0.5 0.8 0.7 0.2 0.9

0.2 0.3 0.4 0.7 0.5 0.8 0.3 0.5 0.7

0.8 0.8 0.7

A 

0.5 0.8 0.3 0.4 0.7 0.2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

                                                0.48  0.56  0.72  0.56  0.64  0.72  0.42  0.64 .
T

b  

 ( به صورت زیر است.7از مسأله ) x̂یممسجواب شدنی ماک. 1گام 

  0ˆ 0.8  0.8  0.622  0.6   .7  0.525  0.7  0.8  0.6
T

x  

   

 

 

                   

 

 

 

 

 

 

 

0

    

     

   
   

Stop 

Stop Stop 

   

: روش شاخه و کران1شکل   

1 0x   8 0.8x 

 

4 0x 

 

9 0.6x 

 6 0x 
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Aoxˆو  bرویم.می 1گاه به گام ، آن 

بدیهی است که . 2گام  1,3,4,6,7,8,9J   و 2, 5J  2توانیم قرار دهیم . بنابراین، ما می 0.8x   و

5 0.7x  از  4و  1های و ستونA کنیم. از آن جایی که را حذف می 0 2,3,4,5,6,8I  )1، قیدهای )سطرهای ،

 کنیم. حال مسأله کاهیده شده به صورت زیر است:( را حذف می7را از مسأله ) 2و  3، 4، 5، 6

 

             0.6 0.6 0.3 0.8 0.5 0.3 0.4 0.3 0.2

1 3 4 6 8 9 3 7 9min 0.3       0.25677   0.22161    Z x x x x x x x x x x   

                                                                                    0.3

60.35226 x 

                                                                                     . .   ,s t A ox b   

                                      (2                                           ) 
7

0,1 ,x  

Aجا در این   وb   وx :به صورت زیر است 

                                             , 
0.6  0.1  0.1  0.8  0.4  0.6  0.2

0.2  0.4  0.7  0.8  0.3  0.5  0.7
A

 
  
 

 

                                                                         0.48  0.42 ,
T

b  

                                                        1 3 4 6 7 8 9, , , , , , .
T

x x x x x x x x 

، را برای iJها اندیس ۀما مجموع (،5خاصیت ) ۀبه وسیل .3گام  1,7i شود:کنیم. به طوری که نتیجه می، حساب می 

                                                     1 71, 8 ,   4, 6, 9 .J J  

1پردازیم: می Λکند به محاسبه صدق نمی 1ای در قاعده جایی که هیچ رابطهاز آن. 0گام  7Λ J J . 

از آن جایی که  .5گام  0 3, 7J  باشد؛ می 0

3 1, 3K   و 0

7 3K  3توانیم قرار دهیم آنگاه می 0x   و

7 0x   

اولین و سومین مؤلفه از  7xو  3xکنیم که با صفر شدن یادآوری می Z x شود و حذف می Z x  به صورت زیر

 شود:کاهیده می

                                     0.5 0.3 0.3

8 9 60.25677    0.35226   .Z x x x x  
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را ببینید(. آنگاه جواب  2حال الگوی درختی را با استفاده از روش شاخه و کران برای جواب بهینه )برای جزئیات شکل  .6گام 

(، 2بهینه از مسأله ) 
*ˇ

(0,0,0,0,0,0,0,0.8,0.6
T

x (:7جواب بهینه از مسأله ) ، و 

                                             * 0, 0.8, 0, 0.7, 0, 0, 0.8, 0.6 ,
T

x  

است. و در نهایت مقدار بهینه  * 0.1971Z x  .است 

 گیری نتیجه.5

 یسازی بسیارفازی در مدل-معادلات رابط ۀریزی خطی بر پایقدمه نیز اشاره شده مسایل برنامهطوری که در مهمان

 حاصلضرب-ماکسیممبا ترکیب  فازی-رابطهای معادلات در این مقاله، مجموعه جواب، شودهای واقعی دیده میاز پدیده

، ربحاصلض-ماکسیممبا ترکیب  فازی-رابطمتغیره با معادلات ای چندجملهریزی هندسی چندمطالعه شد. مسأله برنامه

های خاصی از ناحیه شدنی را آنالیز کردیم. تابع هدف مسأله تابعی غیر نزولی )کاهشی( با متغیرهای کمکی و ویژگی

منحصر به فرد و تعداد متناهی جواب شدنی مینیمال،  ماکسیمماست؛ نشان دادیم که جواب بهینه از یک جواب شدنی 

 از تکنیک لهأمسشد. یک جواب بهینه بنابر تر کردن حل مسأله معرفی سپس قواعدی برای آسانآید. به دست می

رای مثالی بچنین سرانجام، هم شود.ی یک الگوریتم تولید می، روش شاخه و کران و در نهایت با ارائهفازی-رابطمعادلات 

 فازی-رابطمتغیره با قیود معادلات ای چندجملهریزی هندسی چندبرنامه ۀهدفچگونگی پیدا کردن جواب مسأله چند

 ارائه شد.
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