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 وسيلۀ بهتوليد شده يافته  هندسي تعميم برآورد پارامترهاي توزيع فوق

 مرگ-تولد فرايند
 

‌*داود‌فربد

‌گروه‌ریاضی،‌دانشگاه‌صنعتی‌قوچان
‌29/03/18پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌20/92/19دریافت‌‌‌

 چکيده
های‌بیوانفورماتیك‌‌بندی‌داده‌مرگ‌و‌برای‌مدل‌-تولد‌فرایندكمك‌‌یافته‌كه‌به‌تعمیم‌‌هندسی‌فوق‌‌توزیع‌مقاله‌یك‌ایندر‌

آوریم‌‌دست‌می‌نمایی‌را‌به‌تحت‌برقراری‌بعضی‌شرایط،‌‌یك‌سیستم‌معادلات‌درست.‌گیریم‌نظر‌می‌‌ساخته‌شده‌است‌را‌در

یك‌روش‌تقریبی‌همراه‌.‌استنمایی‌‌پارامترهای‌‌مورد‌‌نظر‌‌درستبیشینۀ‌كه‌جواب‌حاصل‌از‌آن‌منطبق‌بر‌برآوردگرهای‌

منظور‌ارائه‌كاربردهای‌این‌توزیع،‌سه‌نوع‌داده‌واقعی‌‌چنین‌به‌هم.‌شود‌سازی‌برای‌برآورد‌پارامترها‌ارائه‌می‌شبیه‌بررسیبا‌

‌با‌استفاده‌از ‌با‌توزیع‌مورد‌نظر‌برازش‌داده‌و‌نتایج‌را های‌آماری‌با‌چهار‌توزیع‌گسسته‌دیگر‌‌شاخص‌در‌بیوانفورماتیك‌را

یافته‌نسبت‌به‌چهار‌توزیع‌گسسته‌دیگر‌مدل‌‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق‌شود‌میكنیم‌كه‌بر‌این‌اساس‌ملاحظه‌‌مقایسه‌می

‌.استتری‌‌مناسب

 

‌‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق: هاي كليدي واژه ‌برآورد‌‌-‌تولد‌فرایندیافته، ‌بیوانفورماتیك، ‌روش‌مونت‌كارلوی‌زنجیر‌‌درستبیشینۀ‌‌مرگ، نمایی،

MCMC)ماركفی‌
9.)‌

‌‌90F62‌،30F62‌،90P62‌،28J60(: 0212)كد موضوع بندي رياضي 

 

 مقدمه

‌،‌تنوعپیچیدگی‌‌به‌‌‌وجهتواقع‌با‌‌در‌‌.اند‌معرفی‌شده‌بیوانفورماتیكهای‌‌داده‌بندی‌مدلبرای‌‌مختلفی‌آماری‌های‌توزیع

‌نمیبیوانفورماتیكهای‌‌و‌گستردگی‌داده ارائه‌‌ها‌نوع‌دادهین‌بندی‌ا‌مدلیكسان‌برای‌‌‌واحد‌وآماری‌توان‌یك‌توزیع‌‌،

ارائه‌شده‌است‌هایی‌‌چنین‌توزیعایجاد‌برای‌‌اساسی‌دو‌روش‌.اند‌شدهمعرفی‌متنوعی‌آماری‌های‌‌از‌این‌رو‌توزیع.‌كرد

[9]:‌‌

2توانیتوزیع‌‌‌به‌‌توان‌می‌‌كه‌‌مشاهدات‌تجربی‌‌های‌واقعی‌و‌وعه‌دادهماساس‌مج‌‌‌‌بر‌(الف
پارتو‌-شبه‌توزیعپارامتری‌و‌‌یك‌

‌.‌اشاره‌كرد‌3پارامتری‌دو

‌روش‌‌بر‌(ب ‌از ‌‌های‌ریاضی‌اساس‌استفاده ‌توزیع‌میكه ‌مانای‌های‌‌توان‌به مرگ،‌‌-تولد‌فرایند‌وسیلۀ‌بهتولید‌شده

‌.‌‌خاص‌اشاره‌كردریاضی‌های‌پایدار‌و‌استفاده‌از‌توابع‌‌ع‌چگالی‌توزیعبسازی‌توا‌گسسته

كه‌‌استمرگ‌‌-تولد‌فرایند‌های‌آماری‌مورد‌نیاز‌در‌بیوانفورماتیك،‌استفاده‌از‌های‌ایجاد‌توزیع‌ترین‌روش‌مهم‌یكی‌از

‌اند‌های‌آماری‌متعددی‌معرفی‌شده‌این‌اساس‌تاكنون‌توزیع‌‌بر ،‌ پارامتری‌‌حال‌رشد‌دو‌توان‌به‌توزیع‌در‌یمثال‌م‌برای.

                                                           
‌        d.farbod@qiet.ac.ir:نويسنده مسئول*

1. Markov Chain Monte Carlo (MCMC) 

2. Power-law distribution 

3. Two-parameters Pareto-like distribution 
4. Distribution with moderate growth 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

كمك‌‌به‌كه‌آماری‌یها‌یكی‌از‌توزیع.‌اشاره‌كرد‌2پارامتری‌چهار‌یافته‌تعمیم‌پارتو-،‌توزیع‌شبه9امتریپار‌توزیع‌ورینگ‌دو

‌پارامتری‌سه‌3یافته‌تعمیم‌‌هندسی‌،‌توزیع‌فوقارائه‌شد‌پارامتری‌عنوان‌تعمیمی‌از‌توزیع‌ورینگ‌دو‌مرگ‌و‌به‌-تولد‌فرایند

بعضی‌خواص‌آماری‌این‌،‌[9](‌2009)آستولا‌و‌همكاران‌.‌[ ]‌شد‌‌معرفی(‌2006)آستولا‌‌دانیلیان‌و‌وسیلۀ‌بهكه‌‌است

ی‌هاكاربرد‌تا‌كنون‌،و‌تابع‌توزیع‌آن‌فرم‌پیچیده‌تابع‌جرم‌احتمال‌‌اما‌با‌توجه‌بهردند،‌كبررسی‌را‌پارامتری‌‌سهتوزیع‌

‌پارامترهای‌آن‌‌هم‌واین‌توزیع‌ ‌است‌نشدهبررسی‌چنین‌برآورد ‌این‌. ‌ن‌مقارو‌هدف‌اصلی‌ای‌‌از ‌پارامترهای‌له، برآورد

‌.استهای‌واقعی‌برای‌بیان‌كاربردهای‌این‌توزیع‌‌چنین‌ارائه‌مثال‌یافته‌و‌هم‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق

 مرگ -تولد فرايند وسيلۀ بهتوليد شده يافته  هندسي تعميم توزيع فوق. 1

‌:های‌مانا‌عبارت‌است‌از‌شرط‌لازم‌و‌كافی‌برای‌وجود‌توزیع‌‌  و‌‌    مرگ‌با‌ضرایب‌-تولد‌فراینددانیم‌در‌‌می

  
    

  

 
   

 
                                                            (9)  

‌:داریم‌‌   گاه‌برای‌‌برقرار‌باشد‌آن(‌9)‌ۀاگر‌رابط

 
      

    

  
                                                                   

   

        
    

  

 
   

 
    

  

                                             

                      (2)  

‌:صورت‌باشد‌ه‌دینب‌‌  و‌‌    فرض‌كنید‌ضرایب

                 ,                                                 (3)                               

مرگ‌با‌-تولد‌فرایند‌وسیلۀ‌بههای‌مانای‌تولید‌شده‌‌كه‌یك‌خانواده‌از‌توزیع(‌ )،‌توزیع‌آماری‌(2)در‌(‌3)گذاری‌‌با‌جای

مرگ‌-تولد‌فرایند‌وسیلۀ‌بهیافته‌تولید‌شده‌‌هندسی‌تعمیم‌این‌توزیع‌به‌توزیع‌فوق.‌آوریم‌دست‌می‌را‌به‌است(‌3)ضرایب‌

‌.مراجعه‌شود[‌ ]و‌[‌9]به‌‌تر‌برای‌جزئیات‌بیش.‌معروف‌است

در‌های‌موجود‌‌بندی‌داده‌مدل‌‌برای‌‌و‌مرگ‌-‌تولد‌فرایند‌وسیلۀ‌به(‌ )پارامتری‌‌سهیافته‌‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق

‌‌:[ ]‌است‌‌صورت‌‌دینبآن‌تابع‌جرم‌احتمال‌.‌[9]‌بیوانفورماتیك‌ارائه‌شد

 
            

            

          
                                              

   

           
            

          

   
   

 
    

  

                                            

                  ( )  

‌  ،   ،      كه‌در‌آن‌ ‌‌هستندپارامترهای‌این‌توزیع‌‌∞    و‌‌‌‌∞     ،‌‌∞     .

‌.         ‌چنین‌‌و‌هم

‌‌( )‌مدل ‌قبیل‌‌خواصدارای‌ ‌ بودن‌تك‌مدیمهمی‌از ‌‌ بودن‌محدب، ‌منظم‌در‌حال‌تغییر‌هبو در‌‌بودن‌طور

‌[9]‌است‌6نهایت‌بی ‌‌هب. ‌دیگر ‌عبارت ‌‌توزیعهر ‌خاصیت ‌سه ‌در ‌كه ‌كندمذكورآماری ‌میصدق ‌توصیف‌‌، ‌برای تواند

‌.مراجعه‌شود‌[2]و‌[‌9]به‌‌تر‌رای‌جزئیات‌بیشب.‌شوداستفاده‌‌بیوانفورماتیكهای‌‌سیستم

طور‌‌استنباط‌آماری‌برای‌پارامترهای‌آن‌به‌رو،‌از‌این.‌استعدم‌وجود‌فرم‌بسته‌برای‌آن‌(‌ )یكی‌از‌مشكلات‌مدل‌

‌است‌نشدهجدی‌بررسی‌ ‌‌به. ‌آستولا ‌2006)عبارتی‌دانیلیان‌و )[ ]‌ ‌بررسی‌بعضی‌خواص‌، ضمن‌معرفی‌این‌توزیع،

                                                           
1. Two-parameters Waring distribution 

2. Four-parameters generalized Pareto-like distribution 
3. Three-parameters Generalized Hypergeometric distribution 

4. Unimodality  

5. Convexity 
6. Regularly varying at infinity  
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌714مرگ-فرآیند‌تولد‌وسیلۀ‌بهتولید‌شده‌یافته‌‌هندسی‌تعمیم‌‌پارامترهای‌توزیع‌فوقبرآورد‌

اساسی‌به‌برآوردهای‌پارامترهای‌آن‌نپرداختند‌و‌‌‌طور‌،‌به[3]‌هایی‌برای‌گشتاورهای‌آن‌چنین‌ارائه‌فرم‌آماری‌آن‌و‌هم

‌ا .‌شرح‌ذیل‌خواهد‌بود‌بخش‌بعدی‌به‌ مقاله‌حاضر‌در‌‌‌ساختار.‌نشدهای‌كاربردی‌نیز‌این‌توزیع‌بررسی‌‌ز‌جنبهمضافاً

‌بخش‌ ‌پارامترهای‌مدل‌‌درست‌بیشینۀروش‌‌2در ‌ )نمایی‌برای‌برآورد ‌شود‌میبررسی‌( ‌بخش‌. ‌به‌‌3در ‌توجه ‌با و

د‌كه‌در‌ادامه‌شو‌بی‌برای‌برآورد‌پارامترها‌ارائه‌میساختار‌پیچیده‌تابع‌جرم‌احتمال‌و‌تابع‌توزیع‌تجمعی،‌روشی‌تقری

‌شود‌انجام‌می‌MCMCكمك‌‌به‌سازی‌نیز‌آن‌شبیه ‌بخش‌. ‌سه‌نوع‌داده‌‌‌به‌ در ‌ارائه‌كاربردهای‌این‌توزیع، منظور

‌مدل‌ ‌با ‌ )واقعی‌را ‌دهیم‌برازش‌می( ‌مقایس‌ بخش‌. ‌‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق‌ۀبه ‌ )یافته ‌توزیع‌آماری‌( ‌چهار با

ی‌واقعی‌برتری‌این‌توزیع‌نسبت‌به‌چهار‌توزیع‌دیگر‌نشان‌داده‌‌سه‌سری‌داده‌‌‌پردازد‌كه‌با‌استفاده‌از‌سته‌دیگر‌میگس

‌.‌شود‌می

 نمايي درست بيشينۀبرآورد 

آوریم‌كه‌جواب‌حاصل‌‌میدست‌‌هنمایی‌را‌ب‌تحت‌برقراری‌بعضی‌شرایط‌‌یك‌سیستم‌معادلات‌درست‌،در‌این‌بخش

‌ ‌منطاز ‌ ‌آن ‌بر ‌‌درست‌بیشینۀ‌برآوردگرهایبق ‌نظر ‌مورد ‌پارامترهای ‌استنمایی ‌معادلات‌. ‌بعضی ‌حل ‌از ‌واقع در

نمایی‌منطبق‌‌درست‌بیشینۀ‌این‌سیستم‌برآوردگرهای‌در)آیند‌‌دست‌می‌هنمایی‌ب‌درست‌بیشینۀ‌برآوردگرهای‌گشتاوری

‌‌(.ندهستبرآوردگرهای‌گشتاوری‌‌‌با‌بعضی

‌ ‌ ‌با            فرض‌كنید ‌تصادفی‌‌            ‌‌مشاهدات‌‌، ‌متغیر ‌با ‌متناظر ‌یك‌نمونه ،

‌(.‌‌‌   برای‌)‌باشد(‌‌ )‌آماری‌با‌توزیع‌‌‌ ‌گسسته

‌‌.كنیم‌ارائه‌میرا‌‌9قبل‌از‌بیان‌قضایای‌اصلی،‌لم‌

‌:داریم(‌ )برای‌مدل‌.  1لم 

                                                                       ( )  

               
  

   
                   

 

    

   
                    

 

    

   
   

   
 كه‌‌‌‌‌‌   

‌.‌بدیهی‌است(‌ )‌ۀاثبات‌رابط‌[( ]،‌  .‌،‌ص 209فربد،‌)‌9كمك‌تعریف‌امید‌ریاضی‌و‌مشابه‌‌لم‌‌به‌‌‌.اثبات

‌.توان‌بیان‌كرد‌میرا‌‌‌2ۀقضی‌‌9اكنون،‌از‌لم‌

‌:آید‌دست‌می‌هب‌(6)كمك‌معادلات‌گشتاوری‌‌به‌  ،   ،      نمایی‌پارامتر‌‌درست‌بیشینۀ‌برآوردگر‌.0ۀ قضي

 

                       

                        

                        

                                                    (6)  

  .               
 

 
        
 
    ،               

 

 
        
 
    ،              

 

 
        
 
 كه‌در‌آن‌‌   

:ازاست‌‌نمایی‌عبارت‌درست‌بیشینۀ‌هایشرط‌لازم‌برای‌وجود‌برآوردگر‌دانیم‌كه‌می‌‌.اثبات   ‌‌‌  
        

   
                   ,                          

‌.‌نمایی‌است‌لگاریتم‌تابع‌درست‌‌       كه‌

‌:‌آوریم‌دست‌می‌‌‌‌‌‌‌هصورت‌ب‌‌دینبرا‌نمایی‌‌لگاریتم‌تابع‌درست

                   
            

          

    

   

 

 

   

 

                
            

          
 

    
   

 
                        (9) 
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‌:داریم‌‌  نسبت‌به‌پارامتر‌‌(‌‌9)‌‌ۀگیری‌از‌رابط‌با‌مشتق
        

   
    

 

     
 
      

   
   

 

    

    
   

 
    , 

‌‌‌‌‌‌كه
 

     
 
      

   
     

 

    

    
ۀاز‌رابط‌.‌‌‌‌               

        

   
توان‌‌راحتی‌می‌به‌‌    

‌:نتیجه‌گرفت

                                   ‌
‌:داریم‌‌  نسبت‌به‌پارامتر‌(‌9)‌ۀگیری‌از‌رابط‌با‌مشتقچنین،‌‌هم

        

   
    

 

     
 
      

   
   

 

    

    
   

 
    , 

‌‌كه‌
 

     
 
      

   
     

 

    

    
ۀاز‌رابط.‌‌‌‌               

        

   
‌:توان‌نتیجه‌گرفت‌می‌‌    

                                         ‌
‌‌‌‌:داریم‌‌ نسبت‌به‌پارامتر‌‌(‌‌9)‌ۀگیری‌از‌رابط‌با‌مشتق‌نهایت،‌در
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كه‌‌
 

     
 
      

  
     

  

   

    
         از‌نتیجه‌‌در‌.‌‌                

  
‌:داریم‌‌‌    

                         .     

‌.‌شود‌كامل‌می‌‌2ۀاثبات‌قضی

‌       ثابت‌كنیم‌كه‌جواب‌‌خواهیم‌‌میاكنون،
      

  
   

 
‌ ‌6)از‌سیستم‌‌ ‌ ‌نمایی‌درست‌بیشینۀبرآورد‌(

‌ماتریسنشان‌دهیم‌‌كافی‌استاز‌این‌رو‌.‌‌است‌‌ برای‌پارامتر‌

     

     
      

      
 

     
      

      
 

     
      

      
 

  

 

  
 

         

   
 

         

      

         

     

         

      

         

   
 

         

     

         

     

         

     

         

    

  
 

    

                     (8) 

‌ ‌ماتریس ‌استیك ‌نامنفی ‌         )‌معین ‌ ‌    
      

         

      
=     

 ‌ ‌قضی‌‌بدین‌(. ‌منظور ‌ارائه‌‌3ۀ را

‌.كنیم‌می

 :دشرایط‌برقرار‌باشاین‌در‌(‌‌6)از‌سیستم‌‌‌  فرض‌كنید‌جواب‌ .3ۀ قضي

 

                        

                       

                          

                                                       (1) 

        كه‌در‌آن‌‌‌
  

       
   
   ‌‌،        

  

       
   
   ‌‌،        

 

      
   
‌گاه‌آن.‌‌   

‌:داریم

‌:استصورت‌‌‌دینب‌‌    اعضای‌ماتریس‌(الف

    
                  ,                                    
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‌.‌معین‌نامنفی‌استیك‌ماتریس‌‌    ‌،‌ماتریس(1)تحت‌برقراری‌شرایط‌‌‌(ب
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‌.‌شود‌كامل‌می‌قسمت‌الفاثبات‌،‌( 9)-(90)در‌روابط‌(‌1)گذاری‌‌اكنون‌با‌جای

    كافی‌است‌نشان‌دهیم‌قسمت‌ببرای‌اثبات‌ (اثبات ب
               و      

‌از  .          ،‌   

     . واضح‌استاین‌قضیه،‌‌قسمت‌الف
             كه‌برای‌اثبات‌این‌    

 :داریم      

             
       

       
        

  
 
 

                                               
                    

‌.‌شود‌اثبات‌كامل‌می‌شوارتز‌-‌كمك‌‌نامساوی‌كوشی‌بهكه‌

‌:خواهیم‌داشت‌‌          ‌كه‌‌چنین‌برای‌اثبات‌این‌هم
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‌ ‌                                       ،                  كه ‌ماتریس‌‌    . یك

هایی‌‌اما‌از‌طرفی‌ثابت.‌        ‌  ‌‌رو،‌از‌این‌‌          كه‌‌‌این‌‌با‌توجه‌به‌.‌‌استكوواریانس‌‌-واریانس

‌وجود‌ندارند‌كه‌‌       و‌‌‌‌     ‌  ‌‌       مانند‌‌

      
 
          .         

‌.‌رسد‌كه‌اثبات‌به‌پایان‌می‌        ‌  بنابراین‌با‌احتمال‌تقریباً‌مطمئن‌‌

‌.آید‌دست‌می‌به‌ ۀ‌نتیج‌،‌3ۀقضی‌از

برای‌‌‌نمایی‌درست‌بیشینۀیك‌برآوردگر‌‌‌گاه‌‌این‌جواب‌آن‌،صدق‌كند(‌‌1)در‌شرایط‌(‌‌6)اگر‌جواب‌سیستم‌.‌7 ۀنتيج

‌.است‌‌ پارامتر‌

 نمايي درست بيشينۀروش تقريبي براي برآورد 

نمایی‌پارامترهای‌‌درست‌بیشینۀراحتی‌فرم‌مشخصی‌برای‌برآوردهای‌‌توان‌به‌نمی(‌6)جا‌كه‌از‌حل‌معادلات‌‌از‌آن

با‌مقاله‌‌فربد‌و‌گاسپاریان‌‌ۀبا‌مقایس.‌كنیم‌برای‌حل‌مشكل‌یك‌روش‌تقریبی‌ارائه‌می‌رو،‌‌ایناز‌دست‌آورد،‌‌مورد‌نظر‌به

(2093‌)[6]‌ تر‌در‌‌برای‌جزئیات‌بیش)شود‌‌عنوان‌یك‌روش‌تقریبی‌پیشنهاد‌می‌به‌9روش‌تجمعی‌اسكورینگ‌فیشر،

‌(.را‌ببینید‌‌80.‌،‌ص9110ارتباط‌با‌این‌روش‌‌ایوچنكو‌و‌مدودف،‌

‌ ‌كنید ‌‌                       فرض ‌پارامترهای ‌از ‌سازگار ‌و ‌آغازین ‌‌           مقادیر

‌‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌‌‌دینب‌‌       )طور‌بازگشتی،‌‌تقریب‌‌به.‌باشد

‌              
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‌:‌نویسیم‌می‌99صورت‌‌را‌به(‌‌96)فرمول‌.‌‌اطلاع‌فیشر‌است‌ۀانداز‌     كه‌در‌آن‌
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1. Fisher's Scoring accumulation method 
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      و‌‌
        

   
‌،      

        

   
      و‌‌‌‌

        

  
پس‌از‌انجام‌.‌توابع‌كمكی‌هستند‌‌‌

‌:توان‌نوشت‌بعضی‌محاسبات‌می

                                    

                                       

                                      

‌:‌كنیم‌ارائه‌می(‌‌ )را‌برای‌مدل‌‌9الگوریتم‌

 .1الگوريتم 

 كنیم؛‌تولید‌می(‌ )از‌مدل‌‌‌MCMCاعداد‌تصادفی‌را‌بر‌اساس‌روش‌ .9

 كنیم؛‌را‌استفاده‌می(‌99)،‌فرمول‌‌                   ،‌‌‌       ۀمنظور‌محاسب‌به .2

 ‌          گاه‌‌‌آن(‌بعضی‌ثابت‌كوچك‌مثبت‌است‌‌ )‌‌                   اگر‌‌‌ .3

‌.رویم‌صورت‌به‌گام‌دوم‌می‌این‌‌غیر‌راست،‌د‌  ‌نمایی‌درست‌بیشینۀبرآورد‌

 سازي شبيه بررسي. 1

‌آن ‌كه‌تاكنون‌فرم‌از ‌مشخصی‌برای‌تابع‌توزیع‌تجمعی‌مدل‌‌جا ‌و ‌ )های‌بسته ‌است‌نمی( توان‌‌ارائه‌نشده

‌تولید‌كرد‌به برای‌‌.‌شود‌پیشنهاد‌می‌ ‌MCMCروش‌‌منظور‌بدین.‌كمك‌تابع‌توزیع‌تجمعی‌آن،‌اعداد‌تصادفی‌را

‌.‌را‌ببینید‌MCMC‌‌[99]تر‌در‌ارتباط‌با‌روش‌‌جزئیات‌بیش

:‌با‌مقایسه‌با‌مقالاتی‌مانند)گیریم‌‌نظر‌می‌‌در‌‌صورت‌بریده‌شده‌‌‌را‌به(‌ )منظور‌انجام‌محاسبات‌عددی،‌مدل‌‌به

را‌تا‌‌‌‌yو‌‌‌ xسازی‌‌مقادیر‌‌در‌قسمت‌شبیه.‌[6]،‌(2093)‌؛‌فربد‌و‌گاسپاریان[90]،‌(311.‌،‌ص2002)كوزنتسف،‌

‌.شوند‌ارائه‌می‌9نتایج‌عددی‌در‌جدول‌‌Rو‌نرم‌افزار‌آماری‌‌9بر‌اساس‌الگوریتم‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌‌900

در‌(‌ )عنوان‌مقادیر‌آغازین‌پارامترهای‌مدل‌‌به‌‌                       مقادیر‌‌.1نکته 

‌.شود‌نظر‌گرفته‌می

تا‌رفتار‌برآوردگرهای‌‌‌(تعداد‌تكرارها‌است‌‌M)شود‌‌مرتبه‌انجام‌می‌‌M=9000سازی‌برای‌‌شبیه‌بررسی‌.0نکته 

‌كنند‌‌نمایی‌درست‌بیشینۀ ‌مشخص ‌را ‌‌نمونه. ‌‌N =0 های ‌N=900و ‌( Nاست‌ ‌نمونه ‌اندازه ‌هم( چنین‌‌و

‌.شود‌در‌نظر‌گرفته‌می‌‌  =0/ 000

 (7)ميانگين براي مدل ميانگين برآوردها و خطاي مربع . 1جدول 

 N= 0 N=900 

 Mean MSE Mean MSE 

   6/0‌  2 6931/9   98299/0  198236/0  90929 /0  

    /9  398  2/2  690029/0  8 12 3/9  921063/0  

   /  98 30 /  6 1 31/9  19913 /  99 661/0  

Iteration 983 --- 99  --- 

‌و‌خطای‌مربع‌میانگین ‌اند‌ارائه‌شده‌9میانگین‌برآوردها ‌افزایش‌انداز‌می‌9از‌جدول‌. نمونه،‌خطای‌‌ۀبینیم‌كه‌با

‌.یابند‌مربع‌میانگین‌و‌تعداد‌تكرارها‌كاهش‌می

‌

                                                           
1.  Mean Square Error (MSE) 
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 هاي كاربردي مثال

شود،‌سپس‌‌برای‌مقادیر‌مختلف‌پارامترها‌‌رسم‌می(‌ )نمودار‌مدل‌،‌ابتدا‌Rافزار‌آماری‌‌كمك‌نرم‌در‌این‌بخش‌به

برای‌نشان‌دادن‌میزان‌‌.‌شود‌تیك‌وعلوم‌زیستی‌پرداخته‌میماهای‌واقعی‌در‌بیوانفور‌داده‌برازش‌این‌مدل‌با‌بعضی‌به

روش‌‌در‌مقابل‌مقادیر‌برآورد‌شده‌به(‌ )یافته‌‌هندسی‌تعمیم‌های‌واقعی،‌به‌برازش‌توزیع‌فوق‌دقت‌برازش‌مدل‌با‌داده

‌.‌پردازیم‌نمایی‌می‌درست‌بیشینۀ

 نمودار مدل . 1

‌.مشخص‌شده‌است‌  ‌  ،    ،برای‌مقادیر‌مختلف‌پارامترهای‌‌(‌ )تابع‌جرم‌احتمال‌،‌نمودار‌9در‌شكل‌

‌
            براي مقادير مختلف( 7)نمودار تابع جرم احتمال .  1شکل 

‌هاي واقعي تحليل داده.‌0

‌.‌كنیم‌سه‌مثال‌را‌ارائه‌می(‌ )یافته‌‌هندسی‌تعمیم‌منظور‌بیان‌كاربردهای‌توزیع‌فوق‌در‌این‌زیر‌بخش،‌به‌

‌[. 9]‌گیریم‌نظر‌می‌‌در‌2را‌در‌جدول‌‌9ها‌تعداد‌بقایا‌در‌بعضی‌پروتئین.  1مثال 

 0جدول 

996‌93 ‌62‌  ‌ 1‌82‌3 ‌393‌98 ‌ 2‌992‌92 ‌909‌

 80‌963‌90‌8 ‌982‌9 2‌333‌1 ‌21 ‌906‌ 3‌299‌ 2‌

‌:‌‌ازاست‌‌عبارت(‌ )مدل‌‌2مقدار-پارامترها‌و‌پینمایی‌‌درست‌بیشینۀ،‌برآورد‌2های‌جدول‌‌برای‌داده

    19968/9                       36 0 /9                  8669 /32  

‌      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌8326/300=        ‌8/0 11:‌‌‌‌داریم‌چنین‌‌و‌هم

‌[.93]‌گیریم‌در‌نظر‌می‌3در‌ساختار‌دوم‌پروتئین‌‌را‌در‌جدول‌(‌‌ سیم‌پیچ)‌‌3تعداد‌چنبره. 0مثال 

‌

‌
                                                           
1. Number of residues in some proteins  

2.  p-value 

3. Coil 
 شود ساختار ثانویه که یک مارپیچ، ورق یا نوبه خود قابل تشخیص نیست، یک سیم پیچ نامیده می ۀیک ناحی.  
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 3جدول 

  ‌82‌93 ‌992‌903‌903‌8 ‌8 ‌306‌908‌

92 ‌9 2‌921‌96 ‌923‌11‌92 ‌  ‌938‌18‌

239‌2 6‌230‌9 3‌9 8‌289‌936‌9 3‌909‌ 28‌

99 ‌909‌ 8‌ 6‌2 6‌62‌99‌ 6‌9 9‌962‌

‌:‌‌ازاست‌‌عبارت(‌ )پارامترهای‌مدل‌نمایی‌‌درست‌بیشینۀ،‌برآورد‌3های‌جدول‌‌برای‌داده

    98890/2                     3990/29                   32 99/ 9  

       ‌2  /69 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌3=        ‌99/0 9:‌‌‌‌چنین‌‌داریم‌و‌هم

 [.9]‌گیریم‌در‌نظر‌می‌ را‌در‌جدول‌‌9پروتئین‌كروی‌36ها‌در‌‌مانده‌تعداد‌باقی.‌3مثال 

 7جدول 
 9‌23‌ 0‌69‌  ‌990‌69‌99‌93‌29 ‌69‌982‌

 3‌ 0‌12‌9 ‌92‌  ‌16‌92 ‌9  ‌31‌68‌902‌

28 ‌9 2‌69‌89‌990‌29‌98 ‌2  ‌ 0‌66‌93 ‌999‌

‌:‌‌ازاست‌‌عبارت(‌ )پارامترهای‌مدل‌نمایی‌‌درست‌بیشینۀ،‌برآورد‌ های‌جدول‌‌برای‌داده

    29 36/92                   32302/9                93032/28  

‌      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌3889/386=        ‌13/0 1:‌‌‌‌چنین‌‌داریم‌و‌هم

‌مثال ‌9های‌‌از ،2‌ ،3‌‌ ‌براساس‌مقادیر ‌ )بینیم‌كه‌مدل‌‌مقدار‌می‌-pو ‌است‌خوبی‌روی‌داده‌به( ‌برازش‌شده ‌.ها

دار‌‌نقاط‌دنباله.‌كنیم‌رسم‌می‌را(‌2مثال‌)‌3های‌جدول‌‌برای‌داده‌2ارائه‌شده،‌نمودار‌شكل‌عنوان‌نمونه‌از‌سه‌مثال‌‌‌‌‌‌به

است‌كه‌با‌استفاده‌از‌آزمون‌(‌ )ها‌و‌خط‌ممتد‌شكسته‌نشان‌دهنده‌برازش‌مدل‌‌تابع‌توزیع‌تجربی‌داده‌ۀدهند‌نشان

‌‌دار‌تفاوت‌معنی‌نبودنتایج‌آزمون‌نشان‌از‌‌دیگر‌آزمون‌شدند‌كه‌اسمیرنوف‌این‌دو‌مقدار‌در‌مقابل‌هم‌‌-‌كولموگوروف

‌.ها‌برازش‌شده‌است‌خوبی‌روی‌داده‌به(‌ )است،‌یعنی‌مدل‌‌‌=        ‌99/0 9

‌
با ( 7)برازش مدل  ۀدهند ها و خط ممتد شکسته نشان تابع توزيع تجربي داده ۀدهند دار نشان نقاط دنباله.  0شکل 

 .است 3هاي جدول  داده

 

 

                                                           
1. Number of residues in globular protein 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌704
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 هاي آماري با بعضي توزيع ۀمقايس

‌برای‌داده ‌نتایج‌ارائه‌شده ‌‌‌توزیع‌توانی‌یك)های‌آماری‌‌بعضی‌توزیع‌با‌را‌ ،‌2‌،3های‌‌های‌جدول‌در‌این‌بخش،

كه‌قبلاً‌(‌یافته‌چهارپارامتری‌تعمیم‌‌پارتو‌-‌پارامتری‌و‌توزیع‌شبه‌پارتو‌دوپارامتری،‌توزیع‌ورینگ‌دو‌-پارامتری،‌توزیع‌شبه

‌كنیم‌می‌مقایسه‌‌اند،‌شده‌بیوانفورماتیك‌معرفی‌های‌داده‌بندی‌مدل‌برای ‌معیار‌‌،   ‌‌مقدار،‌-‌‌pشامل‌نتایج‌خلاصه.

         )‌شده‌تصحیح‌آكائیكه‌اطلاعاتی‌‌معیار‌‌‌و‌9(             )‌آكائیكه‌اطلاعاتی
       

     
‌)2‌

‌(.‌استتعداد‌پارامترهای‌مدل‌آماری‌‌ۀدهند‌نشان‌‌ )شوند‌‌ارائه‌می‌‌‌9و‌6،‌ های‌‌‌در‌جدول‌

 0هاي جدول  نتايج براي داده. 4جدول 

           c         مدل 

02109/0‌9902/391  1 6 /398   ‌ 982/9 8 ‌توزیع‌توانی‌یك‌پارامتری 

 دو‌پارامتری‌پارتو‌-توزیع‌شبه   9/ 392    39/  9  39/ 2909/0‌22

2962/0‌890 /396  310 /396    91 2/9 6 ‌توزیع‌ورینگ‌دوپارامتری 

1 86/0‌3 2 /399  6933/301   8069/9 0 ‌یافته‌چهار‌پارامتری‌پارتو‌تعمیم-توزیع‌شبه 

11 8/0‌8326/309  8326/306   ‌  963/9 0  ( )سه‌پارامتری‌‌یافته‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق 

 3هاي جدول  براي دادهنتايج . 4جدول 

           c         مدل 

000906/0‌293/ 8  993/ 8   ‌ 086 /2 9 ‌توزیع‌توانی‌یك‌پارامتری 

09 1/0‌ 6 8/ 99  2 89/ 99   ‌ 6219/236  دو‌پارامتری‌پارتو‌-توزیع‌شبه 

096/0‌1928/ 91  60 9/ 91   ‌ 8026/239 ‌توزیع‌ورینگ‌دوپارامتری 

 868/0‌0 61/  3  16 8/  9   ‌ 1821/229 ‌پارامتری‌یافته‌چهار‌پارتو‌تعمیم-توزیع‌شبه 

9 99/0‌1882/  8  3 69/  8  ( )پارامتری‌‌سه‌یافته‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق  229/ 998 

 7هاي جدول  نتايج براي داده. 4جدول 

           c         مدل 

010 /0‌9981/ 06‌0098/ 06‌ 0031/202 ‌پارامتریتوزیع‌توانی‌یك‌ 

 دو‌پارامتری‌پارتو‌-توزیع‌شبه‌ 911/ 02‌2096 /3 9 ‌02 /896 9318/0‌9

9 69/0‌199 6/ 03‌63 6/ 03‌ 8993/911‌ ‌توزیع‌ورینگ‌دوپارامتری 

8223/0‌9 992/316‌ 21/31 ‌  96  /913 ‌پارامتری‌یافته‌چهار‌پارتوتعمیم-توزیع‌شبه 

 ( )پارامتری‌‌سه‌یافته‌هندسی‌تعمیم‌توزیع‌فوق  ‌9/913 13/0‌01318/313‌3889/312‌91 1

كه‌‌چنان‌.‌اند‌محاسبه‌شده‌  ‌AICcو‌‌ AIC،‌   ‌‌،مقدار‌-‌‌pها‌از‌قبیل‌بعضی‌شاخص‌‌9و‌‌6،‌ های‌‌‌در‌جدول

نسبت‌به‌چهار‌توزیع‌ذیل،‌مدل‌بهتری‌برای‌برازش‌‌(‌ )پارامتری‌‌یافته‌سه‌هندسی‌تعمیم‌شود‌توزیع‌فوق‌ملاحظه‌می

‌:است‌از‌های‌جرم‌احتمال‌این‌چهار‌توزیع‌عبارت‌های‌تابع‌فرمول‌.‌باشد‌ها‌می‌این‌نوع‌داده

‌((:‌9)،‌فرمول‌181.‌،‌ص2009رژتسكی‌و‌گومز،‌)پارامتری‌‌یك‌‌تابع‌جرم‌احتمال‌توزیع‌توانی

               
   

     
   

                          ‌

                                                           
1. Akaike Information Criterion (AIC) 
2. AIC with correction (AICc) 
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‌:([8]‌(2)،‌فرمول‌289.‌،‌ص2009كوزنتسف،‌)‌پارامتری‌پارتو‌دو‌تابع‌جرم‌احتمال‌توزیع‌شبه

             
       

         
   

                                       

‌(:[ ]‌(9)،‌فرمول‌  .‌،‌ص 209فربد،‌)پارامتری‌‌تابع‌جرم‌احتمال‌توزیع‌ورینگ‌دو

 
            

     

     
                                   

                              

           
     

     

   
   

 
    

  

                                                                                              

          

(:[6]‌(3)،‌فرمول‌293.‌،‌ص2093فربد‌و‌گاسپاریان،‌)یافته‌چهارپارامتری‌‌تعمیم‌‌پارتو‌-تابع‌جرم‌احتمال‌توزیع‌شبه  
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