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 ژئودزیکو  یکفضاهای متردر تحدب 

‌

 2پرویز‌احمدی،‌2،‌هادی‌خطیب‌زاده1*سجاد‌رنجبر

 گروه‌ریاضیات‌و‌کاربردها،‌‌مرکز‌آموزش‌عالی‌اقلید،‌.1

 گروه‌ریاضی‌دانشگاه‌زنجان،‌‌.2

‌11/11/71پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌26/12/77دریافت‌‌‌

 چکیده
‌ ‌در‌این‌مقاله، ‌بازگو‌‌.داریمدر‌فضاهای‌متریک‌ها‌ژئودزیکو‌های‌متریک‌خطمقدماتی‌روی‌پاره‌بررسیابتدا سپس‌با

‌مجموعه‌کردن ‌برای ‌متریک ‌تعریف‌تحدب ‌بررسی ‌به ‌توابع ‌و ‌ویژگیها ‌از ‌برخی ‌بههای ‌وجوه‌‌آنها ‌و ‌انتهایی ‌نقاط ویژه

‌پردازیممیدار‌های‌محدب‌متریک‌در‌فضاهای‌نرم‌مجموعه ‌فضاهای‌ژئودزیک‌‌نهایتاً. ‌در پیوستگی‌توابع‌محدب‌متریک‌را

 .کنیممی‌بررسی

 

 .نقطه‌انتهایی،‌پیوستگی‌محدب،  -‌عابمحدب،‌پوش‌محدب‌متریک‌،‌ت‌  -‌خط‌متریک،‌مجموعهژئودزیک،‌پاره‌: کلیدی های هواژ

 51 26.،‌05 54،‌     ‌(: 0202)بندی ریاضی  رده

‌

 نیازها مقدمه و پیش

‌شاخه ‌در ‌اساسی ‌نقش ‌تحدب ‌بهینهمفهوم ‌مانند ‌ریاضیات ‌از ‌مختلفی ‌آنالیز‌‌های ‌دیفرانسیل، ‌معادلات سازی،

‌ ‌غیرخطی‌و ‌آنالیز ‌تغییراتی، ‌داردغیره ‌به. ‌فضاهای‌خطی‌به‌این‌مفهوم ‌سنتی‌در که‌‌شوداین‌صورت‌تعریف‌می‌طور

‌فضای‌خطی   زیرمجموعه ‌می   از ‌هر‌،شودمحدب‌گفته ‌برای ‌ یعنی‌ ،‌و  ‌خط‌واصلپاره       اگر

‌باشد   ۀزیرمجموع‌                        روی‌فضای‌خطی   چنین،‌یک‌تابع‌حقیقی‌مقدار‌هم.

  نامساوی         ‌و‌هر‌       ‌شود‌اگر‌برای‌هرمحدب‌گفته‌می

                              

‌برقرار‌باشد ‌تعریف‌شد[‌7]منگر‌‌وسیلۀ‌بهاولین‌بار‌‌یمتریک‌برا‌یتحدب‌در‌فضاها. یا‌مشابه‌ های‌دیگرفیتعر‌یبرا.

خط‌متریک‌بین‌ابتدا‌پاره[‌7]منگر‌.‌رجوع‌کنید‌[21]-[11]،‌[7]،‌[1]،‌[0]،‌[1]‌تحدب‌در‌فضاهای‌غیرخطی‌به‌برای

  صورت‌را‌به‌       از‌فضای‌متریک     عضودو‌

                                 

حدب‌م   ر‌ابه‌اختص)متریک‌‌یخط‌متریک،‌تحدب‌یک‌مجموعه‌در‌فضاسپس‌با‌استفاده‌از‌مفهوم‌پاره.‌تعریف‌کرد

 محدب‌گوییم‌هرگاه‌برای‌تمام  -‌را       از‌فضای‌متریک   ۀصورت‌تعریف‌کرد‌که‌زیرمجموعینه‌ارا‌ب(‌بودن

‌باشیم‌       ‌از  -ایزیرمجموعه   فرض‌کنید          داشته ‌این‌صورت‌تابع   محدب ‌در ‌باشد

  داشته‌باشیم            ‌و         شود‌هرگاه‌برای‌هرمحدب‌گفته‌می- ،‌        

       
        

        
      

        

        
       

ها‌و‌توابع‌های‌مهم‌مجموعهدر‌این‌نوشتار‌برآنیم‌تا‌مفهوم‌تحدب‌در‌فضاهای‌متریک‌و‌ژئودزیک‌و‌بعضی‌ویژگی

ابتدا‌.‌بندی‌مطالب‌این‌مقاله‌به‌این‌شکل‌استبخش.‌گونه‌فضاها‌قابل‌مطالعه‌هستند‌بررسی‌کنیم‌محدب‌را‌که‌در‌این
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‌اکیدمحدب‌ها‌و‌مفهوم‌فضا -چنین‌‌هم.‌پردازیمبخش‌به‌معرفی‌فضاهای‌ژئودزیک‌و‌یکتا‌ژئودزیک‌می‌و‌در‌ادامه‌این

شود‌خط‌متریک‌تعریف‌میمعنای‌منگر‌بر‌اساس‌پاره‌جاکه‌مفهوم‌تحدب‌متریک‌به‌از‌آن.‌کنیمبودن‌در‌آنها‌را‌بیان‌می

به‌مفاهیم‌‌1بخش‌.‌کنیم‌بررسی‌مییک‌ژئودزیک‌ها‌در‌فضای‌مترهای‌متریک‌و‌ژئودزیکخطدرباره‌پاره‌2در‌بخش‌

های‌یک‌به‌بررسی‌نقاط‌انتهایی‌و‌وجه‌0در‌بخش‌.‌ها‌و‌توابع‌محدب‌متریک‌اختصاص‌داردمقدماتی‌درباره‌مجموعه

های‌پیوستگی‌توابع‌ویژگی‌5در‌بخش‌‌نهایتاً.‌پردازیمدار‌میویژه‌در‌فضاهای‌نرم‌مجموعه‌محدب‌به‌معنای‌متریک‌به

‌.کنیمدر‌فضاهای‌متریک‌ژئودزیک‌بررسی‌می‌محدب‌را

یعنی‌است‌که‌حافظ‌فاصله‌باشد،‌           ‌،‌خمی‌مانند     ‌خط‌ژئودزیک‌در‌فضای‌متریکیک‌پاره

‌        و        اگر.‌برقرار‌باشد                        تساوی‌           ‌برای‌هر

گوییم‌اگر‌بین‌هر‌دو‌‌فضای‌ژئودزیکرا‌       فضای‌متریک.‌گوییم   و   خط‌ژئودزیک‌بینپاره‌یک‌را   گاه‌آن

‌ژئودزیک‌موجود‌باشد‌خطپارهعضو‌آن‌یک‌ ژئودزیک‌بین‌هر‌دو‌عضو‌یک‌فضای‌ژئودزیک‌‌خطپارههرگاه‌تنها‌یک‌.

ای‌‌نقطه‌یکت‌        ‌برای‌هر‌در‌فضاهای‌یکتا‌ژئودزیک،.‌گوییم‌یکتا‌ژئودزیکموجود‌باشد‌آن‌فضای‌ژئودزیک‌را‌

‌در‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌که‌را‌ 

‌و                                     

 .نشان‌می‌دهیم           ‌باصدق‌کند‌

ه‌کطوریبهفضایی‌برداری‌همراه‌با‌یک‌توپولوژی‌روی‌آن‌باشد‌   ‌را‌فضای‌توپولوژیک‌خطی‌گوییم‌اگر   فضای

‌ ‌اعمال ‌برداری‌جمع ‌ضرب‌اسکالر ‌شود   رویو ‌پیوسته ‌توپولوژی‌مربوطه ‌نسبت‌به روی‌یک‌فضای‌   متریک.

فضای‌‌                  ‌داشته‌باشیم‌     گوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌را‌ناوردا   توپولوژیک‌خطی

‌ب  -‌را   خطیتوپولوژیک‌ ‌شده ‌توپولوژی‌القا ‌با ‌گوییم‌اگر ‌کامل‌باشد‌هفضا ‌وسیله‌یک‌متریک‌ناوردا  فضای -.

      ‌‌           و          کهطوریبه       ‌و     گوییم‌اگر‌برای‌هر‌محدب‌اکیدرا

  ،‌داشته‌باشیم
   

 
- چنین،‌‌هم.‌دار‌استاین‌تعریف‌تعمیمی‌از‌تعریف‌محدب‌اکید‌در‌فضاهای‌نرم .     

‌ناصفر‌که‌در‌شرط‌‌  ‌و‌   برای‌هر‌،‌هرگاهگوییم‌شبه‌محدب‌اکیدرا‌       ‌فضای

                       
‌.    ‌کهطوریموجود‌باشد‌به‌ کنند،‌عدد‌حقیقی‌مثبت‌صدق‌می

‌.‌و‌شبه‌محدب‌اکید‌معادل‌هستند‌محدب‌اکید‌مفاهیم‌دارتوجه‌کنید‌که‌در‌فضاهای‌نرم

 

 هاهای متریک و ژئودزیکخطپاره

اما‌در‌.‌را‌دربردارد   و   خط‌واصلپاره‌      وضوح،‌‌،‌به      و‌برای‌هر‌   داردر‌هر‌فضای‌برداری‌نرم

حتی‌‌یا   و   خط‌واصلشامل‌پارهطور‌اکید‌‌هب       ،‌این‌امکان‌وجود‌دارد‌که  کل،‌در‌یک‌فضای‌متریک‌خطی

‌مشمول‌در‌آن‌باشدطور‌اکید‌‌هب ‌که      ، خط‌متریکپاره                   ‌با    در‌،طور‌مثالبه.

‌  -که‌در‌دهیم‌مینشان‌‌‌1ۀدر‌گزار.‌هستنددو‌سر‌یک‌قطر‌آن‌   و   مستطیلی‌است‌که‌ای‌ناحیه،‌      

 و   مشمول‌در‌پاره‌خط‌واصل       ‌خطپاره     ‌فضاها،‌شبه‌محدب‌اکید‌بودن‌معادل‌با‌این‌است‌که‌برای‌هر

 .باشد‌  

‌داشته       است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌هر‌اکید‌محدب‌فضای‌شبه‌  -یک       فضای‌متریک‌.0 ۀگزار
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‌:باشیم

                           

‌صورتدر‌این          و‌      محدب‌اکید‌باشد،‌‌فضای‌شبه‌  -یک       فرض‌کنید‌:اثبات

                    . 

 .                           ‌داریم   بنابر‌ناوردایی‌متریک

‌نتیجه‌می‌بودن‌بنابراین‌شبه‌محدب‌اکید ‌دهد‌‌فضا ‌دارد‌   که در‌             کهطوریبه وجود

    نتیجه
 

   
  

 

   
                             ‌بنابراین‌  

‌فرض‌کنید ‌      حال‌برعکس، ‌ناوردایی‌                         و‌      ، بنابر

‌‌‌        بنابراین‌.‌        دهد‌‌،‌که‌نتیجه‌می                       داریم   متریک

    ‌نتیجه‌در‌              ،‌کهطوریبه‌وجود‌دارد
 

   
فضا‌‌د‌بودناکی‌محدب‌که‌بیانگر‌شبه  

‌‌.ستا

در‌حالت‌کلی‌                            ‌نشان‌داده‌شده‌است‌تساوی‌1که‌در‌مثال‌‌چنان

  .هستند‌محدب‌اکیدکه‌‌یداربرقرار‌نیست‌مگر‌در‌فضاهای‌خطی‌نرم

‌متریک‌با       ‌در‌این‌صورت.‌یک‌فضای‌باناخ‌باشد         ‌فرض‌کنید‌ .0مثال 

                   
  گاه‌آن ،        ‌و       اگر.‌فضا‌است  -یک

                                           

  بنابراین

                                            

               ‌در‌نتیجه      ‌یا     دهدکه‌نتیجه‌می

  .مکنیخط‌متریک‌را‌بررسی‌میهای‌پارهزیر‌برخی‌ویژگی‌ۀدر‌گزار 

 .زیر‌برقرارند‌هایگزاره        ‌فرض‌کنید‌ 0. ۀگزار

 .                ویژه،‌‌به .             ‌گاه‌آن ،         ‌اگر(‌الف

 ‌             ‌‌و‌             گاه‌آن ،       ‌اگر(‌ب

           اگر‌و‌تنها‌اگر‌        ‌:داریم‌          ‌برای‌هر(‌ج

  :داریم           ‌بنابر‌نامساوی‌مثلث‌و(‌الف:‌اثبات 

                                                           

                 که‌‌دهداین‌نتیجه‌می

 صورتدر‌این         ‌فرض‌کنید(‌ب

                                                         

               ‌همین‌صورت‌به              ‌بنابراین          ‌دهدکه‌نتیجه‌می

 صورتدر‌این          ‌فرض‌کنید(‌ج
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

                                                  

                 

 گاه‌آن ،        ‌حال‌برعکس،‌اگر          ‌دهدکه‌نتیجه‌می

                                         

                                               

‌.‌دکامل‌می‌کن‌که‌اثبات‌را

 :کنیمصورت‌تعریف‌می‌دینب       را‌روی        ۀ،‌رابط     ‌برای‌هر 

                              

                     و                 داریم           ‌برای‌هروضوح،‌‌به

 گاه‌آن      ، ‌فرض‌کنید‌.‌3 ۀگزار

 .است       ‌یک‌رابطه‌ترتیب‌جزئی‌روی       (‌الف

               ‌گاه‌آن          ‌و           ‌اگر(‌ب

‌اثبات  ‌الف: )‌ ‌است        بودنانعکاسی ‌واضح ‌کنید. ‌این           و          فرض صورت‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌در

  دهدنتیجه‌میکه‌‌         و‌        

                        

                          

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌از‌طرفی‌اگر      بنابراین .        ‌داریم،‌مذکوردو‌تساوی‌‌فینحال‌با‌جمع‌کردن‌طر

           ‌ ،          ‌ ‌ و‌ (‌ب)قسمت‌‌بنابر          و         ‌گاه‌آن ،        ‌

            نابراینب                گیریم‌نتیجه‌می‌‌2ۀگزار

بنابراین،‌          ‌دهدنتیجه‌میکه‌          ‌فرضاز‌طرف‌دیگر،‌              ،‌2ۀگزار‌بنا‌بر(‌ب

                    ‌‌در‌نتیجه              ‌دهدنتیجه‌می‌‌2ۀگزار(‌ب)قسمت‌

‌.قابل‌حذف‌کردن‌نیست‌‌1ۀگزار(‌ب)در‌قسمت‌          ‌هد‌شرطدکه‌مثال‌زیر‌نشان‌می‌چنان 

‌هایو‌مجموعه‌یال                 ‌با‌مجموعه‌رئوسرا‌‌        گراف.‌0مثال  

                                              
 ‌در‌نظر‌بگیرید‌که‌برای‌هر‌چنان‌را   با‌متریک   وسیله‌گراف‌هالقا‌شده‌ب       ‌فضای‌متریک.‌در‌نظر‌بگیرید

‌در‌این‌صورت.‌باشد‌  و‌‌  ‌‌مسیر‌بین‌ترین‌برابر‌طول‌کوتاه        ‌فاصله‌      

                       
‌کهدر‌حالی

                         
دهد‌که‌نشان‌می‌1   با‌    است‌اما‌مثال‌ساده       یک‌ترتیب‌جزئی‌روی        دهد‌کهنتیجه‌می‌‌1ۀگزار 

 .‌ترتیب‌کلی‌نیست‌لزوماً

صورت‌تعریف‌‌دینبنمایش‌می‌دهیم،‌‌       را‌که‌با‌نماد‌‌     از‌‌‌بخش‌- ‌        ، ‌برای‌هر‌ .0تعریف 

 :کنیم‌می
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 ‌‌‌‌‌‌‌دار،‌برای‌هرو‌در‌هر‌فضای‌خطی‌نرم            ‌و            وضوح،‌در‌هر‌فضای‌متریکبه 

1 :‌داریم‌                       . 

 :های‌زیر‌برقرارندگزاره‌صورت‌در‌این.‌         ‌‌و‌       فرض‌کنید. 4 ۀگزار

                     (‌الف

                  (‌ب

      ‌‌گاه‌آن،‌        ‌ راگ           و          ‌فرض‌کنید(‌ج

 .محدب‌است‌       گاه‌،‌آندار‌باشدیک‌فضای‌برداری‌نرم   اگر(‌د

 .حداکثر‌تک‌عضوی‌است‌       گاه‌‌آن‌،باشد       ‌ترتیب‌کلی‌روی‌ۀیک‌رابط        اگر(‌و

 . (شبه‌محدب‌اکید‌باشد   اگر‌و‌تنها‌اگر)                            (ه

‌اثبات  ‌الف)های‌‌قسمت: )‌ ‌ب)و ‌تعریف( ‌از ‌استفاده ‌است‌بدیهی‌با ‌(ج)برای‌اثبات‌. ‌از ‌استفاده ‌با  :داریمضات‌وفرم،

‌بنابراین          و                و‌              

                                  
       ‌در‌نتیجه

  صورتدر‌این          ‌و            ‌،‌فرض‌کنید(د)برای‌اثبات‌

                                           

                             

‌و 

                                

                                                                

  :آوریمدست‌می‌به‌مذکوردو‌نامساوی‌‌طرفین‌با‌جمع‌کردن 

                                                          

                          

 .محدب‌است‌       ،‌        ‌در‌نتیجه‌برای‌هر                   ‌بنابراین 

‌صورتدر‌این             ‌و         ‌فرض‌کنید(‌و)برای‌اثبات‌

                      و                     

  دهد‌که‌این‌نتیجه‌می          ‌گاه‌آن          اگر‌           ‌یا          بنابرفرض‌از‌طرفی‌

                                                 

 .حداکثر‌تک‌عضوی‌است        یعنی‌    ، ‌بنابراین

 ‌.است‌1و‌تعریف‌‌‌1ۀای‌از‌گزارنتیجه(‌ه)قسمت‌

‌دتابعی‌مانن‌،بنابر‌اصل‌انتخاب‌صورتدر‌این.‌        ‌        ،‌و‌برای‌هر       ‌فرض‌کنید 

‌            . ‌کهطوریبهوجود‌دارد‌               

‌را‌با                    ‌تابع.‌        ‌‌،        ‌و‌برای‌هر       ‌فرض‌کنید‌.5 ۀگزار
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌60
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

         ضابطه‌
 

      
‌  ‌‌یک‌ژئودزیک‌بین    صورتدر‌این.‌تعریف‌شده‌است‌در‌بالا   در‌نظر‌بگیرید‌که‌  

  .دباش       ‌روی       حافظ‌ترتیب (  یا‌معادلاً)   ‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌  و‌

‌اثبات  ‌کنید: ‌این   فرض ‌در ‌باشد ‌ترتیب ‌هرحافظ ‌برای  ‌ۀرابط ،    که           صورت

  در‌نتیجه‌              . ‌بنابراین.‌برقرار‌است‌              

                                   

 .                     ‌‌و                       داریم   از‌طرفی‌با‌توجه‌به‌تعریف

  گاه‌آن                  ‌،‌اگرتساوی‌با‌توجه‌به‌این .                        ‌‌در‌نتیجه

                   
  

      
    

  
      

   
       

      
               

 .ژئودزیک‌است‌یک‌حافظ‌فاصله‌است‌و‌در‌نتیجه   دهدکه‌نشان‌می 

 گاه‌باشد‌آن‌  و‌  ‌‌بین‌یژئودزیک   حال‌فرض‌کنید

                                          

 صورتدر‌این       فرض‌کنید

                                                            

                                                                               

                                                                                  

‌نتیجه‌می   ‌حافظ‌ترتیب   بنابراین‌                  دیگر‌عبارت‌به                  ‌دهدکه

 .‌‌است‌       روی       

 گاه‌آن‌،ژئودزیک‌باشند                     و                     ‌اگر  .7 ۀگزار 

      
                                                 

                                       
  

         . ‌ژئودزیک‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر

 گاه‌آن‌،ژئودزیک‌باشد                    ‌فرض‌کنید:‌اثبات

                                                                   

           ‌دهدکه‌نتیجه‌می

‌ژئودزیک‌است   دهیمنشان‌می          ‌حال‌فرض‌کنید ‌بناب. ‌کافی‌5ۀگزارر حافظ‌   ست‌نشان‌دهیما‌،

‌است ‌ترتیب ‌کنی. ‌فرض                      ‌یا‌               اگر .     د

      ، 

‌حال‌فرض‌کنید.‌نیز‌حافظ‌ترتیب‌است   ‌،‌خم   ‌و    ‌و‌حافظ‌ترتیب‌بودن   ‌تعریف‌رگاه‌بنا‌ب‌آن

‌           و          قرار‌دهید‌                         و              

‌می ‌به          دهیمنشان ‌معادلیا ‌روی    زیرا        . طور ‌ترتیب ‌و       حافظ  ‌است

‌چونبه           پس‌             ، ‌ترتیب، ‌روی    همین ‌ترتیب ‌و       حافظ  ‌است

 ‌         ‌‌دهدنتیجه‌میکه‌‌               ‌از‌طرفی           پس‌‌             

‌ در‌نتیجه                     ، ‌داریم               ‌از‌طرف‌دیگر،‌از
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌63ژئودزیکو‌‌یکفضاهای‌متردر‌تحدب‌

                                  ‌ ‌که‌                    ‌بنابراین. ،

‌           ‌دهدنتیجه‌می          ‌که‌با          دیگر‌‌عبارتبه‌        ‌‌دهدنتیجه‌می

ه‌حداکثر‌یک‌گا‌آن‌،ب‌کلی‌باشدیرتت       ‌روی‌       ‌و ‌         ،‌        ‌اگر‌برای‌هر . 6 ۀگزار 

 .وجود‌دارد    و   ‌ژئودزیک‌بین

-در‌این.‌‌              ‌باشند‌و‌  و  ‌دو‌ژئودزیک‌بین                      فرض‌کنید:‌اثبات

  صورت

                                                    

                                                                         

           
 ‌.مطلوب‌است‌ۀکه‌نتیج               ، ‌بنابراین 

 

 کحدب در فضاهای متریمفاهیم اولیه ت

هر‌ای‌محدب‌است‌زیرا‌مجموعه‌،محدب   هر‌مجموعه   دارفضای‌برداری‌نرمیک‌د‌که‌در‌دیتوان‌به‌آسانی‌می

‌است   و   خط‌واصلشامل‌پاره       خط‌متریکپاره دهد‌که‌این‌حقیقت‌بخش‌قبل‌نشان‌می‌1البته‌مثال‌.

در‌فضاهای‌برداری‌‌بودن‌با‌محدب‌اکید‌محدب‌اکید‌که‌شبهبا‌توجه‌به‌این.‌برقرار‌نیستدر‌حالت‌کلی‌فضاها‌   در

جموعه‌اگر‌هر‌م‌تنها‌و‌دار‌محدب‌اکید‌است‌اگردهد‌که‌یک‌فضای‌برداری‌نرمنشان‌می‌‌1ۀدار‌معادل‌است،‌گزارنرم

ممکن‌   فضای‌متریک‌یک‌گر‌این‌است‌که‌در‌بخش‌قبل‌بیان‌2از‌طرفی‌مثال‌.‌باشد‌نیز‌محدب  -محدب‌در‌آن‌فضا

حتی‌در‌‌     ‌خط‌متریکدهد‌که‌پارهنشان‌می‌[2]از‌‌2فصل‌‌7.1مثال‌.‌باشدمحدب‌ن- ،‌      ‌خطپارهاست‌

‌محدب- لفه‌یک‌تابع‌‌ؤدهیم‌که‌اگر‌متر‌نسبت‌به‌هر‌منشان‌می‌‌1ۀگزاردر‌.‌نیست‌محدب‌- ‌دار‌هم‌فضاهای‌نرم

 .است‌محدب‌- ،‌یک‌مجموعه‌     خط‌متریک‌گاه‌پاره‌باشد،‌آن

 .محدب‌است- ‌،      ‌گاه‌آن‌،محدب‌باشد- یک‌تابع‌‌     هر‌‌برای        ‌اگر . 6 ۀگزار

  آوریمدست‌می‌بهضات‌وفرمبا‌استفاده‌از‌          و‌           ‌فرض‌کنید:‌اثبات

       
      

      
       

      

      
        

  و

       
      

      
       

      

      
        

 :مذکور‌داریمهای‌حال‌با‌جمع‌کردن‌دو‌طرف‌نامساوی

              
      

      
       

      

      
               

‌          ‌در‌نتیجه

‌.کنیمتعریف‌می   ‌محدب‌یک‌مجموعه‌را‌در‌فضای‌متریک  -‌در‌ادامه،‌ما‌نگاشت‌پوش‌و‌پوش 

       ‌را‌نگاشت‌پوش‌گوییم‌اگر‌برای‌هر         ‌نگاشت‌.0تعریف  
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

 ‌که‌کنیمخاطرنشان‌می         محدب‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر  -‌ایمجموعه     توان‌دید‌که‌وضوح‌می‌به 

‌زیرمجموعه‌دلخواه‌      ‌محدب‌نیست  -‌لزوماً   از   برای‌هر ‌نشان‌می. ‌حتی‌در‌که‌گوی‌ددهمثال‌زیر ها

  .ندمحدب‌نیست  -‌دار‌لزوماًفضاهای‌برداری‌نرم

   ‌فرض‌کنید‌.3 مثال
‌به‌آسانی‌می‌توان‌دید‌که.‌باشد             ‌گوی‌یکه          

‌‌‌،    
             

   ‌از‌ایزیرمجموعه‌   ،برای‌‌         
 .نیست          

                   گاه‌آن                     ، اگر‌ . 6 ۀگزار 

  صورتر‌ایند        ، ‌و           ‌فرض‌کنید:‌اثبات 

                      

 و

                      

  آوریمدست‌می‌هت‌بمفروضا‌ا‌استفاده‌ازو‌ب‌مذکورحال‌با‌جمع‌کردن‌دو‌نامساوی‌

                                 

 .‌‌‌        ‌دهدکه‌نتیجه‌می

‌.است‌2ای‌مستقیم‌از‌تعریف‌نتیجه‌‌11ۀگزار‌.استدر‌گزاره‌قبل‌بهینه‌‌ 2دهد‌که‌مقدار‌‌نشان‌می‌1مثال‌ 

‌ایمحدب‌مجموعه  -‌هایای‌از‌مجموعهدر‌نتیجه‌اشتراک‌خانواده                  ، .02 ۀگزار

– ‌.محدب‌است  

  ازاست‌‌عبارت‌    پوش‌محدب‌متریک‌. 3تعریف  

ایمجموعه   محدب است  و                               

‌:([11]‌67و‌‌61صفحات‌)‌شده‌است‌کهثابت‌چنین‌‌هم               واضح‌است‌که 

             
      

 .است              ‌گوی‌یکه             پوش‌محدب‌متریک‌گوی‌یکه

 .پردازیمشبه‌محدب‌می  -‌محدب‌و -‌‌های‌توابعبرخی‌ویژگیبررسی‌در‌ادامه‌این‌بخش،‌به‌

عکس‌این‌مطلب‌تنها‌.‌دار‌محدب‌استمحدب‌در‌فضاهای‌برداری‌نرم  -‌توان‌دید‌که‌هر‌تابعبه‌آسانی‌می. 0 ۀتبصر

‌دبی‌وجود‌دارند‌که‌لزوماًمح   بع‌فضاها،‌توا  -ر‌توجه‌کنید‌که‌د.‌برقرار‌است‌دار‌محدب‌اکیددر‌فضاهای‌خطی‌نرم

محدب‌‌محدب‌است‌اما‌لزوماً  -‌تابعی،‌بخش‌قبل‌1طور‌مثال،‌هر‌تابعی‌روی‌فضای‌متریک‌مثال‌‌به.‌محدب‌نیستند

 .نیست

‌داشته‌باشیم         ‌شبه‌محدب‌گوییم‌اگر‌برای‌هر  -‌را       ‌تابع. 4تعریف  

                     

شبه‌محدب‌  -ارزی‌برای‌توابعگر‌یک‌هم‌بیان‌‌11ۀگزار‌.هست‌نیز‌شبه‌محدب  -تابعی‌،محدب  -وضوح،‌هر‌تابع‌به 

 .است

‌ زیرتراز  -‌مجموعه    ، ‌اگر‌برای‌هر تنها و شبه‌محدب‌است‌اگر  -‌تابعی       ‌تابع. 00 ۀگزار

  
 
               

  .شدمحدب‌با  -‌ایمجموعه
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌65ژئودزیکو‌‌یکفضاهای‌متردر‌تحدب‌

       ‌فرض‌کنید:‌اثبات 
‌صورتر‌ایند.‌شبه‌محدب‌باشد  -‌تابعی   و‌        ،‌ 

                       
      ‌دهدکه‌نتیجه‌می

 
   ‌بنابراین 

 
‌،        ‌حال‌فرض‌کنید.‌محدب‌است  -‌ایمجموعه 

   ‌و‌‌                 
 
      ‌بنابراین‌.محدب‌باشد-  ‌ایمجموعه 

 
‌ در‌نتیجه 

‌.‌شبه‌محدب‌است  -‌تابعی   عبارتی‌به                       

‌‌،اززیرتر  -‌نیست‌زیرا‌مجموعه‌،1   شبه‌محدب‌نسبت‌به‌  -‌تابعی‌1   ‌که‌دهد‌گزاره‌فوق‌نشان‌می . 0 ۀتبصر

  
 .محدب‌نیست  -‌مجموعه‌ای‌1   است‌که‌با‌متر‌القا‌شده‌از‌‌        

‌‌‌‌‌نسبت‌به‌∞   ‌مربوط‌به‌‌زیرتراز  -‌ۀزیرا‌مجموع‌.است‌1   شبه‌محدب‌نسبت‌به‌  -‌تابعی‌∞   تابع‌. 4مثال  

،  .نیست‌    محدب‌نسبت‌به‌ -‌‌‌تابعی‌∞   در‌حالی‌که‌.‌محدب‌است- ‌1   

‌،    ‌فرض‌کنید.‌محدب‌نیست  -‌تابعی‌1   نسبت‌به‌‌∞   در‌این‌مثال‌نشان‌می‌دهیم‌که‌. 5مثال 

‌که‌در‌حالی ،       و‌‌           صورت‌در‌این.‌          و‌         ،‌        ‌
        
        

      
        
        

      
 

 
   

‌در‌این‌صورت‌برای‌هر.‌محدب‌باشد  -‌تابعی       ‌محدب‌و-  ی‌امجموعه     فرض‌کنید‌.00 ۀگزار 

 :داریم            ‌و‌برای‌هر‌       

           

        
 

           

        
 

           

        
 

 .‌استمحدبی‌  -‌مستقیمی‌از‌تعریف‌نتیجه:‌اثبات 

محدب‌   ‌نیز‌تابعی          ‌گاه‌آن‌باشد   محدب‌روی   ‌ای‌از‌توابعخانواده          اگر‌.03 ۀگزار 

 .است   روی

  داریم‌  ‌توابع‌ۀهممحدبی‌   ‌بنابه‌صورتدر‌این          و       فرض‌کنید :اثبات 

      
      

      
      

      

      
       

  در‌نتیجه

                   
 
         

 
 
      

      
      

      

      
        

 
      

      
   
 
      

      

      
   
 
       

 .‌دهدرا‌نشان‌می          محدب‌بودن-  ‌که 

‌کمینهیک‌نقطه‌   اگر.‌محدب‌باشد   -‌تابعی       ‌محدب‌و   -ایمجموعه     فرض‌کنید‌.07 ۀگزار

   گاه‌آن،‌         ‌داشته‌باشیم‌کافی‌کوچک‌ۀبه‌انداز‌   ‌هر‌و‌‌    ‌باشد‌و‌برای‌هر   موضعی

  .تاس   روی   مطلق‌کمینه

‌که‌چنان‌باشند     و     اگر‌‌.باشد       روی‌همسایگی   کمینه   فرض‌کنید :‌اثبات

                

  آوریمدست‌می‌به                ‌برای‌هرگاه‌‌آن
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌67
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

                           

 ‌.است   روی   مطلقکمینه‌   بنابراین            ‌دهدکه‌نتیجه‌می

 داشته‌باشیم               ‌یکتا‌ژئودزیک‌باشد‌و‌برای‌هر‌یک‌فضای‌متریک   فرض‌کنید. 6تعریف 

   و‌‌       ‌
  ‌که‌در‌صورتی   ‌در              ‌ترکیب‌محدب‌نقاط.‌‌       

  به‌صورت      ‌کهطوریبه‌‌وجود‌داشته‌باشد‌            

                  

  کنیمصورت‌تعریف‌میدر‌غیر‌این‌.شودتعریف‌می

                           
  

    
   

  
    

       
  

    
     

‌کنید. 06 ۀقضی ‌و  ‌فرض ‌ژئودزیک ‌یکتا ‌متریک ‌فضای ‌باشد  -‌تابعی       ‌یک ‌محدب  اگر.

‌برای‌                   ، کهطوریبه‌        داشته‌باشیم‌               ‌و
        

  گاه‌ن‌‌آ

.                                              

  گاه‌آن      ‌کهطوریبهوجود‌داشته‌باشد‌               ‌اگر :اثبات

                         

 

   

         

‌کندثابت‌می‌حکم‌را   ‌محدبی  -‌گاه‌آن     صورت‌اگردر‌غیر‌این ‌فرض‌کنید‌حکم‌برای‌ترکیب‌‌هب. استقرا

  گاه‌آن،‌عنصر‌برقرار‌باشد     محدب

                         

               
  

    
   

  
    

       
  

    
     

                 
  

    
   

  
    

       
  

    
    

                 

 

   

  
    

      

                                          

‌فضاهای‌نرم‌[5]‌در ‌تحدب‌متریک‌در ‌ارتباط‌بین‌تحدب‌معمولی‌و ‌مورد ‌است‌که‌نتایج‌جالبی‌در ‌ثابت‌شده دار

‌.تواند‌به‌آن‌مراجعه‌کند‌مند‌میعلاقه‌ۀخوانند

‌

 محدب متریک در فضاهای ژئودزیکهای وجوه و نقاط انتهایی مجموعه

میلمن‌در‌فضاهای‌خطی‌بیان‌-کرین‌ۀقضی.‌های‌محدب‌دارندمجموعه‌بررسیوجوه‌و‌نقاط‌انتهایی‌نقش‌مهمی‌در‌

چنین‌نقاط‌انتهایی‌گوی‌یکه‌‌هم.‌[12]‌است‌شکند‌که‌هر‌مجموعه‌محدب‌پوش‌محدب‌بسته‌نقاط‌انتهایی‌خودمی

در‌‌.[1]‌شود‌به‌نرم‌فضا‌مربوط‌می‌هندسی‌آن‌فضا‌هستند‌که‌مستقیماً‌دار‌مشخص‌کننده‌ویژگیفضای‌نرم‌یک‌در

و‌در‌حالت‌خاص‌)های‌متریک‌در‌فضاهای‌متریک‌خطهای‌یکه‌و‌پارهنقاط‌انتهایی‌و‌وجوه‌گوی‌بررسیاین‌بخش‌به‌
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‌.‌پردازیمها‌میو‌ارتباط‌آن‌با‌ژئودزیک(‌دارفضاهای‌نرم

‌‌‌که       ‌یم‌اگر‌به‌ازای‌هرینقطه‌انتهایی‌گویک‌را‌   محدبمتعلق‌به‌مجموعه‌   ‌نقطه. 6تعریف 

        ‌را‌با   یی‌هاانتمجموعه‌تمام‌نقاط‌‌    یا‌‌     ‌داشته‌باشیم              

  .ممی‌دهی‌‌نمایش

‌یک‌   از‌مجموعه‌محدب   ‌زیرمجموعه‌ناتهی. 6تعریف   ‌بهیگووجه‌میرا ‌و       ‌هرازای‌یم‌هرگاه ‌ 

        ‌ ‌‌‌وجهی        شودنتیجه‌‌           ‌که‌ ‌یکباشد‌   تر‌از‌کوچک‌که‌اکیداًرا

  .ییمگووجه‌سره‌‌می

         ‌یک‌فضای‌نرم‌دار‌خطی‌باشد‌و         ‌فرض‌کنید‌.06لم 

‌اگر‌تنهااگر‌و‌                    یعنی‌)انبساطی‌است‌                   خم‌

‌‌و ‌                               

               ‌برای‌هر

  :فرض‌داریم‌بنابر.‌     فرض‌کنید‌ :‌اثبات 

                        

  و

                                  

  گاه‌اکید‌باشد‌آن‌مذکورهای‌اگر‌یکی‌از‌نامساوی

                               

‌داشته‌باشیم             هر‌اگر‌برای‌.‌که‌تناقض‌است

‌‌‌‌‌و‌‌‌‌‌                                

‌داریم‌               ‌گاه‌برای‌هر‌آن

                                        
‌‌.انبساطی‌است‌   بنابراین

که‌همیشه‌ژئودزیک‌هستند‌انقباضی‌‌هایبر‌خلاف‌خمدهد‌که‌ژئودزیک‌نیست‌انبساطی‌را‌نشان‌می‌خممثال‌زیر‌یک‌

‌(.را‌ببینید [11]‌از‌2.1.0ۀ‌گزار)

 :تعریف‌کنیدا‌ضابطه‌زیر‌برا‌‌                      خم‌‌           ‌در‌.7مثال 

     

 
 
 

 
  

 

 
   

 

 
                

                   
 

 
 

                 
 

 
     

  

ساطی‌بان   خم‌‌11لم‌بنابر‌                   و                که‌ددیتوان‌‌راحتی‌می‌هب

         خط‌متریکپارهبه‌متعلق‌            ‌نیست‌زیرا‌کاست‌در‌صورتی‌که‌ژئودزی
 

 
که‌با‌)‌تنیس   

‌(.تناقض‌دارد‌[11]‌از‌2.2.11لم‌
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یک‌‌تنها‌‌‌اگر‌                 ‌یک‌فضای‌خطی‌نرم‌دار‌باشد‌و         ‌فرض‌کنید‌.06 ۀقضی

 .است       ‌یک‌نقطه‌انتهایی‌از      نقطهگاه‌‌آن‌،دوجود‌داشته‌باش‌ و‌   ‌بین‌ژئودزیک

‌اثبات        متعلق‌به    ‌و    ‌و‌‌     ‌گاه‌‌آن‌،نباشد       ‌یک‌نقطه‌انتهایی‌از      اگر :

‌دار ‌وجود ‌به                کهطوریبهند ‌میدیآسانی ‌کهده  ‌اگر‌،زیرا              شود

‌بنابراین.‌که‌تناقض‌است‌                      ‌‌داریم،‌‌        یا‌       

                  
‌می ‌ادعا ‌‌      کنیم ‌دارد ‌غ                  کهچنانوجود ‌راینیدر ‌برای هر‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌صورت

‌:داریم،‌      

                       
‌که‌نتیجه‌می‌دهد

                              
‌بنابراین

و‌                        

‌در‌نتیجه

                                     
‌ب           دهدنتیجه‌می         هربرای‌‌که ‌قض‌استیک‌تناوضوح‌‌هکه          بنابراین.

از‌طرفی‌.‌وجود‌دارد     شامل   و‌ بین‌‌یژئودزیک‌پس.‌               ‌کهطوریبهوجود‌دارد‌

‌ .دوجود‌دار   و‌ ،‌بیش‌از‌یک‌ژئودزیک‌بین‌واقع‌نیست   و‌ خط‌بین‌روی‌پاره     چون

 .است[‌2]‌2از‌فصل‌‌‌7‌.6ۀای‌از‌قضی‌و‌نتیجه نیز‌درست‌است‌‌17ۀعکس‌قضی

وجود‌داشته‌   و   است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌تنها‌یک‌ژئودزیک‌بین       نقطه‌انتهایی         نقطه. 02 ۀنتیج

‌.باشد

‌در‌این‌صورت‌.‌را‌در‌نظر‌بگیرید          فضای‌‌.6مثال 

                                                     
         

‌و

                                  
                    

  یک‌وجه‌سره‌از‌‌     و‌‌     خط‌بین‌و‌پاره
‌.است‌                 

 ‌اگرزیرا‌.‌وجود‌دارد    و   گاه‌تنها‌یک‌ژئودزیک‌بین‌آن‌،یک‌نقطه‌انتهایی‌از‌گوی‌یکه‌باشد   ‌اگر .3 ۀتبصر

‌:داریم‌2بر‌طرفین‌با‌تقسیم‌کردن‌                ‌گاه‌آن‌         ،

    
   

 
    

   

 
        

   ‌‌بنابراین

 
. ‌داریم‌      برای‌یک‌،‌17ۀحال‌بنا‌به‌قضی‌.      

   

 
‌در‌نتیجه    

           دیگر‌‌عبارتبه               ، 

                   ‌داریم       ‌گاه‌برای‌هر‌آن‌،دار‌باشدیک‌فضای‌خطی‌نرم   ‌اگر‌. 00 ۀگزار

        صورت‌در‌این            ‌و‌      که‌             ‌فرض‌کنید :اثبات
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  کهطوریبهد‌نوجود‌دار

                  و                

  داریم‌   ‌‌1و   ‌در‌مذکورهای‌تساویبا‌ضرب‌کردن‌

                                                 

       

‌‌.تناقض‌استیک‌که‌

 نقطه‌انتهایی   ‌گاه‌آن‌،‌باشند       ‌از‌وجهدو‌       ‌و       ‌اگر          ‌فرض‌کنید‌.00 ۀگزار

  .تاس‌      

‌کهطوریرند‌بهوجود‌دا‌     ‌و‌‌‌         ‌گاه‌‌آن‌،نباشد       ‌نقطه‌انتهایی   ‌کنید‌فرض:‌اثبات

‌:‌کنیم‌اثبات‌می‌             

(1)                                          و‌‌                 

  هایاز‌نامساوی‌یصورت‌یکدر‌غیر‌این

                               

 یا

                                   

  :مو‌جمع‌آنها‌داری‌مذکورهای‌در‌سمت‌چپ‌نامساوی             نشانی‌حال‌با‌جا.‌استاکید‌

                                               

       

       ‌حال‌چون.‌برقرار‌است(‌1) ‌ۀگزاردر‌نتیجه‌.‌تناقض‌است،‌یک‌مفروضاتو‌             که‌با‌توجه‌به

‌             ‌از         ‌و         آوریمدست‌می‌به(‌1) بنابر‌هستند‌‌وجهدو‌‌       و

‌:آید‌میدست‌‌به‌ها‌تساویاین‌،‌             بنابر‌          و          شودنتیجه‌می

                      و                    

‌‌.تناقض‌استیک‌که‌‌    شود‌که‌با‌جمع‌آنها‌نتیجه‌می

‌؟یا‌نه‌برقرار‌است‌22که‌آیا‌عکس‌گزاره‌‌دانیمما‌نمی‌:لهئمس

 

 توابع محدب در فضاهای متریک ژئودزیک پیوستگی

‌های‌پیوستگی‌خوبی‌دارندتوابع‌محدب‌در‌فضاهای‌خطی‌ویژگی پیوستگی‌توابع‌‌بررسیهدف‌ما‌در‌این‌بخش‌.

توان‌‌عنوان‌نمونه‌می‌به.‌اندها‌در‌مراجع‌متعددی‌بررسی‌شدهاین‌ویژگی‌.استمحدب‌روی‌فضاهای‌متریک‌ژئودزیک‌

‌.را‌دید‌[11]،‌[6]‌مراجع

            هرگاه‌          گوییم .     ‌‌و         فرض‌کنید. 5تعریف 

،‌      ‌و       ‌ژئودزیک‌گوییم‌اگر‌برای‌هر‌ممتدرا‌   ‌یک‌فضای‌متریک‌یکتا‌ژئودزیک. 7 تعریف

‌ .‌‌          در‌این‌حالت‌‌               ‌کهریطووجود‌داشته‌باشد‌به    عضو‌یکتای‌‌

‌ ‌بهرا ‌پیوسته ‌‌ممتدطور ‌اگر ‌برای‌هر‌ممتدژئودزیک‌گوییم ‌و ‌و     ‌ژئودزیک‌باشد ‌‌      ‌  ‌تابع،
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

‌.پیوسته‌باشد              با‌ضابطه‌       

‌. 6مثال  ‌به          فضای ‌فضای ‌استیک ‌ژئودزیک ‌ممتد ‌پیوسته ‌‌.طور ‌اگر             زیرا

   ‌گرفتن‌نظر‌در‌با‌گاه‌آن‌،     ‌و‌          
      

   
 

      

   
     ‌داریم‌  

‌که‌ممتد‌ژئودزیک‌بودن‌       ‌بیان‌می‌         ، ‌کندرا                   از‌طرفی‌چون‌تابع‌.

 
      

   
 

      

   
‌.استطور‌پیوسته‌ممتد‌ژئودزیک‌یک‌فضای‌به          تابعی‌پیوسته‌است،‌فضای‌‌  

‌کنید‌.03 ۀگزار ‌   فرض ‌ویژگی ‌دارای ‌که ‌باشد ‌ژئودزیک ‌یکتا ‌متریک ‌فضای ‌است‌ممتدیک ‌ژئودزیک ‌اگر.

 :گاه‌آن‌،از‌بالا‌کراندار‌باشد         ‌همسایگی‌از‌نقطه‌یک‌تابعی‌محدب‌و‌در‌      

 .کراندار‌است‌ًاموضع    در‌   (1

  .تلیپ‌شیتز‌اس‌ًموضعا    ‌در‌   (2

‌اثبات :‌ ‌اثبات ‌فرض‌(1)برای ‌هر‌چنان     و     کنید، ‌برای ‌که ‌باشیم          باشند  داشته

        ، ‌قرار‌دهید‌        
 

     ‌گاه‌آن‌  
 

 
  

 

 
  دهدنتیجه‌می   تحدب  

      
 

 
     

 

 
      

                             ‌بنابراین

‌کراندار‌باشد   وسیلۀ‌به        در   ،‌فرض‌کنید(2)برای‌اثبات‌ ‌برهان‌خلف.          با

 
‌چنان‌را     

‌انتخاب‌کنید‌که
           

        
 

  

 
  

   ‌قرار‌دهید
 

           
            ‌و 

           و           گاه‌آن  
 

 
‌از‌  ‌استفاده با

  :داریم   ‌تحدب

           

        
 

           

        
 

  

 
  

‌‌.تناقض‌دارد   وسیلۀ‌به        ‌روی   با‌کرانداری‌و‌این                رو،‌از‌این

محدب‌و‌‌بعیتا      ‌‌ژئودزیک‌و‌یکتا‌ژئودزیک‌و‌ممتدطور‌پیوسته‌یک‌فضای‌به   فرض‌کنید‌.04 ۀگزار

‌سره‌باشد کراندار‌است‌و‌در‌‌موضعاً     در‌هر‌نقطه   گاه‌آن‌،کراندار‌باشد‌ًاز‌بالا‌موضعا     ‌در   اگر.

 .استلیپ‌شیتز‌‌ًنتیجه‌موضعا

ژئودزیک‌‌ممتدیک‌فضای‌   چون        باشد‌و       در   یک‌کران‌بالا‌برای   فرض‌کنید :‌اثبات

    ‌کهطوریبهوجود‌دارد‌‌   ‌است
 

 
  

 

 
ژئودزیک‌‌ممتدطور‌پیوسته‌بهیک‌فضای‌   طرفی‌چون‌از  

           کهچنانوجود‌دارد‌      هست‌نیز
‌                 ، ربنابراین‌برای‌ه          

    کهطوریبه دوجود‌دار
 

 
  

 

 
  در‌نتیجه  

     
 

 
     

 

 
     

 

 
  

 

 
      

 ‌.شود‌کامل‌می‌‌21ۀگزار‌بنابر،‌اثبات‌اکنون

ی‌محدب،‌بعتا‌‌     ‌‌ژئودزیک‌و‌یکتا‌ژئودزیک‌و‌ممتدطور‌پیوسته‌‌یک‌فضای‌به   ‌فرض‌کنید‌.05 ۀقضی

 .است         لیپ‌شیتز‌در‌پیوسته‌و‌موضعاً  ‌گاه‌آن‌،سره‌و‌شبه‌پیوسته‌پایینی‌باشد
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