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بررسی زیرجمعی بودن توابع روی عملگرهای مثبت بدون فرض 

 یکنوایی و تحدب عملگری
 

 احسان انجیدنی
 علوم‌پایه،‌گروه‌ریاضی‌ۀدانشگاه‌نیشابور،‌دانشکد

‌06/24/18پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌20/29/18دریافت‌

 چکیده
‌بدون‌فرض‌یکنوایی‌عملگری‌و‌تحدب‌عملگری‌بررسی‌ در‌این‌مقاله،‌زیرجمعی‌بودن‌توابع‌روی‌عملگرهای‌مثبت‌را

‌فرض‌کنید‌برای‌عملگر‌.‌       باشند‌و‌‌ عملگرهای‌مثبت‌روی‌یک‌فضای‌هیلبرت‌‌ و‌‌ گیریم‌.‌کنیم‌می

        
 
              

 
   

‌       بازه‌باز‌ ‌با‌طیف‌ های‌عملگر‌‌کران‌  و‌‌  ،‌که‌در‌آن، ‌ و‌‌ های‌مربوط‌به‌عملگرهای‌‌هستند،

     که‌برای‌آن،‌تابع‌‌          صورت،‌برای‌هر‌تابع‌پیوسته‌‌در‌این.‌اشتراک‌نداشته‌باشد
    

 
محدب‌و‌‌

 ‌:داریمنزولی‌باشد،‌

                            

 هستند‌و‌‌   های‌عملگر‌‌کران‌ و‌‌ که‌در‌آن،‌

             
     

 

         
   

  
           

   
    

   

 

 .‌‌ترتیب‌ماتریسی،‌نامساوی‌عملگری‌زیرجمعی،‌تابع‌یکنوا،‌تابع‌محدب،‌نامساوی‌عملگری‌ینسن‌:های کلیدی واژه

 

 مقدمه

‌‌در‌سراسر‌این‌مقاله ،    ‌‌ ‌‌ جبر‌همه‌عملگرهای‌خطی‌کراندار‌روی‌یک‌فضای‌هیلبرت‌-  را را‌‌  و

 صورت‌‌را‌به       9های‌یک‌عملگر‌خودالحاق‌کران.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌ عملگر‌همانی‌روی‌

      
     

                 
     

        

‌کنیم‌تعریف‌می .‌ ‌مثبت‌      یک‌عملگر ‌به‌0را ‌باشیم‌‌   ازای‌هر‌‌گوییم‌اگر .‌        داشته

نویسیم‌‌،‌می    در‌‌ و‌‌ برای‌عملگرهای‌خودالحاق‌.‌   نویسیم‌‌یک‌عملگر‌مثبت‌است،‌می‌ وقتی‌که‌

   ‌‌ ‌     اگر ‌‌ یک‌نگاشت‌. ‌به‌    روی ‌اگر ‌مثبت‌گوییم ‌‌را ‌باشیم‌   ازای‌هر ‌داشته ،

      ‌.‌

‌3که‌طیف‌ برای‌یک‌عملگر‌خودالحاق‌.‌تابعی‌پیوسته‌و‌حقیقی‌روی‌آن‌باشد‌ یک‌بازه‌حقیقی‌و‌‌ فرض‌کنیم‌

یادآوری‌‌.است‌4حساب‌تابعی‌ۀدهند‌نشان‌    ،‌(دهیم‌نشان‌می‌    را‌با‌‌ طیف‌)است‌‌ ای‌از‌‌آن،‌زیرمجموعه

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌ehsan.mathematics@gmail.comنویسنده مسئول*

1. Self-adjoint operator 

2. Positive 

3. Spectrum 
4. Functional calculus 
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‌‌کنیم‌که‌طبق‌قضیه‌می ‌اگر ‌نظریه‌عملگرها، ‌‌    الحاق‌در‌فضای‌یک‌عملگر‌خود‌ ای‌در ‌است‌بوده تابع‌‌ و

موجود‌است‌‌              ریختی‌یکتای‌‌گاه‌هم‌باشد،‌آن‌ℂبه‌میدان‌اعداد‌مختلط‌‌    شمول‌از‌

‌‌       که‌‌طوری‌به ‌      و ‌‌ تابع‌. ‌به‌ حساب‌تابعی‌در ‌و ‌‌گفته‌شده ،‌         ازای‌هر

تمام‌توابع‌پیوسته‌و‌مختلط‌‌ۀ،‌مجموع       جا‌منظور‌از‌‌در‌این.‌شود‌نمایش‌داده‌می‌    با‌‌    عملگر‌

‌.است‌    روی‌

‌‌ ‌عملگری تابع ‌یکنوای ،9‌‌ ‌‌شود‌مینامیده ‌خودالحاق ‌عملگرهای ‌برای ‌‌ اگر ‌‌ و ‌باشیم‌   با ‌داشته ،

و‌برای‌هر‌دو‌عملگر‌‌     گوییم‌اگر‌برای‌هر‌‌0محدب‌عملگری را‌تابع‌ چنین،‌تابع‌‌هم.‌         

 ،‌داشته‌باشیم‌است‌ که‌طیف‌آنها‌در‌‌ و‌‌ خودالحاق‌

                              

گاه‌برای‌هر‌تابع‌‌،‌آن       ،‌اگر‌ و‌‌ ،‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌برای‌عملگرهای‌مثبت‌[6]در‌مرجع‌

‌:‌داریم‌ ∞   روی‌‌ نامنفی‌و‌یکنوای‌عملگری‌

                                                                   (9)  

‌با‌روشی‌متفاوت‌اثبات‌شده‌است[8]در‌‌ ‌،‌همین‌نتیجه‌برای‌تعدادی‌متناهی‌از‌عملگرهای‌مثبت، ‌ۀدر‌ادامه،‌نتیج.

‌.‌آوریم‌را‌میمذکور‌

‌ .5ۀ قضی [8‌ ‌قضیۀ ،0.‌9]،‌‌ ‌عملگرهای ‌          فرض‌کنید ‌عملگرهای‌مثبت‌در ‌باشند‌    ، در‌.

 :‌‌های‌زیر‌با‌هم‌معادلند‌صورت،‌گزاره‌این

 ؛‌           ‌(الف

 داریم‌‌      با‌شرط‌‌ ∞   روی‌‌ ی‌هر‌تابع‌محدب‌عملگری‌برا‌(ب

                          

 داریم‌‌ ∞   روی‌‌ ‌نامنفی‌و‌عملگری‌یکنوای‌تابع‌هر‌برای‌(پ

                          

گزین‌یکنوایی‌عملگری‌و‌تحدب‌‌تر‌یکنوایی‌و‌تحدب‌معمولی‌را‌جای‌های‌ضعیف‌اکنون‌سوال‌این‌است‌که‌اگر‌شرط

‌تحت‌چه‌شرایطی‌نامساوی‌عملگری‌زیرجمعی‌ ‌(9)عملگری‌کنیم، ‌برقرار ‌میاست، ‌‌؟ ‌اگر ‌و‌‌ دانیم‌که تابعی‌مقعر

‌ ‌آن‌ ∞   نامنفی‌روی‌بازه ‌تابع‌   ازای‌هر‌‌به‌گاه‌باشد، ،  
         

   
‌استنزولی‌‌ ‌این. تابع‌‌رو،‌از

    

 
‌

‌:داریم،‌     ازای‌هر‌‌جا‌به‌از‌این.‌استنزولی‌
    

 
 
      

   
       

    

 
 
      

   
  

 عبارت‌دیگر‌‌به‌،[8]است‌‌3،‌زیرجمعی تابع‌‌بنابراین

                  

و‌برای‌هر‌نرم‌‌ و‌‌ های‌مثبت‌‌برای‌ماتریس:‌شود‌،‌یک‌نسخه‌عملگری‌از‌این‌نامساوی‌ثابت‌می[3]در‌مرجع‌

 ‌:داریم‌   ‌4پایای‌یکانی

                      

‌‌یادآوری‌می ‌نرم ‌فضای‌ماتریس  روی‌‌   کنیم‌که ‌پایای‌یکانی‌گفته‌می   های‌‌، ‌برای‌هر‌‌، ‌اگر شود

                                                           
1. Operator monotone 

2. Operator convex 

3. Subadditive 
4. Unitarily invariant 
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 .         داشته‌باشیم‌‌      و‌هر‌دو‌ماتریس‌یکانی‌‌    

‌دهد‌را‌برای‌توابع‌محدب‌نشان‌می‌9کلی‌که‌برقراری‌نامساوی‌عملگری‌ینسن‌ۀدر‌این‌مقاله،‌با‌استفاده‌از‌یک‌نتیج

برای‌.‌کنیم‌را‌بدون‌فرض‌یکنوایی‌عملگری‌یا‌تحدب‌عملگری،‌اثبات‌می‌(9)یک‌نسخه‌از‌نامساوی‌عملگری‌‌[.4]‌،]9[

‌هم ‌مطلب، ‌این ‌نتیجه‌اثبات ‌از ‌‌چنین ‌استفاده ‌نامساوی‌کنیم‌میای ‌پایه ‌بر ‌کانتورویچ‌که ‌نوع ‌یکنوایی‌0های ‌نوعی ،

 .[7]،]5[دهد‌عملگری‌را‌برای‌توابع‌محدب‌معمولی‌نشان‌می

 

 اصلی نتایج

‌[5]،‌در‌استهای‌نوع‌کانتورویچ‌برای‌توابع‌محدب‌‌های‌عملگری‌بر‌پایه‌نامساوی‌،‌که‌مربوط‌به‌نامساوی0ۀ‌قضی

 .اثبات‌شده‌است

،‌          و‌‌     که‌‌طوری‌باشند‌به‌    عملگرهای‌مثبت‌در‌‌ و‌‌ فرض‌کنید‌‌ .2ۀ قضی

‌آن‌ ‌     که‌در .‌ ‌محدب‌روی‌-یک‌تابع‌حقیقی‌ گیریم ‌پیوسته‌و ‌‌است‌     مقدار یک‌تابع‌‌ و

‌روی‌بازه‌-حقیقی ‌پیوسته ‌آن‌‌ مقدار ‌که‌در ‌            باشد، ‌‌هم. این‌چنین‌فرض‌کنید‌که‌یکی‌از

 :‌‌شرایط‌برقرار‌باشد

 ،‌محدب‌و‌صعودی‌است،‌یا‌ ‌ۀروی‌باز‌ ‌تابع‌(الف

 .‌،‌مقعر‌و‌نزولی‌است ‌ۀروی‌باز‌ ‌تابع‌(ب

 ،‌نامساوی‌(ب)در‌حالت‌‌ و‌یا‌عدد‌حقیقی‌منفی‌(‌الف)در‌حالت‌‌ صورت،‌برای‌عدد‌حقیقی‌مثبت‌‌در‌این‌

               

 آید‌که‌در‌آن،‌‌دست‌می‌به

     
     

 
         

   
  

           

   
         

‌.‌باشد‌می‌0.9ای‌از‌قضیه‌‌گیریم‌که‌نتیجه‌کار‌می‌برای‌اثبات‌نتیجه‌اصلی‌در‌این‌مقاله،‌قضیه‌زیر‌را‌به

.‌          که‌‌طوری‌باشند‌به‌    عملگرهای‌مثبت‌در‌‌ و‌‌ فرض‌کنید‌‌،[‌3‌.3ۀنتیج‌،0] .5ۀ قضی

‌تابعی‌پیوسته‌و‌محدب‌روی‌باز‌   تابع‌ ‌گیریم‌در‌نظر‌می‌          شامل‌مجموعه‌‌ ‌ۀرا چنین‌‌هم.

 :‌‌دست‌آید‌شرایط‌به‌این‌فرض‌کنید‌که‌یکی‌از

 صعودی‌است،‌یا‌‌ و‌‌     ‌(الف

 .‌نزولی‌است‌ و‌‌     ‌(ب

 صورت‌داریم‌‌در‌این‌

                   
 که‌در‌آن،‌

             
     

 

         
     

           
   

    
   

چنین‌از‌یک‌قضیه‌مربوط‌به‌نامساوی‌عملگری‌ینسن‌برای‌توابع‌محدب‌معمولی‌‌در‌اثبات‌نتیجه‌اصلی‌این‌مقاله،‌هم

‌‌:استصورت‌‌دیناین‌قضیه‌ب.‌کنیم‌استفاده‌می
                                                           
1. Jensen’s operator inequality 
2. Kantorovich 
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.‌باشند‌     ،‌  و‌‌  های‌‌با‌کران‌    عملگرهای‌خودالحاق‌در‌‌       فرض‌کنید‌‌،[4] .5ۀ قضی

‌    که‌‌طوری‌باشند‌به‌    های‌خطی‌مثبت‌روی‌‌نگاشت‌       گیریم
            ‌ چنین‌‌هم.

 ،‌     کنیم‌به‌ازای‌هر‌‌فرض‌می

                                                             (0)  

‌‌ ‌آن، ‌در ‌‌  که ‌‌کران‌  و ‌خودالحاق ‌عملگر      های
‌هستند‌          .‌ ‌حقیقی‌ اگر مقدار،‌-تابعی

 :‌گاه‌داریم‌ها‌باشد،‌آن  و‌‌  شامل‌‌ ‌ۀمحدب‌و‌پیوسته‌روی‌باز

     
              

                                                         (3)  

،‌بدون‌فرض‌یکنوایی‌و‌(9)در‌این‌قضیه،‌نامساوی‌عملگری‌زیرجمعی‌.‌کنیم‌اصلی‌این‌مقاله‌را‌ثابت‌می‌ۀاکنون‌نتیج‌

 .کنیم‌میاستفاده‌‌‌4و‌‌‌3های‌در‌اثبات‌این‌قضیه،‌از‌قضیه.‌شود‌تحدب‌عملگری،‌ثابت‌می

در‌نظر‌‌    را‌در‌‌  و‌‌  های‌‌با‌کران‌ و‌‌  و‌‌  های‌‌با‌کران‌ پذیر‌‌عملگرهای‌مثبت‌و‌وارون .1ۀ قضی

‌‌می ‌که ‌قسمی ‌به ‌       گیریم ‌می. ‌‌قرار         دهیم
 

              
 

 ‌ فرض‌.

 :کنیم‌می

                                                                (4)  

‌         صورت،‌برای‌هر‌تابع‌پیوسته‌و‌مثبت‌‌در‌این.‌هستند‌ های‌عملگر‌‌کران‌  و‌‌  که‌در‌آن،‌‌

     که‌برای‌آن،‌تابع‌
    

 
 ‌:داریم‌،‌تابعی‌محدب‌و‌نزولی‌باشد،

                                                          (5)  

 و‌‌هستند‌   های‌عملگر‌‌کران‌ و‌‌ که‌در‌آن،‌‌

             
     

 

         
     

           
   

    
   

 ‌:،‌داریم       که‌‌با‌توجه‌به‌این‌.برهان

                            

‌       ‌رو‌داریم‌از‌این ‌روی‌باز‌ تابع‌مثبت‌و‌پیوسته‌. گیریم‌که‌تابع‌‌طوری‌در‌نظر‌می‌ ∞   ‌ۀرا

     
    

 
‌‌:داریم‌3ۀ‌طبق‌قضی.‌،‌تابعی‌محدب‌و‌نزولی‌باشد

                     

 در‌نتیجه‌داریم‌

                                                                        (6)  

 های‌‌با‌ضابطه‌    را‌روی‌‌  و‌‌  های‌‌اکنون‌نگاشت‌

            
 
  

 
   

 
       

 
   

 و‌

            
 
  

 
   

 
       

 
  

.‌                و‌داریم‌‌استعملگرهای‌خطی‌مثبت‌‌  و‌‌  واضح‌است‌که‌.‌کنیم‌تعریف‌می

 ،‌نامساوی‌4ۀ‌اکنون‌با‌استفاده‌از‌قضی.‌             چنین‌داریم‌‌هم
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 جا‌نامساوی‌‌از‌این.‌داریمرا‌

              
 

                  
 

  ,                          (7)  

 ‌:داریم‌(7)و‌‌(6)های‌‌بنابراین،‌با‌استفاده‌از‌نامساوی.‌آید‌دست‌می‌به‌

                            
 
                  

 
   

 .‌آید‌دست‌می‌به‌(5)جا،‌نامساوی‌‌از‌این

دهند،‌با‌فرض‌‌دست‌می‌را‌به‌(9)،‌نامساوی‌عملگری‌[8]و‌‌[6]که‌در‌بخش‌مقدمه‌اشاره‌شد،‌نتایجی‌که‌در‌‌چنان

کنیم‌که‌‌در‌مثال‌زیر،‌روی‌تابعی‌بحث‌می.‌اند‌دهشحاصل‌‌     یکنوایی‌عملگری‌یا‌تحدب‌عملگری‌توابع‌روی‌بازه‌

،‌کاربرد‌6مثال‌‌رو،‌از‌این.‌کند‌یکنوای‌عملگری‌و‌محدب‌عملگری‌نیست‌اما‌در‌شرایط‌نتیجه‌اصلی‌این‌مقاله‌صدق‌می

محدب‌و‌یکنوای‌عملگری‌‌ای‌از‌توابع‌که‌لزوماً‌دست‌آوردن‌نامساوی‌عملگری‌زیرجمعی‌برای‌دسته‌را‌در‌به‌5ۀ‌قضی

‌.دهد‌تند،‌نشان‌مینیس

‌ماتریس‌‌   ماتریس‌همانی‌ .6 مثال ‌فضای‌ماتریس‌    و ‌در ‌   های‌مختلط‌‌را ،   ℂ تابع‌‌‌ و

     
 

  
‌رو،‌از‌ایناست‌در‌نقطه‌صفر‌تعریف‌نشده‌‌ واضح‌است‌که‌تابع‌‌.گیریم‌در‌نظر‌می‌ ∞   را‌روی‌بازه‌‌

‌نمی‌‌9ۀقضی ‌به‌را ‌برای ‌‌توان ‌نامساوی‌عملگری ‌‌(9)دست‌آوردن ‌تابع ‌این ‌مورد ‌برد‌بهدر چنین‌خاطرنشان‌‌هم‌.کار

 های‌مثبت‌‌طور‌مثال،‌اگر‌ماتریس‌به.‌نیست‌این‌تابع،‌محدب‌عملگری‌نیز.‌،‌یکنوای‌عملگری‌نیست تابع‌‌کنیم‌که‌می

   
  
              

 

 
 
  

 

 

 
 

 
  

 

 
 

 

 ‌:گاه‌داریم‌را‌در‌نظر‌بگیریم،‌آن

         

 
   

   

 
  

       

 
  

   

 
 
  

    

     تابع‌‌که‌کنیم‌مشاهده‌می‌زیرا‌است،برقرار‌‌5ۀ‌این‌موارد،‌شرایط‌قضی‌ۀبا‌وجود‌هم
 

  
،‌تابعی‌محدب‌و‌نزولی‌

‌برابر‌است‌با‌ماتریس‌5ۀ‌در‌قضی‌ شود‌که‌عملگر‌‌راحتی‌دیده‌می‌بهچنین،‌‌هم.‌است‌ ∞   روی‌

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
  

      ‌رو،‌از‌این
 

 
‌.‌دکراستفاده‌‌5ۀ‌توان‌از‌قضی‌بنابراین،‌برای‌این‌مثال،‌می.‌استبرقرار‌‌(4)پس‌شرایط‌.‌

 ‌در‌واقع،‌در‌آن‌مقاله،‌با‌فرض.‌اثبات‌شده‌است‌4ۀ‌تر‌از‌قضی‌ای‌کلی‌نتیجه‌،[3.‌3نتیجۀ‌‌،9]‌ .7ۀ نکت

                                                                     (8)  

‌ضعیف‌ ‌‌که ‌شرط ‌از ‌‌(0)تر ‌نامساوی ‌می‌(3)است، ‌‌این‌.شود‌نتیجه ‌‌  جا، ‌کران  و ‌خودالحاق‌، ‌عملگر ‌های

         
 
ها‌عملگرهای‌خودالحاق‌‌  و‌‌    های‌خطی‌مثبت‌روی‌‌ها‌نگاشت  که‌در‌آن،‌‌است‌   

 .‌آوریم‌دست‌می‌را‌به‌8تر‌‌قوی‌ۀ،‌نتیج5ۀ‌در‌قضی‌(4)با‌‌(8)گزینی‌شرط‌‌با‌جای‌در‌ادامه،.‌هستند‌ روی‌

را‌همان‌‌ و‌عملگر‌‌       گیریم‌که‌‌را‌طوری‌در‌نظر‌می‌ و‌‌ پذیر‌‌عملگرهای‌مثبت‌و‌وارون .8ۀ قضی

‌کنیم‌فرض‌می‌5ۀ‌عملگر‌تعریف‌شده‌در‌قضی .‌ ‌‌    اگر باشند،‌‌         ∞   های‌‌زیرمجموعه‌    و
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌‌4ۀ،‌شمار‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌126
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 .‌برقرار‌است‌(5)،‌نامساوی‌5ۀ‌با‌شرایط‌گفته‌شده‌در‌قضی‌ و‌‌ گاه‌برای‌توابع‌‌ن‌آ

‌.‌است‌5ۀ‌اثبات‌مشابه‌برهان‌قضی‌.برهان

‌.‌دهیم‌نشان‌می‌5ۀ‌را‌نسبت‌به‌قضی‌8ۀ‌تر‌بودن‌قضی‌در‌مثال‌زیر،‌قوی‌

 های‌‌ماتریس.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌‌6را‌همان‌توابع‌مثال‌ و‌‌ توابع‌‌ .9 مثال

  

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 
            

  
    

 دهد‌که‌‌چنین‌محاسبه‌نشان‌می‌هم.‌       دو‌ماتریس‌مثبت‌بوده‌و‌داریم‌

                                       

 و‌نیز‌

                    

 :‌برقرار‌است‌و‌در‌نتیجه‌داریم‌8ۀ‌بنابراین،‌شرایط‌قضی

                                                                (1)  

 که‌در‌آن،‌‌

               

‌‌از‌اینکند‌‌ها‌صدق‌نمی‌برای‌این‌ماتریس‌(4)این‌در‌حالی‌است‌که‌شرط‌ ‌استفاده‌از‌قضی‌(1)توان‌‌نمیرو، ‌با ‌5ۀ‌را
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