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با ها در عصب پدیده نامتعارف انتشار الکترونی یون عددی شبیه سازی

 موضعی گلرکین-روش پتروفاستفاده از 
 

* هزادضابطمحمودسید
تهران،علومپایهۀدانشکد،دانشگاهپیامنور

هقهسارروحانیهادی

،مجتمعدانشگاهیعلومکاربردیدانشگاهصنعتیمالکاشتر
08/18/98پذیرش27/12/98دریافت

 چکیده
اساسی دیفرانسیلکابلاز عصبترینمدلمعادله علوم توصیفهایریاضیدر پدیدشناسیاستکه انتشارۀکننده

شبکهاعصابالکترونییون در استها کابلبرایتوصیفدقیقاینجدیدنشانمیهاییافته. دهدکهمعادلهاستاندارد

مدلرو،ازاین.انتشاردارایبرخینواقصاستۀپدید ،مبتنیبرنظریهفرایندکنندههایریاضیارتقاءیافتهتوصیفاخیراً

عنوانیکبهکابلغیرخطیدراینتحقیق،معادلهدیفرانسیلبامشتقاتکسریدوبعدی .حسابانکسریارائهشدهاست

جدید دینامیکعصبمدل به،هادر بررسی عددی شودمیطور از. ترکیبی که قدرتمند و کارا محاسباتی روش یک

حلعددیمدلپیادهبرایضعیفموضعیمعادلهحاکماست،شکلهایادغامزمانیوروشبدونشبکهمبتنیبرروش

سازیمدلدرجهتورابتدایکطرحتفاضلاتیضمنیبامرتبهدقتدوبرایگسستهبرایاینمنظ.سازیواجراشدهاست

سازیگالرکینموضعیبرایگسسته-ایدهروشپتروفسپسیکروشعددیبدونشبکهمبتنیبر.زمانارائهشدهاست

است کلیمسئلهاستفادهشده شدهاستسهروشترکیبیپیشنهادیبرایحلتقریبی. نتایجعددیحاصل.مثالاجرا

 .دهدروشرانشانمیزیادهاکارآییودقتهاوبرخیشکلارائهشدهتوسطجدول

 

-پتروفروشبدونشبکهشعاعی،ایروشدرونیابینقطهمعادلهدیفرانسیلبامشتقاتکسری،معادلهکابلغیرخطی،  :کلیدی هایواژه

.گالرکینموضعی،آنالیزپایداری

 

 مقدمه

  دهدر پژوهشۀدو استفاده مدلاخیر کسریدر حسابان نظریه از علومگران فیزیک، در متنوع بندیمسائل

هژویها،بهدرواقعدراکثرپدیده.گیریافزایشیافتهاستصورتچشمزیستیوحتیاقتصادبهمهندسی،پزشکی،علوم

طورکاملودقیققادربهتوصیفپدیدهوهکلاسیکبهایپیچیدهونامتعارففیزیکیوطبیعی،نظریهحسابانفرایند

،درحالیکه،بااستفادهازنظریهحسابانکسریومفهوممشتقاتتوسعهیافتهوازیستنفرایندهایذاتیبیانویژگی

تردررابطهمنظوراطلاعاتبیشبه.هاارائهکردهایدقیقریاضیبرایایننوعپدیدهبندیتوانفرمولمرتبهکسریمی

پیشنهاد[2]،[0]آشناییبابرخیازکاربردهایعملیوجذابحسابانکسری،منابعبرایبانظریهحسابانکسریو

علومزیستریاضیۀبندیمسائلمتنوعدرحوزیکیازکاربردهایاساسیومهمنظریهحسابانکسری،مدل.شوندمی

2]است مهم[. شکاز مدلبدون ترین عصبهای علوم در کابلشناسیریاضی معادله زنده، است0موجودات در.

                                                           
 zabetzadeh@yahoo.comنویسنده مسئول*

1. Cable equation 
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هایریاضیپژوهش0011تابستان،2،شماره7جلد523
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

0پلانک-حقیقتمعادلهکابلازمعادلهمعروفنرنست
هایهمگنوهادراستوانهانتشارالکتریکییونۀکنندکهتوصیف

 نتیجهمیاستهموار شود، معادلهنرنست. اینوجود، -با آنشکلپلانکو توصیفبرای(معادلهکابل)سادهشده

الکتریکییونهایغیرعادیدرسیستمپدیده انتشار درعصبهایزیستیازجملهپدیده داراینقاطهایخاردارها

هایکسریتوسعهیافتهازاینهایاخیربااستفادهازنظریهحسابانکسریبرخیمدلدرسالرو،ازاین.استضعف

شده معرفی ازمعادلات بهدسته که پدیدهاند از دسته این غیرعادی رفتار توصیف قابلیت درسادگی طبیعی های

کابل،معادلهدیفرانسیلکسریکابلغیرخطیدرفضایۀیکمدلتعمیمیافتهازمعادل.هایزیستیرادارندسیستم

 :]3[شودصورتارائهمیدینکهباستدوبعدی
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Fعلاوهبه u tx( ( , بهاینمعناکه.کندصدقمی 3شیتزی-شوددرشرطلیپوفرضمیاستتابعمنبعغیرخطی((

  کهطوریموجوداستبه  عددثابتومثبت

1 2 1 2( ) ( ) .F u F u u u                                              (5)  

آن یافتنجوابتحلیلیبرایمسئلاز تلاش(1)ۀجاکه بسیاریمواقعغیرممکناست، در مشکلو هایبسیار

بااستفادهازترکیبروشتفاضلات[0]نویسندگاندر.هاستشدهایتقریبیاینمعادلهانجامبراییافتنجوابزیادی

،یک[5]در.بعدیارائهکردندهایعددیبرایمعادلهکابلکسریدرحالتیک،جواب5هایطیفیوروش0 متناهی

روشتفاضلاتمتناهیفشردهتعمیمیافتهبرایحلعددیمعادلهکابلکسرییکبعدیارائهوپایداریوهمگرایی

است شده بررسی روش این  ژانگ. همکارانش  ]و ] وبا متناهی تفاضلات روش ترکیب از محلیهماستفاده

8یووجیانگ.هایتقریبیمعادلهکابلکسریخطیدرحالتدوبعدیرامحاسبهکردندجواب ،7متعامدهایاسپلاین

به هایعددیبرایمعادلهکابلدوبعدیارائهکردندچهارمجوابۀمرتب9گیریروشتفاضلاتمتناهیفشردهکاربا

                                                           
1. Nernest-Planck equation 

2. Riemann–Liouville fractional 

3. Lipschitz condition 

4. Finite difference method 

5. Spectral method 
6. Zhang 

7. Orthogonal spline collocation method 

8. Yu and Jiang 
9 Compact finite difference method 
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 523موضعیروشپتروفگلرکینبااستفادهازهادرعصبپدیدهنامتعارفانتشارالکترونییونعددیشبیهسازی

[7] به. اثباتکردندآنها را کمکروشفوریهپایداریوهمگراییروشارائهشده 8]وهمکارانش0وانگ. کمکبه[

روشۀسازیزمانیمرتبگسسته و کابلغیرخطییکجواب2گالرکین-متناهیعناصردوم هایعددیبرایمعادله

هایتقریبیبرایایشعاعیجوابیابینقطهدرونبهتازگینیزبااستفادهازروشبدونشبکه.دستآوردندبعدیبه

زمانیسازیکمکگسستهنویسندگانبه[3]علاوهدربه.ارائهشدهاست[9]معادلهکابلخطیدرحالتدوبعدیدر

هایعددییافتندوپایداریوکابلغیرخطیدوبعدیجوابۀمحدود،برایمعادلعناصرروشترکیبییکدوموۀمرتب

بررسیهمگ را دندکرراییروشعددیارائهشده شدههایتعمیمیافتهاینمعادلهنیزبررسیازسویدیگرحالت.

است استبررسیشدههایمتغیرکسریکابلبامرتبهۀمعادل[00]،[01]در. ازیافته تعمیمیکحالتچنینهم.

بعدیوخطیاینوجوابیتحلیلیبرایحالتیکمعرفیشدهاست[02]بامشتقکاپوتونیزدرکسریمعادلهکابل

 .معادلهارائهشدهاست

معروفندبسیارموردتوجهمحققانقرار3هایبدونشبکهروشهایعددیکهبهازروشایردههایاخیردرسال

ازگیرد،هایبدونشبکهروییکمجموعهگسستهازنقاطدامنهصورتمیجاکهمحاسباتدرروشازآن.گرفتهاست

هایپیچیدهونامنظمبسیارکاراوویژهرویدامنه،چندبعدیوبهکاربردیهادرحلتقریبیمسائلاینروشرو،این

هایبدونشبکهروشمشهورترین[.03]هایعددیسنتیرانداردبندیدرروشندومشکلاتشبکههستپذیرانعطاف

.مراجعهکنند[00]هایبدونشبکهبهترباروشآشناییبیشبرایمندانعلاقه.دنهست0برتوابعپایهشعاعیمبتنی

کهآنرا،5قویشکلصورتیکیبه.شودفادهتنیزممکناستبهدوشکلاسRBFs هایبدونشبکهمبتنیبرروش

نامندمی  محلیروشهم اینروش. 05]در ابداعشدوسیلۀبه[ کانسا به. کهاست7 ضعیفشکلصورتشکلدوم

یبدونشبکهمبتنیبرهاروش،درحالحاضر.شدسراسریاستفادهو دردورویکردموضعی [ 03،0] 8لیووسیلۀبه

معادلاتدیفرانسیلجزئیحلعددیمسائلبرایجزءابزارهایقویوموفققوی،شکلضعیفوشکلرویکردهردو

و ندهستکاربردیپیچیده سال. در ایرانی محققان اخیر های زمینتلاشنیز در ارزشمندی اجرایۀهای و توسعه

و9دکتردهقان.انددهکرحلمسائلکاربردیوعملیارائهبرایایشعاعیهایبدونشبکهمبتنیبرتوابعپایهروش

ب[07]همکارشدر هایعددیبرایدستگاهمعادلاتدیفرانسیلدنچندروشبدونشبکهمتفاوتجوابکاربرهبا

سازیزمانیهاپسازگسستهاینجواب.دندکرهاییک،دووسهبعدیارئهدرحالت01ردنشرودینگروگ-جزئیکلین

هایهمچنینبااستفادهازپایهو RBFs هایبااستفادهازدوروشمتفاوتکانساباپایه00 نیکلسون-بهروشکرانک

وسیلۀبههایبدونشبکهچنینانواعمختلفیازروشهم.دستآمدهاستبه02 ترینمربعاتمتحرکتعمیمیافتهکم

[.21]،[09]،[08] اندحلعددیدستهمتنوعیازمعادلاتدیفرانسیلکسریاستفادهشدهبرایدهقانوهمکارانش

چندمدلکاربردیازجمله،دستگاهانتشارواکنشیهمرفتی[23]،[22]،[20]وهمکارانشدر03چنینایلاتیهم

هایزیرزمینیومعادلهدیفرانسیلمرتبهچهارمسیواشینسکیانتشارآلودگیآبفرایندبینیمنظورپیشبه00غیرخطی

                                                           
1. Wang 
2. Galerkin finite element method 

3. Meshless methods 

4. Radial Basis Functions (RBFs) 
5. Strong form 

6. Collocation method 

7. Weak form 

8. Liu 

9. Dehghan 

10. Klien-Gordon-Schrodinger 
11. Crank Nikolson scheme 

12. Genelalized moving least squre 

13 I.lati 
14. Nonlinear advection–diffusion–reaction system 
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هایریاضیپژوهش0011تابستان،2،شماره7جلد523
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

ایشعاعییابینقطههایدرونمبتنیبرپایهبدونشبکهکمکروشناشیازمسئلهاستحکامآلیاژی،رابه0غیرخطی

،قویشکلایشعاعیطیفیمبتنیبریابینقطهبااستفادهازروشدرون[20]در2شیوانیان.انددهشبحثوبررسی

نیزبااستفادهازروش[25]اووهمکارانشدر.رادرحالتدوبعدیحلکرد3 زمانیتلگراف-معادلهدیفرانسلکسری

قویبراینقاطمرزیآن،شکلمکانیوۀبراینقاطدرونیدامنضعیفشکلترکیببرمبنای،نشبکهروشبدو

همگراییکهآنهاثابتکردند.نددستآوردزمانیموجرادرحالتدوبعدیبه-جوابعددیمعادلهدیفرانسیلکسری

مرتبجوابزمانی از 6 ۀهایعددیارائه 2( ),1 2O    است  جعفرآبادیروشبدونچنینهم. شیوانیانو

سازیواجراایشعاعیرابرایحلبرخیمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتکسریپیادهشبکهطیفیمبتنیبرتوابعپایه

هایعددیبدونشبکهمبتنیبرتوابعوهمکارانشانواعمختلفیازروش0 اخیراًروحانیقهساره[.27]،[ 2] اندکرده

حالتپایه قویایشعاعیدر هایپیکربندیضعیفو کاربردیرا مدلبرایحلمسائلمتنوع وسیلۀبهبندیشده

.[33]،[32]،[30]،[31]،[29]،[28]اندهکرصحیحوکسریاستفادههایمعادلاتدیفرانسیلیازمرتبه

برای.دشومیسازیواجراپیاده(3)-(0)حلتقریبیمسئلهبرایدراینمقاله،یکروشعددیکاراوقدرتمند

وسپسشودمیسازیزمانیگسستهۀدردامندومۀمرتبتفاضلاتیضمنیفرایندیکوسیلۀبهاینمنظورابتدامسئله

 .دشومی،استفادهکاملسازیگسستهبرای،یکروشعددیبدونشبکهبرمبنایپیکربندیضعیفمعادله

 

 مدل یسازی زمانگسسته

برایاین.دشومیارائه(0)ۀسازیزمانمعادلگسستهبرایدومۀ،یکرویکردتفاضلاتیضمنیمرتبدراینبخش 

 ,0] زمانیبازۀمنظور، ]T به  ]1 مساویۀزیردامنL را , ],k kt t   = 0,..., 1k L می  بهافراز  کهطوریکنیم

kt k= T و  L =   دومۀاکنونبنابرایدهتفاضلاتمتناهی،تقریبمرتب.طولگامزمانیباشدگربیان/
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برایمشتقزمانی زمانیuاولتابعۀمرتبرا گام 1k در نظرمی گیریمامدر . در طرفدیگر [30]از ،[35 با[

لیوویل-دومبرایمشتقاتکسریریمانۀ،یکتقریبمناسبازمرتب5استفادهازعملگرتفاضلیانتقالیافتهگرانولد

برایتقریبمشتقاتکسریزمانیموجود[35]،[30]سازیبیانشدهدرهجاازطرحگسستدراین.ارائهشدهاست
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1. Nonlinear biharmonic Sivashinsky equation 
2. Shivanian 

3. Time fractional telegraph equation 

4. Roohani Ghehsareh 
5. Shifted Grunwald difference operator 
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1. Discrete Gronwall’s inequality 
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1. Meshless local Petrov-Galerkin method 

2. Local Radial Point Interpolation Method(LRPIM) 

3. Divergence theorem 
4. Integral by parts 
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1. Heaviside step function 
2. Field Points 
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2 2 3 2 2 3( ) = {1, , , , , , , , , } , =10tP x x y x xy y x x y xy y m  

استGعلاوه،به  [03]ماتریسینامنفرد نشانمیماتریسOو[00]، را دهدصفر درون. پایه اییابنقطهتوابع

 :بهاینمعناکه.نددار0شعاعیخاصیتتابعدلتایکرونکر

(0 )
1 =

( ) =
0

,j i

j i

j i







x 

 :ند،یعنیدارنیز2 چنیناینتوابعشکلخاصیتافرازیکههم

(07)
=1

( ) = 1.
N

j

j

 x 

مشتقاتجزئیتابعهموار سویدیگر ku از برحسبمشتقاتجزئیتوابع به(07)شکلنیز راحتیقابلمحاسبه،

  :ندهست

(08)( ) ( )

=1 =1

( ) ( )( ) ( )
= , = .

n nn k n kN N
j jk k

j jn n n n
j j

u u
u u

x x y y

   

   
 

x xx x
 

یکیتابعپایه.شود،دوتابعپایهشعاعیدرنظرگرفتهمیشکلبالاوساختتوابعفراینددراینمقاله،درانجام

)4 صورتکهبه 3شعاعیاسپلاینصفحهنازک ) = ( )r r ln r ربعیشود؛ودیگریتابعپایهشعاعیچندتعریفمی 

2 صورتکهبه0 تعمیمیافته 2 2.5( ) = ( )r r c  تنهامتغیرموجود،rدراینتوابعوتوابعپایهشعاعیدیگر،.است 

عنوانمرکزدرنظرگرفتهمیکهبهix ونقطهمیدانموردنظرx دلخواهۀفاصلهاقلیدسیبیننقط استشود، در.

2 صورتفضایدوبعدیاینفاصلهبه 2= ( ) ( )i ir x x y y    ازطرفدیگرعددثابت.شوددرنظرگرفتهمی 

0c  وروشسزاییدرکارآییاینعددتأثیربه.شودنامیدهمی5 پارامترشکل GMQ موجوددرتابعپایهشعاعی 

TPS تابعپایهشعاعی.استانتخاببهینهآندرانجاممحاسباتبسیارمهمرو،ازاین.هایعددیدارددقتجواب

3C تابعیباهمواریمتعلقبه دراستفادهاز[00]طبقرو،ازاین.است3ۀازمرتب  ونیزمعینمثبتمشروطاست 

= ایبابایدازمجموعهپایهچندجملهاینتابعبرایساختنتوابعشکل 6m چنینبرهمیناساس،هم.استفادهشود 

کارگیریاینتابعدرودربهاست3ۀهموارینامتناهیداردومعینمثبتمشروطازمرتب GMQتابعپایهشعاعی

=ایشعاعی،یابنقطهساختنتوابعشکلدرون 6mادامه،بهیکمجموعهدیگرازنقاطپراکندهبادر.مناسباست

 در7 عنواننقاطارزیاب باآنهایکساناینمجموعهمی.استنیاز  تواندازمجموعهنقاطمیدانمتفاوتبودهویا

                                                           
1. Kronecker delta function 

2. Partitions of unity 

3. Thin Plate Spline (TPS) 
4. Generalized Multi-Quadrics (GMQ) 

5. Shape parameter 

6. Conditionally positive definite 
7. Evaluation points 
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فرضکنیدمجموعهنقاط.شوددرنظرگرفتهمیجاهردومجموعهنقاطیکساندراین.باشد
=1{ }N

i ix بهدومجموعه 

یکیمجموعهنقاطدرونی افرازشود، =1= کهبااستدامنه 0کوچکتر { }
NI

I i i x دیگرینشاندادهمی  شودو

 دامنه2 مجموعهنقاطمرزی =1= کهبا  { }
NB

B i i x شودنشاندادهمی  ازایهرنقطهدرونیاکنونبه.
i I

x،

3پوششیۀیکدامن
i

حول
i

xمی نظر گیریمدر ایندامنهپوششیمی. ساختار داراتواندهر هندسیدلخواهیرا

ولیبایدداشتهباشیم باشد،
1

IN

i

i

  این. برایسادگی،در جا،
i

دایره ایبهمرکزرا
i

xوشعاع 
0r نظر  در

 ازایهرنقطهدرونیوبه(02)و(00)درروابط(03)گذاریاکنونباجای.گیریممی
i I

x  ودامنهموضعیآن 

, =1,...,i Ii N :داریم 

1 (1) 1 (1)

0 0

=1 =1

(1 ) ( ) ( )
N N

j

j j j
i ij j

w d u w d u
n

   


   

 


   


    

1 (0) 1 (0)

1 1

=1 =1

= (1 ) ( ) ( )
N N

j

j j j
i ij j

w d u w d u
n

   


   

 


   


    

(09)(1) 1

=1

( ) ,
N

j j
i ij

F u d g d  
 

      

 و

1 ( 1) 1 ( 1)

0 0

=1 =1

(3 2 ) ( ) 2 ( )
N N

jk k

j j j
i ij j

w d u w d u
n

   


     

 


   


    

1
( ) ( 1) 1 ( 1 )

=1 =1 =1 =1

= 4 ( ) ( ) 2 ( )
N N k N

k k k s

j j j j s j j
i i ij j s j

d u d u w d u    


   

  
           

(51)
1

1 ( 1 ) ( 1) 1

=1 =1 =1

2 ( ) 2 ( ) 2 .
k N N

j k s k k

s j j j
i i is j j

w d u F u d g d
n

 


   


    

  


    


     

)ازاینقاطارزیابمرزیازسویدیگر،به
B

)داریمرو،ازاین.اعمالشود(2)،بایدشرطمرزی: 

(50)( 1)

1

=1

( ) = ( , ) = 1,..., .
N

k

j i j i k I

j

u f t i N N 

  x x 

 دلیلوجودجملهغیرخطیدستآمده،کهبه،یکدستگاهجبریبه(51)و(09)بامعادلات(50)ازتجمیعمعادلات

Fاستصورتدینشکلکلیایندستگاهب.استدرآن،دستگاهحاصلغیرخطی: 

(52)( 1) 1

=0

= ( ) , = 0,1,...
k

k s k

s

s

AU AU F U B k   

آن در ) که 1)kU  زمانی  گام جوابدر یا مجهولمسئله 1kt بردار  ) واست  ) , = 0, ,...sU s k جوابهایبردار 

،بردارمعلوم،Bبردار.ندهستهایزمانیقبلیدستآمدهدرگامبه
=0{ }k

s sA N هایماتریسAو  N1 و( )kF U   

هستند جملاتجبریغیرخطیدستگاه غیرخطی،. ایندستگاه با مواجهه بهبودگریکدر [38]0الگوریتمپیشگو

ارائهشدهاست(0)صورتمختصردرالگوریتماینالگوریتمبه.شودمیاستفاده چنینبرایاجرا،یکبرداراولیههم.

0 یابیتابع،ودرون(3)توانباتوجهبهشرطاولیهدادهشدهدراینبرداراولیهرامی.نیازاست ( )u x درنقاطمیدان 

                                                           
1. Interior points 

2. Boundary points 

3. Support domain 
4. Predictor–corrector algorithm 
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.دستآوردبه

 نتایج عددی

به اینبخش، بخشدر در کارآییروشارائهشده نشاندادندقتو محکزدنو چندمثالمنظور هایقبل،

کنیممیعددیارائه h درآغازیکمجموعهنقاطپراکندهیکنواختباطولگام. به  عنوانهردومجموعهنقاطرا

سپسبااستفادهازایننقاطوتوابعپایهشعاعیمعرفیشدهدربخشقبلی.گیریممیدانونقاطارزیابدرنظرمی

،GMQپارامترشکلمناسببرایتابعپایهشعاعیبرایانتخاب.کنیمراتولیدمیایشعاعییابنقطهدرونشکلتوابع

از[03]برطبق
c c

c d =  کنیم،کهدرآناستفادهمی.
c

 = واستیکضریبثابتومثبت 
1

c

A
d

N




.است 

A


 نیزتقریبیمناسبیازمساحت دایرهبه،ازایهرنقطهارزیابدرونیعلاوه،بهبه.استتعدادنقاطمیدانN و 

0مرکزنقطهموردنظروشعاع = 0.8r hنظرگرفتهمیۀعنواندامنبه بهپوششیموضعیدر هرطوریشود، کهدر

پوششدهد کلیۀپوششیتنهایکنقطهارزیابقرارگیردواجتماعکلآنهادامنۀدامن را همۀازسویدیگر،.

ازروشعددیانتگرال(51)و(09)هایضعیفهایمرزیودوگانهموجوددرفرمانتگرال استفاده 0گیریگاوسبا

.دوشمیایتقریبزدهپانزدهنقطه

 بهبودگر-الگوریتم پیشگو  .1 الگوریتم

حدساولیه
( 1),* ( )=k kU U

.گیریمرادرنظرمی

=1switch

0switchکهتازمانی انجامبده:

:راحلکن(52)دستگاه

( 1) ( ) ( 1),*

=0
= ( )ˆ

kk s k

ss
AU AU G U B    

)اگر 1),* ( 1) <ˆk kU U  گاهآن:

= 1switch   
:صورتدرغیراین

( 1),* ( 1)= ˆk kU U   
پایان

پایان

  :یعنی.دوشمیها،ازخطایمطلقاستفادهدستآمدهدرمثالهایعددیبهبرایآزمودندقتجواب

(53)k ku t u t x x= ( , ) ( , ) ,ˆ 

آن در  که
k

u tx( , )  و 
k

u tx( , )ˆ جواببه  به دارندترتیب اشاره تقریبی و واقعی های همگراییهم. نسبت چنین

 :دوشمیآزموده(50)وسیلۀرابطۀبهدستآمدهنسبتبهزمانهایعددیبهجواب

(50)1 2

1 2

( ( )/ ( ))
=

( / )
.log

rate
log

   

 
  

 :]3[گیریمصورترادرنظرمیدینعنوانمثالاولمعادلهدیفرانسیلکسریغیرخطیکابلببه . 1مثال 

3 2

0 0= ( , ), = ( , ) [0 1] , 0 1,R R

t t

u
D u D u u u g t x y t

t

 
        


x x  

 :کندریکلهوآغازینهمگنزیرصدقمییکهدرشرایطمرزید

                                                           
1. Gauss quadrature rule 
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2( , ) = 0, [0,1] , 0 1u t t  x x  

2( ,0) = 0, [0,1]u x x  

 :داریمچنینوهم
2 2

2 2 6 3 32
( , , ) = (2 16 )sin(2 )sin(2 ) sin (2 )sin (2 )

(3 ) (3 )

t t
g x y t t t x y t x y

 

    
 

 

   
   

)2 اینمسئلهدارایجوابواقعی , , ) = sin(2 )sin(2 )u x y t t x y  است  پسازاجرایروشمحاسباتیبیان.

= یازادستآمدهبرایمسئلهبههایعددیبههایقبلی،خطایمطلقجوابشدهدربخش 0.005،= 676N

،= 0.8 =و  0.91= هایزمانیتازمان،دربعضیازگامt دستآمدهباهردوتابعپایههایبهازایپایهبه 

ارائهشدهاست0درجدول GMQ وTPS شعاعی جواب. فرضتقریبیازسویدیگر، با  مسئلهوخطایمطلق،

1
=

80
،= 1681N،= 0.8 = و  0.7 گرکارآییوبیان0وشکل0جدول.شدهاستارائه0درشکل 

دستبهتقریبیهایجدول،جوابنتایجالبتهباتوجهبه.استمسئلهشدهدرمواجههبااینمعرفیدقتمناسبروش

سازیزمانی،هردوتقریبارائهچنیندربخشگسستههم.استTPSبهترازکمیGMQ آمدهباتابعپایهشعاعی

هامرتبههمگراییجوابرودانتظارمیرو،ازاین.شدهبرایمشتقاتصحیحوکسرینسبتبهزمانازمرتبهدوبودند

 برخیمقادیریازاوبهTPS وGMQپایهتابعبرایهردو2اینمطلبدرجدول.نسبتبهزمانازمرتبهدوباشد

ومشخص خوبی استبه همانعلاوهبه. شدقبلاًگونه، شعاعی،اشاره پایه تابع در شکل پارامتر  انتخاب

GMQهایانتخابازایبهدستآمدههایتقریبیبهنمودارخطایمطلقجواب2،درشکلروازاین.بسیارمهماست

بهc مختلفمقدار یازاو
1

=
100

،= 256N،= 0.5و = 0.9 است  رسمشده استکه. بهذکر لازم

ها،دراینحالتباعثناپایداریروشودرنتیجهواگراییجواب0.29ترازمقادیربیشیازا،بهcانتخابپارامترشکل

 .دشومی

=یازا به[01], ها در بازه زمانیخطای مطلق جواب. 1جدول 0.8،= 0.9،= 676Nو= 0.0051برای مثال 

TPS    GMQ   t 

 
 51.1407 10    

 51.1481 10 0.1 

 
 51.1393 10    

 51.1690 10 0.2 

 
 51.1228 10    

 51.1896 10 0.3 

 
 51.6371 10    

 51.2107 10 0.4 

 
 52.5173 10    

 51.2826 10 0.5 

 
 53.5932 10    

 51.8469 10 0.6 

 
 54.8650 10    

 52.5137 10 0.7 

 
 56.3328 10    

 53.2831 10 0.8 

 
 57.9970 10    

 54.1551 10 0.9 

 
 59.8580 10    

 55.1295 10 1 
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)aشکل خطای مطلق .1شکل )bتقریبیو جواب ( یازا به(
1

=
80

،=1681N،= 0.8و = 0.9  1 برای مثال 

= یازا نسبت همگرایی زمانی به. 2جدول 961N  و بعضی از مقادیر مختلف   و   1 برای مثال 
 TPS  GMQ  

      


 Rate  


 Rate  

.0 1 .0 7  
1
10

 . 34 3659 10  ___ . 34 3734 10  ___ 

.0 1 .0 7  
1
20

 . 31 1058 10  1.9811  . 31 1132 10  .1 9470 

.0 1 .0 7  
1
30

 . 44 7875 10  .2 0648  . 44 8613 10  .2 0434  

.0 1 .0 7  
1
40

 . 42 5544 10  .2 1836  . 42 6282 10  .2 1284  

.0 1 .0 7  
1
50

 . 41 5162 10  .2 3386  . 41 5840 10  .2 2692  

.0 2  .0 8  
1
10

 . 34 8396 10  ___ . 34 8470 10  ___ 

.0 2  .0 8  
1
20

 . 31 2280 10  .1 9786  . 31 2354 10  1.9721  

.0 2  .0 8  
1
30

 . 45 3658 10  .2 0419  . 45 4397 10  .2 0230 

.0 2  .0 8  
1
40

 . 42 9073 10  .2 1302  . 42 9812 10  .2 0905  

.0 2  .0 8  
1
50

 . 41 7583 10  .2 2537  . 41 8322 10  .2 1816  

.0 3  .0 9  
1
10

 . 35 1987 10  ____ . 35 2062 10  ____ 

.0 3  .0 9  
1
20

 . 31 3164 10  .1 9816  . 31 3238 10  .1 9755  

.0 3  .0 9  
1
30

 . 45 7782 10  .2 0307  . 45 8523 10  .2 0132  

.0 3  .0 9  
1
40

 . 43 1587 10  .2 0993  . 43 2328 10  .2 0630 

.0 3  .0 9  
1
50

 . 41 9361 10  .2 1936  . 42 0102 10  2.1292  

.0 7  .0 8  
1
10

 . 34 8748 10  ____ . 34 8822 10  ____ 

.0 7  .0 8  
1
20

 . 31 2373 10  1.9781  . 31 2447 10  1.9717  

.0 7  .0 8  
1
30

 . 45 4088 10  .2 0409  . 45 4827 10  .2 0221 

.0 7  .0 8  
1
40

 . 42 9324 10  2.1281 . 43 0063 10  .2 0887  

.0 7  .0 8  
1
50

 . 41 7750 10  .2 2497  
. 41 8489 10  .2 1785  
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=باهای عددی خطای مطلق جوابتأثیر پارامتر شکل بر. 2شکل 256N،= 0.01،= 0.5و= 0.91برای مثال 

 :دراینمثالنیزمعادلهدیفرانسیلکسریغیرخطیکابلزیر. 2 مثال

2

0 0= ( , ), = ( , ), 0 , 1, 0 1R R

t t

u
D u D u u g t x y x y t

t

 
        


x x  

 :ریکلهوآغازینیباشرایطمرزید

2(0, , ) = 0, (1, , ) = sin(1),yu y t u y t t e  

2 2( ,0, ) = sin , ( ,1, ) = sinu x t t x u x t t e x  

( ,0) = 0 0 , 1u x y x y , ,  

 کهدرآنشود،درنظرگرفتهمی

2
4 2 22

( , , ) = (2 ) sin
(3 )

y yt
g x y t t e t e x







 
 

. 

)2جوابواقعیاینمسئله , , ) = sinyu x y t t e xاست اجرایروشعددی. رویاینمسئله،معرفیشدهپساز

=یازاهایعددیبهخطایمطلقجواب 0.002،= 961N،= 0.9و= 0.7هایزمانیدربعضیازگام

دستآمدهبااستفادهازتابعپایهشعاعیهایبهدراینجدولبرخلافمثالقبل،جواب.ارائهشدهاست3درجدول

TPSدستآمدهنیزبافرضمسئلهوخطایجواببهتقریبیچنینجوابهم.تراستدقیق= 0.01،=1681N،

= 0.1و= 0.2قابلمشاهدهاست3درشکل.

=ازای به[0,1]زمانی ۀبازها درخطای مطلق جواب.5جدول 0.9و= 0.7و= 961Nو= 0.0022مثال برای 

TPS  GMQ  t  

 75.3287 10  
 75.2590 10  .0 1 

 74.6488 10  
 61.1363 10  .0 2  

 74.8213 10  
 62.5544 10  .0 3  

 76.4980 10  
 64.5404 10  .0 4  

 61.0125 10  
 67.0948 10  .0 5  

 61.6648 10  
 51.0219 10  .0 6  

 62.9237 10  
 51.3913 10  .0 7  

 65.0018 10  
 51.8178 10  .0 8  

 68.2309 10  
 52.3018 10  .0 9  

 51.3015 10  
 52.8434 10  1  
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)aشکل خطای مطلق. 5شکل )bتقریبیو جواب (  یازا به(
1

=
80

،=1681N،= 0.8 = و  0.9  2برای مثال 

= یازا همگرایی زمانی بهنسبت .  3جدول 961N  و بعضی از مقادیر مختلف   و   2برای مثال 
TPSGMQ




Rate


Rate

.0 2.0 9
1
10
. 32 7425 10___. 32 7362 10___

.0 2.0 9
1
20

. 47 7067 101.8313. 47 6729 10.1 8343

.0 2.0 9
1
30

. 43 6028 10.1 8754. 43 5751 10.1 8835

.0 2.0 9
1
40

. 42 1015 101.8738. 42 0764 101.8887

.0 2.0 9
1
50

. 41 3899 10.1 8525. 41 3667 10.1 8742

.0 4.0 8
1
10
. 33 0291 10___. 33 0218 10___

.0 4.0 8
1
20

. 48 5104 10.1 8316. 48 4724 10.1 8345

.0 4.0 8
1
30

 43.9776 10.1 8759. 43 9494 10.1 8824

.0 4.0 8
1
40

. 42 3213 10.1 8720. 42 2957 10.1 8859

.0 4.0 8
1
50

. 41 5366 10.1 8488. 41 5123 10.1 8705

.0 5.0 7
1
10
. 33 3039 10____. 33 2952 10____

.0 5.0 7
1
20

. 49 2864 10.1 8310. 49 2427 10.1 8340

.0 5.0 7
1
30

. 44 3421 10.1 8749. 44 3105 101.8812

0.50.7
1
40

 42.5346 101.8712 42.5088 10.1 8814

.0 5.0 7
1
50

. 41 6798 10.1 8436. 41 6553 10.1 8635

.0 9.0 6
1
10
. 33 5890 10____. 33 5797 10____

.0 9.0 6
1
20

. 31 0074 10.1 8330. 31 0028 10.1 8357

.0 9.0 6
1
30

. 44 7097 10.1 8751. 44 6742 10.1 8826

.0 9.0 6
1
40


.  42 7499 10.1 8703.  42 7216 10.1 8801

.0 9 .0 6 
1
50

 
.  41 8222 10 .1 7975 .  41 8489 10 .1 8589 

بههایتقریبیکهدربخشدوپیشنیزنسبتهمگراییزمانیمرتبهدوجواب0جدول برخییازابینیشدهبودرا
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 مقادیر c مقادیرمختلفیازا،نمودارخطایمطلقبه0علاوه،درشکلبه.دهدخوبینشانمیبه و   وبافرض 

= 0.01،= 256N ،= 0.5و = 0.6 بهتصویرکشیدهشدهاست  c مقادیریازابه. ،0.29ترازبیش 

 .دارندهایعددیواگراییجواب

 
=باهای عددی خطای مطلق جواب پارامتر شکل بر تأثیر.3شکل 256N،= 0.01،= 0.5و = 0.62مثال برای 

روشعددیپیشنهادیدرمقایسهباروشعددیارائهشدهدرزیادبیانکارآییبرایعنوانمثالسوموبه. 5مثال 

 :گیریممسئلهخطیزیررادرنظرمی[9]مرجع

2

0 0= ( ) ( , ), = ( , ) [0,1] , 0 1t t

u
D u D u g t x y t

t

 
      


x x  

 کهدرآن 

2 2 22 4
( , , ) = (2 )sin( ).sin( ),

(3 ) (3 )

t t
g x y t t x y

 
 

 

 

 
   

 

 :کندوشرایطمرزیدیریکلهوآغازینزیردرموردآنصدقمی

2( , ) = 0, [0,1] ,0 1u t t  x x  

2( ,0) = 0, [0,1] .u x x  

)2 مدلدارایجوابواقعیاین  , , ) = sin( ).sin( )u x y t t x y کارگیریهایقبل،بابهمشابهمثال[.9]است

نتایجعددیحاصلو5درجدول.کنیمهایتقریبیرامحاسبهمیرویاینمسئله،جوابمعرفیشدهروشعددی

باتوجهبه.اندمقایسهشده[9]همگراییروشنسبتبهتغییراتزمانگزارشوبانتایجارائهشدهدرۀمرتبچنینهم

)2ۀشودکهنسبتهمگراییزمانیدرروشعددیارائهشدهدراینتحقیقازمرتبمشاهدهمیمذکورنتایج )O  ودر 

1} ۀازمرتب[9] ,1 }( )minO     چنیننمودارمیزانخطایمطلقمتناظربهتغییراتتعدادنقاطپراکندهدرهم.است 

5شکلو5نتایججدول.مقایسهشدهاست[9]بهتصویرکشیدهشدهاستوبانتایجمرجع5مکانیدرشکلۀدامن

 .دنکنخوبیتأییدمیبه[9]مرجعنسبتبهرادستآمدهدراینتحقیقهایعددیبهتربودنجوابدقیق
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= ازای مکانی به ۀمیزان تغییرات خطای مطلق با افزایش تعداد نقاط دامن .3 شکل = 0.5 و= 0.01 و

 .5 برای مثال [3]مقایسه با 

= یازا نسبت همگرایی زمانی به .3جدول 441N  و بعضی از مقادیر مختلف   و  و مقایسه  5 برای مثال 

 .]3[های عددی با  جواب

GMQ  TPS  TPS  
 

Rate    Rate    [ ]Rate 9  [ ] 9        

____ 
.  34 6302 10  ____ .  34 6245 10  

____ 
.  24 6518 10  1

10
 .0 6  .0 8  

.1 9836  .  31 1708 10  .1 9870 .  31 1671 10  .1 1858  .  22 0449 10  
1
20

 .0 6  .0 8  

.1 9937  .  42 9397 10  .2 0073  .  42 9030 10  
.1 1932  .  38 9430 10  1

40
 .0 6  .0 8  

.2 0283  .  57 2065 10  .2 0856  .  56 8392 10  .1 1980 .  33 8980 10  1
80

 .0 6  .0 8  

____ 
.  31 6133 10  

____ 
.  31 6098 10  

____ 
.  35 3572 10  1

10
 .0 2  .0 3  

.2 0056  .  44 0176 10  .2 0151 .  43 9826 10  .1 6674  .  31 7272 10  
1
20

 .0 2  .0 3  

.2 0247  .  59 8734 10  .2 0642  .  59 5234 10  .1 6342  .  45 4764 10  
1
40

 .0 2  .0 3  

.2 1202  .  52 2710 10  .2 0712  .  52 2661 10  .1 6945  .  41 6920 10  
1
80

 .0 2  .0 3  

____ 
.  32 8001 10  

____ 
.  32 7965 10  

____ 
.  21 4084 10  

1
10

 .0 2  .0 5  

.1 9977  .  47 0118 10  .2 0032  .  46 9757 10  .1 4600 .  35 1194 10  
1
20

 .0 2  .0 5  

.2 0105  .  41 7402 10  .2 0333  .  41 7041 10  .1 4763  .  31 8399 10  
1
40

 .0 2  .0 5  

.2 0661 .  54 1556 10  .2 1669  .  53 7949 10  .1 4913  .  46 5441 10  
1
80

 .0 2  .0 5  

 

 گیری نتیجه

معادله  اینتحقیق، فضایدوبعدیبهدر مشتقاتکسریغیرخطیکابلدر صورتعددیبررسیدیفرانسیلبا

شودمی اساسی. از معادله، مدلاین زیستترین علوم شاخه در ریاضی -های توصیفاستریاضی انتشارۀکنندکه

موجودزمانیکسریابتدابرایهردومشتقصحیحو.استموجوداتزندههادرشبکهاعصابیونینامتعارفالکترون

پسازآن،به.دوارائهشدومعادلاتمستقلاززمانحاصلشدۀسازیزمانیبادقتازمرتبدرمعادله،طرحگسسته

یکیازروش(مکانی)سازیکلیمنظورگسسته گرفتهشدوپسازهگالرکینموضعیب-هایبدونشبکهپتروف، کار

پایه نقطهنروشدرووسیلۀبهایساختتوابع بهیابی جوابمسئلهایشعاعی متفاوت، شعاعی پایه تابع کمکدو

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

32
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
14

00
.7

.2
.2

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
06

 ]
 

                            18 / 22

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.325
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1400.7.2.2.0
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2945-en.html


 535موضعیروشپتروفگلرکینبااستفادهازهادرعصبپدیدهنامتعارفانتشارالکترونییونعددیشبیهسازی

شدبه گرفته نظر در پایه صورتترکیبخطیتوابع جای. زمان،پساز از مستقل معادله گذاریترکیبخطیدر

سهیروفرایندبااجرایاین.سازیوسپسحلشدکمکالگوریتمپیشگوبهبودگرخطیدستگاهغیرخطیحاصلبه

گرکارآییوهابیاناینمثال.هایموردنظر،دقتوکارآییروشپیشنهادیآزمودهشدهاوشکلمثالوارائهجدول

هایعددیبدونشبکهدرحلمسائلچندبعدیپیچیده،بهویژهمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتکسریروشزیاددقت
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