
 797                                                      1400 زمستان، 4، شماره 7جلد                                         های ریاضی     پژوهش  

 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 خواص انحنایی مترهای فینسلری استرچ  ضعیف 

 2، اکبر طیبی1، اسما قاسمی1مهدی سبزواری

 گروه ریاضی  ، علوم پایه ۀ دانشکد  ،دانشگاه هرمزگان  -1

 گروه ریاضی   ،علوم پایه ۀدانشکد  ، دانشگاه قم -2

 21/12/98پذیرش                     04/03/98دریافت  

 

 چکیده 

دهیم که هر متریک استرچ  دهیم. در ابتدا نشان میدر این مقاله، مترهای فینسلری استرچ ضعیف را مورد مطالعه قرار می

با تاب کارتان کراندار، یک متر لندسبرگ است. در ادامه یک دسته-𝐿ضعیف   بندی از مترهای فینسلری دو  کاهشی کامل 

فرم کیلینگ ثابت، یک  -1دهیم که هر متر کروپینای استرچ ضعیف با  نشان می دهیم. در انتهابعدی استرچ ضعیف را ارائه می

 متر بروالدی است. 

   کاهشی.-𝐿کاهشی، متریک  -𝐶متر متر استرچ، متر استرچ ضعیف، متر لندسبرگ، متر بروالد، : های کلیدیواژه

 

 مقدمه .1

توس   کارتان معرفی   1934در س ا  ش ود،  فینس لر، اولین کمیت ییر ریمانی که تاب کارتان نامیده می ةدر هندس 

، B. ییر از ت اب ک ارت ان ین دین کمی ت ییر ریم انی مهم دیگر نیز وجود دارن د، از جمل ه انان ای بروال د  [4]  ش   ده اس   ت

ییره. اخیرا تعدادی کمیت ییر ریمانی  و    ∑،  انان ای اس   ترچ J، انان ای می انگین لن دس   برگ  Lانان ای لن دس   برگ  

  [، 11]،  [6]  ،[5] اند )مراجعفینس  لر معرفی ش  ده ةانانا نیز در هندس  -�̂�انانا و    -Ξانانا،  -Hپیچیده و جالب نظیر 

ریمانی   اناناهای ییر  نهاها برای مترهای ریمانی ص رر هس تند،  لذا به  کمیت  این ة. همرا ببینید(  [19] و[ 14] ،[12]

دهند. لذا ریمانی را ش ر  می  ةفینس لری و هندس   ةهای هندس ی ییر ریمانی، تراو  بین هندس ش ود. این کمیتگرته می

 شود.فینسلری مرید واقع می ةها برای شناخت طبیعت هندساین کمیت  ةمطالع

,𝑀)فرض کنیم        𝐹)   یک منیرلد فینس  لری𝑛-ری وجود دارد: بعدی باش  د. دو تانس  ور مهم روی منیرلدهای فینس  ل

1/2𝐹𝑥مش ت   ة، که به ترتیب از دومین و س ومین مرتب𝑪𝑦و تاب کارتان   𝒈𝑦تانس ور متریک اس اس ی  
  𝑦 𝜖 𝑇𝑥𝑀0در   2

، بروالد  [3]ش ود. در گرته می   𝑳𝑦ها،  انانای لندس برگ یند. میزان تغییرا  تاب کارتان در طو  ژئودزیدس ت میه ب

نش  ان داد. او ثابت کرد که این    𝑦∑یک انانای ییر ریمانی را معرفی کرد که انانای اس  ترچ نامیده ش  ده و  نرا با نماد  

نهایت کویک ش ود اگر و تنها اگر طو  یک بردار تات تبدیل  موازی در طو  یک متوازی اضض  ب بیتانس ور ص رر می
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∑ری اس ترچ گوییم اگر را یک متر فینس ل  𝐹بدون تغییر بماند.   = طیبی با گرفتن رد نس بت   -، نجری[13]. در مقاله 0

استرچ ضعیف    𝐹را معرفی نمودند. به متر فینسلری    𝑦̅∑، انانای استرچ میانگین  𝑦∑در اولین و دومین متغیر   𝒈𝑦به 

̅∑ش  ود اگر که گرته می = تعمیم دیگر از . لذا هر متر لندس  برگی  و اس  تریی یک متر اس  ترچ ض  عیف اس  ت. یک 0

 کاهشی گوییم اگر انانای لندسبرگ  ن به صور  زیر داده شود:-𝐿را  𝐹مترهای لندسبرگی وجود دارد. متر

𝐿𝑖𝑗𝑘 =
1

𝑛 + 1
{ℎ𝑖𝑗𝐽𝑘 + ℎ𝑗𝑘𝐽𝑖 + ℎ𝑘𝑖𝐽𝑗}, 

ℎ𝑖𝑗که در  ن  ∶= 𝐹𝐹𝑖𝑗 کنیم. زیر را ثابت می ةای است. ابتدا قضیمتریک زاویه 

 کاهشی کامل با تاب کارتان کراندار، یک متریک لندسبرگ است.-𝐿هر متریک استرچ ضعیف  . 1 ةقضی

 شود. فوق نتیجه زیر حاصل می ةبا استراده از قضی

 کاهشی استرچ ضعیف کامل، یک متریک بروالد است.  -𝐶هر متریک    . 1 ةنتیج 

کند: هر سطح بروالدی، یا ریمانی است  اساسی را ثابت می  ةگیرد و یک قضی، زابو سطو  بروالدی را در نظر می[ 16]در  

اند. از ساخته شده  [17]طور واضح در    بندی شده و بهدسته  [ 16]مینکوفسکی. فضاهای بروالد توس  زابو در    یا موضعاً

گر  طرف دیگر، ک س مترهای بروالدی یک زیرک س از ک س مترهای استرچ ضعیف هستند. خیلی جالب خواهد بود ا

مینکوفسکی، در ساختار فینسلری هموار و قویا مادب، روی ک ف    که سطح استرچ ضعیف ییر ریمانی و ییر موضعاً

زیر را ثابت    ةانگیزاند که سطو  استرچ ضعیف را در نظر بگیریم. لذا قضیمماسی وجود داشته باشد. این نکته ما را برمی

 خواهیم نمود.

,𝑀)فرض کنیم   . 2 ةقضی 𝐹)  گاه موارد زیر برقرارند:د فینسلری دو بعدی باشد.  نیک منیرل 

 یک متر استرچ ضعیف است اگر و تنها اگر یک متر استرچ باشد.   𝐹الف(    

′(𝐼𝐼,1)2در شرط    𝐹ب(  فرض کنیم اسکالر اساسی   − (𝐼,1)2𝐹 ≠ یک متر استرچ ضعیف است    𝐹گاه  صدق کند.  ن  0

 اگر و تنها اگر یک متر ریمانی باشد. 

 فوق، نتیجه زیر را داریم. ةبا استراده از قضی

 معین، یا ریمانی و یا موضعا مینکوفسکی است. -هر سطح کروپینای استرچ ضعیف مثبت . 2 ةنتیج 

فرم کیلینگ ثابت، یک متر بروالدی است. در -1اند که هر متر راندرز استرچ ضعیف با  طیبی نشان داده-، نجری[13]در  

 کنیم.زیر را ثابت می ةاینجا ما قضی

 فرم کیلینگ ثابت، یک متریک بروالدی است. - 1هر متر کروپینای استرچ ضعیف با  . 3 ةقضی

 شود. با استراده از قضیه فوق نتیجه زیر حاصل می

 یک متر بروالدی است.  فرم کیلینگ ثابت - 1کاهشی استرچ ضعیف با -𝐶هر  متریک  . 3 ةنتیج 
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را با    𝑀و ک ف مماسی   𝑇𝑥𝑀را با   𝑥𝜖𝑀باشد. فضای مماس در نقطه     ∞𝐶بعدی -𝑛یک منیرلد   𝑀  فرض کنید  

𝑇𝑀نماد  = ⋃ 𝑇𝑥𝑀𝑥𝜖𝑀  یک متر فینسلری روی   کنیم.مشخص می𝑀   یک تابع مانند𝐹: 𝑇𝑀 → [0, است که     [∞

𝑇𝑀0روی    𝐹(  iدارای خواص زیر است: ) ∶= 𝑇𝑀\{0}   ،𝐶∞  ( ،استii  )𝐹    روی تارهای ک ف مماسی𝑇𝑀    همگن

 معین است- مثبت 𝑇𝑥𝑀روی  𝒈𝑦فرم مربعی  ،  yϵ𝑇𝑥𝑀( برای هر iiiمثبت از درجه یک است و )

𝐠y(u, v) ∶=
1

2

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
[𝐹2(𝑦 + 𝑠𝑢 + 𝑡𝑣)]|𝑠,𝑡=0,         𝑢, 𝑣 𝜖𝑇𝑥𝑀. 

,𝑀) زوج  𝐹) را یک منیرلد فینسلری 𝑛-گوییم. می بعدی 

کنید  ,𝑀)  فرض  𝐹)  فینسلری منیرلد  نیز    بعدی-𝑛  یک  و   𝐹𝑥و     𝑥𝜖𝑀باشد  ∶= 𝐹|𝑇𝑥𝑀  اندازه برای  میزان .  گیری 

:𝑪𝑦صور   ه تاب کارتان را ب   ،𝐹𝑥نااقلیدسی بودن   𝑇𝑥𝑀 ×  𝑇𝑥𝑀 ×  𝑇𝑥𝑀 → ℝ  تعریف می کنیم که در  ن 

𝐂𝑦(u, v, w) ∶=
1

2

𝑑

𝑑𝑡
[𝒈𝑦+𝑡𝑤(𝑢, 𝑣)]

𝑡=0
,                𝑢, 𝑣, 𝑤𝜖𝑇𝑥𝑀. 

𝑪  ۀخانواد  ∶= {𝑪𝑦}
𝑦𝜖𝑇𝑀0

𝑪وضو  ه شود. بتاب کارتان نامیده می  =  ریمانی باشد.   𝐹است اگر و تنها اگر   0

𝑰𝑦(𝑢)را با  𝐈𝑦تاب میانگین کارتان   𝑦𝜖𝑇𝑥𝑀0برای   ∶= 𝐼𝑖(𝑦)𝑢𝑖 کنیم که در  ن  تعریف می𝐈𝑖 ∶= 𝑔𝑗𝑘𝐶𝑖𝑗𝑘   بنا بر .

𝑰𝑦ریمانی است اگر و تنها اگر   𝐹دایکه،  ةقضی =  مراجعه شود(.  [2] )به مرجع 0

 شود اگر که تانسور کارتان  ن به صور  زیر باشد:کاهشی نامیده می-𝑀  ،Cبعدی  -𝑛روی منیرلد  𝐹یک متر فینسلری

𝐶𝑖𝑗𝑘 =
1

𝑛 + 1
{ℎ𝑖𝑗𝐼𝑘 + ℎ𝑗𝑘𝐼𝑖 + ℎ𝑘𝑖𝐼𝑗}, 

ℎ𝑖𝑗که در  ن  ∶= 𝐹𝐹𝑖𝑗 [9] ای استمتریک زاویه  . 

,𝑀)  فرض کنید:  ([ 9[، ]2])هوجو  - لم ماتسوموتو 𝐹)  یک منیرلد فینسلری  𝑛- باشد )   بعدی𝑛 ≥ یک   𝐹(.  نگاه  3

𝐹صور  یک متر راندرز  ه  کاهشی است اگر و فق  اگر ب-Cمتر   = 𝛼 + 𝛽    و  یا یک  متر کروپینا𝐹 = 𝛼2/𝛽     .باشد 

:𝑳𝑦ها، انانای لندسبرگ  در طو  ژئودزی   𝑪مشتقا  کواریانت افقی   𝑇𝑥𝑀 ×  𝑇𝑥𝑀 ×  𝑇𝑥𝑀 → ℝ  دهد  را نتیجه می

,𝑳𝑦(𝑢صور  ه که ب 𝑣, 𝑤) ∶= 𝐿𝑖𝑗𝑘(𝑦)𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘 شود که در  ن تعریف می 

𝐿𝑖𝑗𝑘 ∶= 𝐶𝑖𝑗𝑘|𝑠𝑦𝑠. 

های   متر  به  مربوط  بروالد  الصاق  از   مقاله  این  استراده میدر  کواریانت   فینسلری  عمودی  و  افقی  و مشت   کنیم 

𝑳 ۀخانوادنشان خواهیم داد.    ", "و    "|"تانسورهای فینسلری را به ترتیب با نمادهای  ∶= {𝑳𝑦}
𝑦𝜖𝑇𝑀0

انانای لندسبرگ   

𝑳شود اگر یک متر فینسلری لندسبرگ نامیده می  𝐹شود. نامیده می = ها  در طو  ژئودزی   𝑰. مشتقا  کوریانت افقی 0
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𝑱𝑦(𝑢)انانای لندسبرگ میانگین  ∶= 𝐽𝑖(𝑦)𝑢𝑖  دهد که در  ن  را نتیجه می𝐽𝑖 ∶= 𝑔𝑗𝑘𝐿𝑖𝑗𝑘 اگر .𝑱 = یک   𝐹گاه  ن    0

 شود.متر  لندسبرگ ضعیف گرته می

𝚺𝑦: 𝑇𝑥𝑀انانای  استرچ    𝑦𝜖𝑇𝑥𝑀0برای یک بردار ییر صرر        × 𝑇𝑥𝑀 ×  𝑇𝑥𝑀 ×  𝑇𝑥𝑀 → ℝ   صور   ه  را ب

𝚺𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑧) ∶= Σ𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑦)𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘𝑧𝑙 کنیم که در  ن تعریف می 

Σ𝑖𝑗𝑘𝑙 ∶= 2(𝐿𝑖𝑗𝑘|𝑙 − 𝐿𝑖𝑗𝑙|𝑘). 

𝚺اگر   =  وضو  هر متر لندسبرگ، یک متر استرچ است.  ه نامیم. برا یک متر فینسلر استرچ می 𝐹 باشد،  نگاه   0

اگر نسبت به دو اندیس او  انانای استرچ میانگین رد بگیریم، یک انانای ییر ریمانی جدید به نام انانای میانگین  

به  میاسترچ  ییردست  بردار  یک  برای  𝑦𝜖𝑇𝑥𝑀0  ،�̅�:   𝑇𝑥𝑀  صرر   وریم.  ×  𝑇𝑥𝑀 → ℝ    با ,�̅�𝑦(𝑢را  𝑣)

∶= Σ̅𝑖𝑗(𝑦)𝑢𝑖𝑣𝑗 کنیم که در  ن تعریف می 

Σ̅𝑖𝑗 ∶= 𝑔𝑘𝑙Σ𝑘𝑙𝑖𝑗 .. 

�̅�اگر   = توان دید که که هر متر لندسبرگ یا  سادگی میشود. بهیک متر استرچ ضعیف گرته می  𝐹باشد  نگاه به    0

 متر استرچ، یک متر استرچ ضعیف است.

,𝑀)برای منیرلد فینسلری       𝐹) یک میدان برداری سرتاسری ،𝑮     توس 𝐹  روی ک ف مماسی𝑇𝑀0  ه شود بالقا می

,𝑥𝑖)که در یک مختصا  استاندارد    طوری 𝑦𝑖)   برای𝑇𝑀0  صور   به𝑮 = 𝑦𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖 − 2𝐺𝑖(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑦𝑖  شود نوشته می

 که در  ن

𝐺𝑖(𝑥, 𝑦) ∶=
1

4
𝑔𝑖𝑙 {

𝜕2𝐹2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑙
𝑦𝑘 −

𝜕𝐹2

𝜕𝑥𝑙 }. 

,𝑀)اسپری متناظر با منیرلد فینسلری   𝑮میدان برداری  𝐹)  شود. در مختصا  موضعی، یک منانی  نامیده می𝑐 = 𝑐(𝑡)   

𝑐اگر مختصا   ن   است اگر و فق    Fیک ژئودزیک از   = (𝑐𝑖(t)) ةدر معادل �̈�𝑖 + 2𝐺𝑖(�̇�) =  صدق کند.  0

,𝑀)فرض کنیم     𝐹)    .یک منیرلد فینسلری باشد𝐹  که انانای بروالد  ن صرر باشد    را یک متر بروالد گوییم در صورتی

 :شودصور  زیر تعریف میه ب و

𝐵  𝑗𝑘𝑙
𝑖 ≔

𝜕3𝐺𝑖

𝜕𝑦𝑗𝜕𝑦𝑘𝜕𝑦𝑙
. 

 :صور  زیر نیز تعریف نموده با استراده از انانای بروالد، می توان انانای لندسبرگ را ب

𝐿𝑗𝑘𝑙 ≔ −
1

2
 𝑦𝑖   𝐵  𝑗𝑘𝑙

𝑖 . 

 بروالدی یک متر لندسبرگی است.بنا بر همین تعریف می توان دید که هر متر 
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 1 ةاثبات قضی  .3

 ه می دهیم.کار، ابتدا لم زیر را اراِئ ای اینرا ثابت کنیم. بر 1 ةخواهیم قضیدر این بخش می

,𝑀)فرض کنید     . 1لم   𝐹)  یک منیرلدL- کاهش ی و𝐹   یک متر اس ترچ ض عیف باش د. برای هر ژئودزیک𝑐 = 𝑐(𝑡)    و

𝑉هر می دان برداری موازی   = 𝑉(𝑡)     در طو𝑐  توابع ،𝑪(𝑡) ∶= 𝑪𝑐̇(𝑉(𝑡))    و𝑳(𝑡) = 𝑳𝑐̇(𝑉(𝑡))   زیر   ةدر رابط

 کنند:صدق می

(1) 

       𝑪(𝑡) = 𝑡 𝑳(0) + 𝑪(0).      

 کاهشی است پس-Lیک متر   𝐹بنا بر فرض اثبات. 

(2) 

       𝐿𝑖𝑗𝑘 =
1

𝑛 + 1
{ℎ𝑖𝑗𝐽𝑘 + ℎ𝑗𝑘𝐽𝑖 + ℎ𝑘𝑖𝐽𝑗} .     

 

 های فینسلری داریم( در طو  ژئودزی2گیری از )با  مشت 

(3) 

   𝐿𝑖𝑗𝑘|𝑠𝑦𝑠 =
1

𝑛 + 1
{ℎ𝑖𝑗𝐽𝑘|𝑠𝑦𝑠 + ℎ𝑗𝑘𝐽𝑖|𝑠𝑦𝑠 + ℎ𝑘𝑖𝐽𝑖|𝑠𝑦𝑠}.    

  

𝑱𝑖|𝑗یک متر استرچ ضعیف است لذا  𝐹یون   = 𝑱𝑗|𝑖 با ضرب  ن در ،𝑦𝑗 :داریم 

(4) 

        𝐽𝑖|𝑗𝑦𝑗 = 0.    

 

 ( خواهیم داشت4( و )3بااستراده از )

(5) 

      𝐿𝑖𝑗𝑘|𝑠𝑦𝑠 = 0.     

 

 فرض کنید

(6) 

𝑳(𝑡) ∶= 𝑳𝑐̇(𝑉(𝑡)).                             و𝑪(𝑡) ∶= 𝑪�̇�(𝑉(𝑡)) 

 

 داریم   𝑳𝑦با تعریف ما از 

𝑳(𝑡) = 𝑪′(𝑡). 
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  وریمدست می زیر را به  ة(، معادل6( و )5با استراده از )  پس

 (7) 

  𝐶"(𝑡) = 𝑳′(𝑡) =  𝑳𝑖|𝑙(�̇�(𝑡))�̇�𝑙(𝑡)𝑉𝑖(𝑡) = 0.  

   . ( برقرار است1)  ة( رابط7بنابر )

,𝑀)فرض کنی د    . 1ادآوری ی  𝐹)    ی ک منیرل د فینس   لری و𝑐: [𝑎, 𝑏] → 𝑀   ی ک ژئودزی ب اش   د. برای ی ک می دان

𝑉برداری موازی  = 𝑉(𝑡)  در طو  منانیc:رابطه زیر برقرار است ، 

(8) 

    𝒈𝑐̇(𝑉(𝑡), 𝑉(𝑡)) =    ثابت 

 

,𝑀)فرض کنید . 1 ةاثبات قض ی 𝐹)  دلخواه  ةبردار یک یک منیرلد فینس لری کامل باش د. یک𝑦𝜖𝑇𝑥𝑀   و یک بردار

𝑐را در نظر بگیرید. فرض کنید   𝑣𝜖𝑇𝑥𝑀دلخواه  = 𝑐(𝑡) که طوریه  ژئودزیکی باشد ب 

𝑐(0) = 𝑥 �̇�(0) = 𝑦,             

𝑉همچنین فرض کنیم که  = 𝑉(𝑡)   میدان برداری موازی در طوc  ش  رط   با𝑉(0) = 𝑣   1باش  د. با اس  تراده از لم  

 داریم 

(9) 

      𝑪(𝑡)   = 𝑡𝑳(0) + 𝑪(0)     

 

𝐵کراندار  می باشد. این بدین معنی است که ثابت   𝑪𝑦بنا بر فرض قضیه  <  ینان وجود دارد که  ∞

 (10) 

  ‖𝑪‖𝑥 ∶= 𝑠𝑢𝑝𝑦𝜖𝑇𝑥𝑀0
𝑠𝑢𝑝𝑣𝜖𝑇𝑥𝑀

𝑪𝑦(𝑣)

[𝒈𝑦(𝑣, 𝑣)]
3

2⁄
≤ 𝐵    

|𝑪(𝑡)|طب  یاد وری فوق داریم   ≤ 𝐵𝑇
3

2⁄ < 𝑪یک ثابت اس  ت. بنابراین   Tکه در  ن  ∞ = 𝑪(𝑡)   یک تابع کراندار

,0]  ۀباز روی 𝑡خواهد بود. حا  با قرار دادن   (∞ → ( ایجاب 9) ةو  نیز در نظر گرفتن کرانداری تاب کارتان، معادل ∞

 کند که می

𝑳𝑦(𝑣) = 𝑳(0) = 0. 

  .یک متریک لندسبرگ است 𝐹و در نتیجه، 

 کاهشی کامل، یک متریک بروالدی است.-Cهر متریک استرچ ضعیف . 3 ةنتیج 

. در [8]  و[  7]  کاهش ی با انانای لندس برگ ص رر، یک متریک بروالدی اس ت-Cنش ان داده ش د اس ت که هر متر   اثبات.

متر  اند کهص  ادقی نش  ان داده -طیبی[  18]ش  ن اثبا  کرده که هر متریک راندرز، تاب کارتان کراندار دارد. در   [15]
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کاهش ی  -Cکاهش ی داری تاب کارتان کراندار هس تند. از طرفی هر متر -Cکروپینا تاب کارتان کراندار دارد. پس مترهای  

  .  رسیمبه اثبا  می 1 ةکاهشی است. لذا با استراده از قضی-Lیک متر 

 

 2  ةاثبات قضی .4

دوم را اثبا  کنیم. ابتدا کنج بروالد را یاد وری می کنیم که برای مااسبا  در بعد   ةدر این فص ل، قص د داریم تا قضی

,𝑀)از  ن اس تراده خواهیم کرد. فرض کنید   2 𝐹)    یک منیرلد فینس لری دو بعدی باش د. کنج بروالدی(ℓ𝑖, 𝑚𝑖)  را در

ℓ𝑖گیریم که در  ن نظر می = 𝑦𝑖/𝐹(𝑦)   و𝑚𝑖  بردار واحدی است کهℓ𝑖𝑚
𝑖 = ℓ𝑖و   0 = 𝑔𝑖𝑗ℓ𝑗  . 

هر متریک فینس لری دو بعدی یک متریک اس ترچ اس ت اگر و فق  اگر یک متریک اس ترچ ض عیف باش د اگر و . 4  ةقض ی

𝐼|1|1فق  اگر   = 0. 

 ای ندارد یعنیمؤلره  ℓ𝑖به این دلیل که تاب کارتان در جهت اثبات: 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑦𝑖 = 0. 

 :صور  زیر نوشته بشودتواند بهلذا در کنج بروالد می 

(11) 

   𝐹𝐶𝑖𝑗𝑘 = 𝐼𝑚𝑖𝑚𝑗𝑚𝑘 .     

 گیریممشت  افقی می (11شود. از )نامیده می 𝐹، اسکالر اساسی متر Iکه در  ن میدان اسکالر 

 (12) 

   𝐹𝐶𝑖𝑗𝑘|𝑙 = (𝐼|1ℓ𝑙 + 𝐼|2𝑚𝑙)𝑚𝑖𝑚𝑗𝑚𝑘 .    

 داریم 𝑦𝑙( در  12با ضرب )

(13) 

   𝐿𝑖𝑗𝑘 = 𝐼|1𝑚𝑖𝑚𝑗𝑚𝑘.    

 :زیر می رسیم ة( مشت  افقی گرفته  و با استراده از تعریف انانای استرچ به رابط13از )

∑𝑖𝑗𝑘𝑙 = 2[𝐿𝑖𝑗𝑘|𝑙 − 𝐿𝑖𝑗𝑙|𝑘]                           

     = 2[(𝐼|1|1𝐿𝑙 + 𝐼|1|2𝑚𝑙)𝑚𝑘 − (𝐼|1|1𝐿𝑘 + 𝐼|1|2𝑚𝑘)𝑚𝑙]𝑚𝑖𝑚𝑗. 

 نتیجه می دهدکه 

(14) 

      ∑𝑖𝑗𝑘𝑙  = 2𝐼|1|1(𝐿𝑙𝑚𝑘 − 𝐿𝑘𝑚𝑙)𝑚𝑖𝑚𝑗.    

 یون

 𝑔𝑖𝑗𝑚𝑖𝑚𝑗 = 𝑚𝑖𝑚𝑗 = 1. 

 :رسیمزیر می ةبه رابط 𝑔𝑖𝑗( در14لذا با ضرب )
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(15) 

        ∑̅𝑘𝑙 = 2𝐼|1|1(𝐿𝑘𝑚𝑘 − 𝐿𝑘𝑚𝑙).     

 

  د.شو( اثبا  کامل می15و ) (14)با استراده از 

 

 شود:صور  زیر نوشته میانانای بروالد یک رویه فینسلری به . 2 ةقضیاثبات 

𝐵𝑗𝑘𝑙
𝑖 = 𝐹−1(−2𝐼,1𝐿𝑖 + 𝐼2𝑚𝑖)𝑚𝑗𝑚𝑘𝑚𝑙, 

𝐼2که در  ن  = 𝐼,2 + 𝐼,1|2  را ببینید(. تانسور کارتان   [1]در  689 ة)صرا𝐹 صور  زیر نوشته می شود ، به: 

𝐶𝑖𝑗𝑘 = 𝐹−1𝐼𝑚𝑖𝑚𝑗𝑚𝑘. 

 شودصور  زیر بیان می بنابراین انانای بروالدی نیز به 

(16) 

      𝐵 𝑗𝑘𝑙
𝑖 = 𝜇𝐶𝑗𝑘𝑙𝐿𝑖 + 𝜆(ℎ𝑗

𝑖ℎ𝑘𝑙 + ℎ𝑘
𝑖 ℎ𝑗𝑙 + ℎ𝑗

𝑖ℎ𝑗𝑘) ,     

ℎ𝑖𝑗که در  ن  ∶= 𝑚𝑖𝑚𝑗ای است، ، متریک زاویه𝜇 = −2 𝐼,1 𝐼⁄  و𝜆 = 𝐼2  داریم 𝑦𝑖( در  16ضرب )  . با⁄3

(17) 

    𝐿𝑖𝑗𝑘 = −
1

2
𝜇𝐹𝐶𝑖𝑗𝑘 .     

 ( خواهیم داشت17)  ةاز معادل

(18) 

   𝐽𝑖 = −
1

2
𝜇𝐹𝐼𝑖.     

 

 دهد  زیر را می ة( رابط18گیری افقی از )مشت 

(19) 

      𝐽𝑖|𝑗 = −
1

2
𝐹(𝜇𝑗𝐼𝑖 + 𝜇𝐼𝑖|𝑗).      

𝜇𝑖که در  ن  ∶= 𝜇|𝑗بنابراین . 

(20) 
 

   ∑̅𝑖𝑗 = −𝐹[𝜇𝑗𝐼𝑖 − 𝜇𝑖𝐼𝑗 + 𝜇(𝐼𝑖|𝑗 − 𝐼𝑗|𝑖)].     

 شود که( نتیجه می20با استراده از فرض قضیه و )

(21) 

𝜇𝑗𝐼𝑖 − 𝜇𝑖𝐼𝑗 = 𝜇(𝐼𝑗|𝑖 − 𝐼𝑖|𝑗). 
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 شود عبار  زیر حاصل می 𝑦𝑖( در 21با ضرب )

(22) 

       �́�𝐼𝑖 = −𝜇𝐽𝑖,      

 

′𝜇که در  ن  ∶= 𝜇|𝑗 𝑦𝑗  کنیم( جاگذاری می22)  ة( را در معادل18)  ة. معادل: 

(23) 

[2�́� − 𝜇2𝐹]𝐼𝑖 = 0. 

 

2�́�بنا بر فرض،   − 𝜇2𝐹 ≠ 𝐼𝑖. بنابراین   0 =  .  یابدبه یک متر ریمانی تقلیل می  Fو لذا  0

 

 3  ةاثبات قضی .5

دس  ت ه  ص  ور  زیر ب کاهش  ی را به-Cطیبی انانای اس  ترچ و انانای میانگین اس  ترچ مترهای   -، نجری[13]در 

 اند. ورده

باش  د. انانای اس  ترچ و انانای میانگین   Mبعدی  -nکاهش  ی روی منیرلد -Cیک متر  𝐹( فرض کنید  [13]). 2لم  

 صور  زیر خواهند بود: به 𝐹استرچ متر 

(24) 

∑𝑖𝑗𝑘𝑚 =
2

𝑛 + 1
{𝐽𝑖|𝑚ℎ𝑗𝑘 − 𝐽𝑖|𝑘ℎ𝑗𝑚 + 𝐽𝑗|𝑚ℎ𝑖𝑘 − 𝐽𝑗|𝑘ℎ𝑖𝑚}     

     −
2

𝑛 + 1
{(𝐽𝑚|𝑘 − 𝐽𝑘|𝑚)ℎ𝑖𝑗 + 2𝐽𝑘𝐿𝑖𝑗𝑚 − 2𝐽𝑚𝐿𝑖𝑗𝑘},    

(25) 

 ∑̅𝑘𝑚 = 2(𝐽𝑘|𝑚 − 𝐽𝑚|𝑘).     

 

,𝛼)برای ی ک   𝛽)-    متری ک دلخواه𝐹 ∶= 𝛼𝜑(𝑠)  ،𝑠 = 𝛽/𝛼  ،𝑏𝑖;𝑗𝜃𝑗 ∶= 𝑑𝑏𝑖 − 𝑏𝑗𝜃𝑖
𝑗    ک ه در  ن𝜃𝑖 ∶= 𝑑𝑥𝑖    و

𝜃𝑖
𝑗

∶= 𝛤𝑖𝑘
𝑗

𝑑𝑥𝑘   یوی ویتای متر -های الصاق لوییفرم𝛼  فرض کنید دهد.را نشان می 

𝑟𝑖𝑗 ∶=
1

2
(𝑏𝑖;𝑗 + 𝑏𝑗;𝑖) , 𝑠𝑖𝑗 ∶=

1

2
(𝑏𝑖;𝑗 − 𝑏𝑗;𝑖),    𝑟𝑗 ∶= 𝑏𝑖𝑟𝑖𝑗,      𝑠𝑗 ∶= 𝑏𝑖𝑠𝑖𝑗 

 دهیمهمچنین قرار می

𝑟𝑖0 ∶= 𝑟𝑖𝑗𝑦𝑗. 𝑠𝑖0 ∶= 𝑠𝑖𝑗𝑦𝑗,             𝑟0 ∶= 𝑟𝑗𝑦𝑗,     𝑠0 ∶= 𝑠𝑗𝑦𝑗, . 

  

𝐺𝑖فرض کنید که  = 𝐺𝑖(𝑥, 𝑦)   و�̅�𝑖 = �̅�𝑖(𝑥, 𝑦)    به ترتیب ض  رایب اس  پری مترهایF   و𝛼  را در همان س  یس  تم

  وریمدست میدهند. با استراده از تعریف، تساوی زیر را بهمختصا  نشان می
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(26) 

     𝐺𝑖 = �̅�𝑖 + 𝑃𝑦𝑖 + 𝑄𝑖 ,    

 

 که در  ن

𝑃 = 𝛼−1𝛩[𝑟00 − 2𝑄𝛼𝑠0] ,                                                                                                                        

𝑄𝑖 = 𝛼𝑄𝑠0
𝑖 + 𝜓[𝑟00 − 2𝑄𝛼𝑠0]𝑏𝑖,                                                                                                           

𝑄 =
�́�

𝜑 − 𝑠�́�
 ,                                                                                                                                               

𝛩 =
𝜑𝜑′ − 𝑠(𝜑𝜑" + 𝜑′𝜑′)

2𝜑((𝜑 − 𝑠𝜑′) + (𝑏2 − 𝑠2)𝜑")
 ,                                                                                                   

𝜓 =
1

2

𝜑"

(𝜑 − 𝑠𝜑′) + (𝑏2 − 𝑠2)𝜑"
 ,                                                                                                          

𝑠𝑖𝑗)موازی باش د    αنس بت به   βوض و  اگر به = 0, 𝑟𝑖𝑗 = 𝑃گاه   ن (0 = 𝑄𝑖و   0 = 𝐺𝑖. در این حالت 0 = �̅�𝑖   در

y   مربعی بوده وF .یک متریک بروالد است 

𝜑حاض فرض کنید   = 𝜑(𝑠)  یک تابع مثبت𝐶∞  روی(−𝑏0, 𝑏0)    باشد. برای یک عدد𝑏𝜖[0, 𝑏0) فرض کنید 

 (27) 

𝛷 ∶= −(𝑄 − 𝑠𝑄′){𝑛∆ + 1 + 𝑠𝑄} − (𝑏2 − 𝑠2)(1 + 𝑠𝑄)𝑄",      
 که در  ن

∆ ∶= 1 + 𝑠𝑄 + (𝑏2 − 𝑠2)𝑄′. 

 

,𝛼)یک   𝐺𝑖فرمو  زیر را برای ضریب اسپری  𝛽)-  متریکF  داریم 

𝐺𝑖 = �̅�𝑖 + 𝛼𝑄𝑠0
𝑖 + (−2𝑄𝛼𝑠0 + 𝑟00)(𝛩𝛼−1𝑦𝑖 + 𝜓𝑏𝑖), 

 

 که در  ن

𝑠𝑗
𝑖 ∶= 𝑎𝑖ℎ𝑠ℎ𝑗. 𝑠0

𝑖 ∶= 𝑠𝑖𝑦𝑖,      𝑟00 = 𝑟𝑖𝑗𝑦
𝑖𝑦𝑗,            𝜓 =

𝑄′

2∆
,   𝛩 =

𝑄−𝑠𝑄′

2∆
,     

 

,𝛼)توانیم یک فرمو  برای تاب کارتان میانگین  مستقیم، می ةبا مااسب 𝛽)-  دست بیاوریمصور  زیر بهها بهمتریک 

(28) 

       𝐼𝑖 = −
𝛷(𝜑 − 𝑠𝜑′)

2∆𝜑𝛼2
(𝛼𝑏𝑖 − 𝑠𝑦𝑖).       

 

𝐼دایک ه، ی ک متری ک فینس   لری ریم انی اس   ت اگر و تنه ا اگر    ةبر طب  قض   ی  = ,𝛼)وض   و  ی ک  . ب ه0 𝛽)-  متری ک

𝐹 = 𝛼𝜑(𝑠)  ریمانی است اگر و تنها اگر𝛷 = 0. 
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,𝛼)ش   ن انان ای لن دس   برگ می انگین ی ک  -، لی[5]در  .  3  ةاثب ات قض  ی   𝛽)-  متری ک𝐹 = 𝛼𝜑(𝑠)  ،𝑠 = 𝛽/𝛼   را

 انددست  ورده صور  زیر بهبه

(29) 

𝐽𝑖 = −
1

𝛼2∆(𝑏2 − 𝑠2)
[
𝛷

∆
+ (𝑛 + 1)(𝑄 − 𝑠𝑄′)] (𝑟0 + 𝑠0)ℎ𝑖 

−
ℎ𝑖

2𝛼3∆(𝑏2 − 𝑠2)
(𝜓1 + 𝑠

𝛷

∆
)(𝑟00 − 2𝛼𝑄𝑠0) 

         −
𝛷

2𝛼3∆2
[−𝛼𝑄′𝑠0ℎ𝑖 + 𝛼𝑄(𝛼2𝑠𝑖 − 𝑦𝑖𝑠0) + 𝛼2∆𝑠𝑖0 

     +𝛼2(𝑟𝑖0 − 2𝛼𝑄𝑠0) − (𝑟00 − 2𝛼𝑄𝑠0)𝑦𝑖],       

   

ℎ𝑖که در  ن  ∶= 𝛼𝑏𝑖 − 𝑠𝑦𝑖  و 

𝜓1 ∶= √𝑏2 − 𝑠2∆
1

2 [
√𝑏2−𝑠2

∆
3
2

]
′

.. 

 

𝑟𝑖𝑗های   تساوی ةطب  فرض قضی = 𝑠𝑖و   0 =   یدصور  زیر در میه ( ب29) ةبرقرار هستند. در این حالت رابط 0

𝐽𝑖 = −
𝛷

2𝛼∆
𝑠𝑖0. 

𝜑برای متر کروپینا،  = 1/𝑠   داریم 

(30) 

   ∆=
1

𝑠2
(𝑏2 − 𝑠2),       

(31) 

  𝛷 =
2𝑛

𝑠3
(𝑏2 − 𝑠2).    

 صور  زیر خواهند بود به  𝐹اسپری و انانای لندسبرگ میانگین متر در این حالت،

(32) 

     𝐺𝑖 = �̅�𝑖 −
1

2
𝐹𝑠 0

𝑖 ,     

(33) 

     𝐽𝑖 = −𝑛𝛽−1𝑠𝑖0,    

 

 است. بنابراین  𝑦𝑗به معنی ضرب در  0که در  ن اندیس

(34) 

    𝐺𝑗
𝑖 = �̅�𝑗

𝑖 −
1

2
(𝐹𝑗𝑠 0

𝑖 + 𝐹𝑠 𝑗
𝑖 ),    
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(35) 

      𝐺𝑗𝑘
𝑖 = �̅�𝑗𝑘

𝑖 −
1

2
(𝐹𝑗𝑘𝑠 0

𝑖 + 𝐹𝑗𝑠 𝑘
𝑖 + 𝐹𝑘𝑠 𝑗

𝑖 ).     

 

 گیریم.  مشت  افقی می (33)از 

(36) 

  𝐽𝑖|𝑗 = −𝑛[(𝛽−1)|𝑗𝑠𝑖0 + 𝛽−1𝑠𝑖𝑘|𝑗𝑦𝑘] .  

 دهد کهمستقیم نشان می ةیک مااسب

(37) 

(𝛽)|𝑗 =
𝛿𝛽

𝛿𝑥𝑖
=

𝜕𝛽

𝜕𝑥𝑖
− 𝐺𝑖

𝑚 𝜕𝛽

𝜕𝑦𝑚
=

𝜕𝛽

𝜕𝑥𝑖
− [�̅�𝑖

𝑚 −
1

2
(𝐹𝑖𝑠  0

𝑚 + 𝐹𝑠   𝑖
𝑚)]

𝜕𝛽

𝜕𝑦𝑚
      

=
𝜕𝑏𝑘

𝜕𝑥𝑖
𝑦𝑘 − [�̅�𝑖

𝑚 −
1

2
(𝐹𝑖𝑠  0

𝑚 + 𝐹𝑠  𝑖
𝑚)] 𝑏𝑚 =

𝜕𝑏𝑘

𝜕𝑥𝑖
𝑦𝑘 − 𝑏𝑚�̅�𝑖

𝑚 = 𝑠0𝑖 − 𝑏𝑚�̅�𝑖
𝑚. 

 

 بنابراین

(38) 

   (𝛽−1)|𝑖 = −
1

𝛽2
(𝑠0𝑖 − 𝑏𝑚�̅�𝑖

𝑚).   

 ( داریم33و )( 25)با استراده از 

(39) 

∑̅𝑖𝑗 = −2𝑛[(𝛽−1)|𝑗𝑠𝑖0 − (𝛽−1)|𝑖𝑠𝑗0 + 𝛽−1(𝑠𝑖𝑘|𝑗 − 𝑠𝑗𝑘|𝑖)𝑦𝑘]    

          =
2𝑛

𝛽2 [(𝑠0𝑗 − 𝑏𝑚�̅�𝑗
𝑚)𝑠𝑖0 − (𝑠0𝑖 − 𝑏𝑚�̅�𝑖

𝑚)𝑠𝑗0] −
2𝑛

𝛽
[𝑠𝑖𝑘|𝑗 − 𝑠𝑗𝑘|𝑖]𝑦𝑘.   

 

 یابدصور  زیر تالیل میه ( ب39) ةبنا بر فرض قضیه، رابط

(40) 

[(𝑠0𝑗 − 𝑏𝑚�̅�𝑗
𝑚)𝑠𝑖0 − (𝑠0𝑖 − 𝑏𝑚�̅�𝑖

𝑚)𝑠𝑗0] = 𝛽[𝑠𝑖𝑘|𝑗 − 𝑠𝑗𝑘|𝑖]𝑦𝑘.    

 

 از طرفی عبار  زیر برقرار است

𝑏𝑖𝑠𝑖𝑘|𝑚 = −𝑠  𝑚
𝑖 𝑠𝑖𝑘 . 

 

 داریم  𝑏𝑖در ( 40)لذا با ضرب 

(41) 

      𝑏𝑖𝑏𝑚�̅�𝑖
𝑚𝑠𝑗0 = 𝛽[−𝑠𝑗

𝑖𝑠𝑖𝑘 − 𝑠𝑗𝑘|𝑖𝑏𝑖]𝑦𝑘 .    
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 ، داریم𝑦𝑗در (41)همچنین با ضرب 

𝑠  0
𝑖 𝑠𝑖0 = 0 

𝑠 𝑗کند  که  ایجاب می
𝑖 = لذا    یابد.به یک متر بروالدی تقلیل می 𝐹موازی باش د. در این حالت،   𝛼نس بت به    𝛽.  لذا 0

 اثبا  تمام می شود. 
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