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Introduction 

  In population dynamics, discrete-time dynamical systems have been used 

to describe interaction between ecological species. Comparing to 

continuous-time dynamical systems, discrete-time models are more suitable 

to describe populations with non overlapping generations. These models in 

general produce rich and complex dynamical behaviors. 

Among various population interaction, predator-prey models play a 

fundamental rule in mathematical ecology. The dynamics of predator-prey 

system is greatly depend on the implementation of the functional response, 

the availability of prey for predation. In this paper we consider a planar 

system which describes a predator-prey model. In order to reveal 

comprehensive dynamics of the system, we employee theoretical tools such 

as center manifold theorem along with numerical tools based on numerical 

continuation method. 

 Material and methods 

Our analysis is based on theoretical and numerical techniques. We first 

determine all fixed points of the system and conditions under which these 

points may undergo different bifurcations. To reveal more dynamics of the 

system, we also use numerical bifurcation methods and numerical 

simulations, which further examine the obtained analytical results. 

Results and discussion 

For the resented discrete-time predator-prey system, we compute several 

bifurcation curves, all possible codimension-1 and codimension-2 

bifurcations on thses curves along with their corresponding normal form 

coefficients. By branch switching technique and employing software 

package MatcontM, we compute stability boundaries for several cycles up 
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to period 32. We also use numerical simulation, to compute basin of 

attraction and strange attractor emerging around a Neimark-Sacker 

bifurcation. 

 Conclusion 

We can highlight the following results from this paper. 

 Detection and location of all fixed points of a discrete-time 

predator pray system. 

 Computing all possible codimension-1 and -2 bifurcation and 

their corresponding normal form coefficients which in turn 

reveal criticality of the bifurcation points and determine if 

extra bifurcation curves can emanate from each detected 

bifurcation. 

 Computing orbits up to period 32 which determine stability 

thresholds for different cycles. 

 Computing basin of attraction and strange of attractor which 

emerge around a Neimark-Sacker bifurcation by means of 

numerical simulation technique.  
How to cite Moghadasi Borujeni, R., & Khoshsiar Ghaziani, R. (2022). Codimension-2 bifurcations of a discrete 

time predator-prey system Mathematical Researches, 8 (2), 1-26.  
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پردازیم. وجود شکار و شکارچی می ۀهای دینامیکی یک سیستم گسستدر این مقاله به بررسی رفتار

 -کنیم و شرایط کافی برای وجود انشعاب فیلیپ و نایمارکرا بررسی میو پایداری نقاط ثابت سیستم 

های خم MatContM های عددی انشعاب و جعبه ابزار دهیم. با استفاده از روشساکر را ارائه می

ها به ساکر را به همراه نقاط انشعاب روی این خم -انشعاب نایمارک انشعاب نقطه ثابت از قبیل خم

و  2-بعدو هم 1-بعدهای همکنیم. تمام انشعابرا محاسبه می 02های تا تکرار یکلدست آورده و س

سازی عددی رفتار م و در نهایت با استفاده از شبیهکنیرا هم محاسبه می 2 همبعدهای انشعاب سوئیچ

 دهیم. آشوبی سیستم را نمایش می

 
 

(، 2) 8، های ریاضیپژوهش. چیی شکار و شکارسیستم گسسته 2-بعدهای همانشعاب (.1491) رضا، خوش سیر قاضیانی و؛ رعنا، مقدسی بروجنی: استناد

26-1. 

                  
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                                          خوارزمیناشر: دانشگاه 
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 مقدمه .1

چه حائز دهد. آنیک سیستم دینامیکی موقعیت هر نقطه را در فضای حالت آن سیستم با گذشت زمان شرح می

صورت در صورتی که مدل یک مسئله کاربردی به های دینامیکی است. بنابراین ستماهمیت است، درک رفتار کیفی سی

توان وضعیت آن را در ی خاص، میا حل آن و دانستن وضعیت متحرک در یک لحظهیک سیستم دینامیکی باشد، ب

تغییر کنند، رفتار دینامیکی آن ممکن است  های دینامیکیها در مدلهرگاه پارامتر بینی کرد.های قبل و بعد پیشلحظه

یرات دهد. آنالیز انشعاب، تغییخوش تغییر شود و اگر رفتار آن از لحاظ کیفی تغییر کند، در سیستم انشعاب رخ مدست

های سیستم یکند. هدف اصلی در مطالعههای سیستم تعیین میدینامیکی یک سیستم دینامیکی را تحت تغییر پارامتر

ها است. یک و تغییر در ساختار مدار تحت تغییر پارامتر ی ساختار مداری کامل از هندسهدینامیکی یافتن یک مشخصه

های موضعی اطراف نقاط ثابت یک سیستم است. برای بررسی وقوع های پایدار و رفتاره تعیین وضعیتجنبه از این مطالع

خطی را در نزدیکی نقاط انشعاب کنیم و رفتار سیستم خطی و غیرانشعاب، ماتریس ژاکوبین سیستم را محاسبه می

شود. ریبی به نام ضریب فرم نرمال مشخص میی انشعاب با استفاده از ضهای سیستم در یک نقطهکنیم. رفتارمقایسه می

  کند. ها در نزدیکی نقاط انشعاب را تعیین میها و همچنین پایداری آنهایی از قبیل جهت انشعابضرایب فرم نرمال رفتار

پارامتر  وشوند. این نقاط اگر تحت تغییر یک یا دهای سیستم ایجاد میدر واقع نقاط انشعاب به ازای تغییر پارامتر[ 1،2]

 زمان تغییر کند، معمولاا وقتی سیستم پارامترهایش هم شوند.نامیده می 2و  1بعد های همایجاد شوند به ترتیب انشعاب

 1-بعدهای همرد. این خم را، خم انشعابدو پارامتری رسم ک ۀرا در صفح توان آنکند که مییک خم انشعاب تولید می

که شرط نقطه ثابت و یکتایی را دارا است محاسبه  1-سیستم از یک نقطه انشعاب هم بعد ها با امتدادنامیم. این خممی

جدید امتداد داد. توان با محاسبه بردار مماس در طول شاخه شود را میشوند. خم همواری که از این نقاط شروع میمی

ها د که این عمل را سوئیچ انشعابشونمنشعب می 1-بعدهای همهای مختلف انشعابروی خم 2-بعدنقاط انشعاب هم

های دهند. بعد از تعیین کردن انشعابها رخ میهای نرمال آنها تحت شرایط خاصی روی ضرایب فرمنامند. این سوئیچمی

قدم بعدی در نظر گرفتن تغییرات پارامتر دوم برای سیستم و بررسی رفتار دینامیکی در این حالت است. وقتی  1-بعدهم

ی دو توان آن را در صفحهکند که مییک خم انشعاب تولید می زمان تغییر کنند، معمولااهایش همرامترسیستم پا

های مختلف خم روی 2-بعدنامیم. نقاط انشعاب هممی 1-بعدهای همپارامتری رسم کرد. این خم را خم انشعاب

 .[2]شوندپدیدار می 1-بعدهای همانشعاب

هایی برای آنالیز افزار شامل: الگوریتمترین نرمترین و پیشرفتهجدید MATLABدر محیط  MatContMبسته  

. این بسته شامل امتداد عددی نقاط ثابت با [6، 5، 4، 0] ها استها و اجرای آنهای نگاشتهای نقاط ثابت، مدارانشعاب

 ۀی متناظرشان است. همچنین محاسبهاروی خم 2-بعدی نقاط انشعاب همیک پارامتر آزاد، تعیین و مشخص کردن همه

شکار و شکارچی با معادلات  ۀمدل گسست .پذیر استامکان 2و  1-بعدهای همی انشعابهای نرمال برای همهضرایب فرم

 :[7] گیریمتفاضلی زیر را در نظر می

          (1 ) 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛) − 𝑥𝑛𝑦𝑛

𝑦𝑛+1 =
1

𝑏
𝑥𝑛𝑦𝑛
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 𝑦0و  𝑥0و  [8]پارامترهای سیستم  𝑏و  𝑎باشند. به ترتیب بیانگر جمعیت شکار و شکارچی می 𝑦𝑛و  𝑥𝑛که در آن 

دی ( و همچنین بررسی تحلیلی و عد1این مقاله، بررسی وجود و پایداری سیستم ) اعداد حقیقی مثبت هستند. هدف

مراجعه  [0]های شکار و شکارچی به های دینامیکی آن است. برای کسب اطلاعات بیشتر در زمینه دینامیک سیستمرفتار

کنیم و سپس در بخش بعدی، ابتدا ها را بررسی میکنید. در بخش اول مقاله وجود نقاط ثابت این سیستم و پایداری آن

م و با دهیهای سیستم را نمایش میسپس به صورت عددی انشعاب های سیستم را بررسی وبه صورت تحلیلی انشعاب

( را 1دهیم. در بخش اول وجود و پایداری سیستم )سازی عددی، رفتار آشوبی سیستم را نمایش میاستفاده از شبیه

 گیریم:کنیم. ابتدا لم زیر را در نظر میبررسی می

 

 2-بعدو هم 1-بعدهم هایانشعاب .2

 1-بعدهم ابانشع نقاط .1.2

 نینامند. ایم 2و 1بعد نقاط انشعاب هم بیو دو پارامتر آزاد را به ترت کی رییساختار خم نقاط ثابت تحت تغ رییتغ

نقاط  نییپس از تع ریز یهاشوند. در بخشیم نییتع نیژاکوب سیماتر ژهیو ریمقاد یها با استفاده از محاسبهانشعاب

 یهانقاط انشعاب که شامل محاسبه فرم نیا زیخم نقاط ثابت، به آنال یرو NS و LP ،PDشامل 1-انشعاب هم بعد

 MatcontM نرم افزار نی. همچنمیپردازینقاط است م نیحول ا ستمیس یکینامینرمال و رفتار د یهانرمال، ضرائب فرم

 .ضرائب و ارائه آن به کاربر را دارد نیمحاسبه ا تیقابل

 پیلیانشعاب ف . 2.2

𝜇1 یژهیمقدار و کیعاب وابسته به وجود انش: فیتعر =  کهی رهیدا یرو یگرید ژهیمقدار و چیکه هیدر حال 1−

 .مینامی)دوره تناوب دو برابر کننده( م PD ای لیبینباشد را انشعاب ف

 کرد لیتحو ریبه صورت ز یمرکز فلدیرا به من  ستمیتوان سیم PD نقطه انشعاب کی در

ω →  −ω + 𝑏𝜔3 + 𝑜(𝜔4), 

 است ریبه شکل ز ستمیاز س یکل فرم

ω →  −ω(1 + α) + 𝑏𝜔3 + 𝑜(𝜔4),     𝜔𝜖ℝ 

𝛼 یاست و حول مقدار بحران بیضر کی α  که = شود.  یمرتبه دوم از نقطه ثابت منشعب م کلیس کی، 0

 𝑏شود یمحاسبه م ریرمال است و به صورت زنفرم  بیضر 

 

(2) 

         

                   

          𝑏 =
1

6
< 𝑝, 𝐶(𝑞, 𝑞, 𝑞) + 3𝐵(𝑞, (𝐼 − 𝐴)−1𝐵(𝑞, 𝑞)) >, 
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𝑛 یهمان سیماتر کی 𝐼 که    × 𝑛  ،است𝐴𝑞 = −𝑞 ،𝐴𝑇𝑝 = −𝑝  و. < 𝑝, 𝑞 >=< 𝑞, 𝑞 >= 𝑏اگر   1 ≠ 0   

 2وب تنا از دور کیدهد( عبور کند یکه در آن انشعاب رخ م ی)نقطه ا یپارامتر کنترل از مقدار بحران یگاه وقتنآ

 :دیآ یم شیپ ریدو حالت ز 𝑏شود که با توجه به علامت  یم جادیدر نقطه ثابت ا

0اگر ( 1 < 𝑏  گاه انشعابآن PD در انشعاب یعنیاست،  یزبربحران PD 2ۀاز مرتب کلیس کی𝑘; (𝑘 = 1, 2, 3, … )  

در ادامه  است. ایناپا ستمیوجود دارد که نقطه ثابت س یدر طرف کلیس نیاست و ا ایشود که پا یم جادیا

 برگرفته از این موضوع است. 02و  16و  4های مرتبه ی سیکلمحاسبه

0 اگر  (2  > 𝑏 آنگاه انشعاب PD در انشعاب یعنیاست،  یربحرانیز PD 2 از مرتبه کلیس کی𝑘 شودیم جادیا 

 است. ایپا ستمیوجود دارد که نقطه ثابت س یدر طرف کلیس نیاست و ا ایکه ناپا

 ساکر-مارکیاب ناانشع .3.2

  ژهیو ریجفت مقاد کی یدارا  ستمیس نیژاکوب سی، ماترNS به اختصار ایساکر -مارکیانشعاب نا کیدر  .فیتعر

(0 < 𝜃 < 𝜋)𝜆1,2 = 𝑒±𝑖𝜃𝑜وجود نداشته  کهی رهیدا یرو یگرید ژهیمقدار و چیکه هیاست، به طور کهی رهیدا یرو

𝑘که  میکنیباشد. فرض م = 1,2, … ،𝑒𝑖𝑘𝜃𝑜 ≠  ستمیمطالعه رفتار س یگاه برا(، آنمینام یموارد را رزونانس  م نی)ا 1

 کرد لیتحو ریبه صورت ز یمرکز فلدیرا به من  ستمیتوان سینقطه م نیحول ا

 

ω → 𝜔𝑒𝑖𝜃(1 + 𝑑|𝜔|2 + 𝑜(|𝜔|4)), 

 

 داده شده است ریصورت زنامند که به  یفرم نرمال م بیرا ضر 𝑑و مختلط است  ریمتغ کی ω که

(0)         

 
 d =

1

2
eiθo〈p, C(q, q, q̅) + 2B(q, h11) + B(q̅, h20)〉, 

 h11 = (In − A)−1B(q, q̅),    h20 = (e2iθoIn − A)
−1

B(q, q), 

Aq = eiθoq, ATP = e−iθop, 〈q, q〉 = 〈p, q〉 = 1,  

 

Re(d) اگر .دشبا داریا ناپای داریتواند پایشود که م یم جادیبسته ا یایخم پا کی 𝑁𝑆 انشعاب یگیهمسا کی در <

Re(d)است و اگر  ایناپا بتاست که نقطه ثا یدر قسمت یداریخم بسته پا یعنیاست،  یربحرانیگاه انشعاب ز، آن0 >

است که  ایاپ ستمیه ثابت ساست که نقط عواق یقسمت رد یداریخم بسته ناپا یعنیاست،  یربحرانی، آنگاه انشعاب ز0

 .شده است ده( آور2( و )1) یهادر شکل هاانشعاب نیشکل ا
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انشعاب زبر بحرانی .1شکل   

       

 

   

زیر بحرانی .2شکل  
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هانگاشت 2 -بعدنقاط انشعاب هم زیآنال  .0.2 

-بعدهم یهاانشعاب وازدهد از یکیممکن است  رد،یگسسته تحت تغییر دو پارامتر قرار گ یکینامید ستمیس کی یوقت

هم  یهاانشعاب یهاخم ینقاط انشعاب رو نیا .ها رخ دهداز نگاشت یکل یهاام در خانواده k یبا دوره ییاز مدارها 2

مت قس نیاست. در ا کهی رهیدا یرو ژهیمقدار و کیاز  شیب یدارا طنقا نیدر ا نیژاکوب سیقرار دارند. در واقع ماتر 1-عدب

 اتیجزئ یاست، برا دهیچیپ اریآن بس بینرمال و ضرا یهافرم یمحاسبه  .میکنیم یرا معرف 2-بعدهم یهاعابهمه انش

λ. دی[ مراجعه کن10،5به مراجع ] شانیبها و ضرافرم نیمحاسبه ا
1

λو  
2

 ویژه هستند. ری، نشان دهنده مقاد

                        D1 ∶ λ1 = 1, a = 0,     (cusp, CP), 

                           D2 ∶   λ2 = −1, b = 0,    (Generalizedflip, GPD) 

                         D3 ∶   λ1,2 = e±iθo , c = 0,      (Chencinerbifurcation, CH), 

                           D4 ∶   λ1 = λ2 = 1 ,     (1: 1Resonance, R1), 

                               D5 ∶   λ1 = λ2 = −1 ,     (1: 2 Resonance, R2),     

D6 ∶    λ1,2 = e±iθo , θo =
2π

3
 ,     (1: 3Resonance, R3), 

                         D7 ∶   λ1,2 = e±iθo , θo =
π

2
 ,     (1: 4Resonance, R4), 

                       D8 ∶  λ1 = λ2 = −1 ,     (Fold − Flip, LPPD) 

 هاانشعاب چیگراف سوئ .2.2

منشعب شده از  یهاکانی. پدهندیرا نشان م 2و  1ممکن در نقاط انشعاب هم بعد  یهاچیسوئ یتمام ریز یهاگراف

 معنا است که خم انشعاب نشانین پر رنگ به ا نکایه است و پطنق نیامکان انشعاب در ا ۀدهندنقطه انشعاب نشان کی

 دیمعنا است که وجود خم انشعاب جد نیاست به ا ط تیرهکه به صورت خ یکانیدارد. پ ودوج یداده شده در حالت کل

× ینرمال است. نمادها یهامرف بیضرا یرو ینابرابر یطوابسته به شرا 2 ،× × و  3  یهاخم یهادهنده دورهنشان 4

 .دهند یم نرا نشا هااز انشعاب 4و  2 یها و تکرارهاگراف چیسوئ ریز یهااست. شکلمنشعب شده 

 

 
 هامسیر گراف  . 3شکل
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 سوئیچ گراف اول .0شکل 

 

 

 

 سوئیچ گراف دوم. 2شکل 

  

 هاهای آنوجود نقاط ثابت سیستم ، پایداری و آنالیز انشعاب.3

 

𝐹(𝜆)اگر  [11]. 1مل = 𝜆2 + 𝑃𝜆 + 𝑄 ثابت  ۀ( در نقط1ماتریس ژاکوبین سیستم ) ۀمشخص ۀمعادل(𝑥∗, 𝑦∗)  ،باشد

,∗𝑥)گاه نقطه آن 𝑦∗) 

|𝜆1|شود، اگرنامیده می چاه (1 < |𝜆2|،و  1 <  که چاه به طور عمومی مجانبی پایدار است. 1

|𝜆1|شود، اگر نامیده می ( منبع2 > |𝜆2|و  1 >  اپایدار است. ،که به طور عمومی ن1

|𝜆1|شود، اگر نامیده می ( زینی0 < |𝜆2|و  1 > |𝜆1|) یا  1 > |𝜆2|و  1 <  (، که در این حالت هم ناپایدار است.1

|𝜆1|( غیر هذلولوی است، اگر 4 =  .|𝜆2|یا  1
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   .1ۀگزار       

,𝐸1(0نقطه ثابت یکتای   ( دارای1سیستم ) (1 𝑎به ازای  (0 <
1

1−𝑏
𝑏و    <  است. 1

,𝐸2(𝑏( دارای نقطه ثابت یکتای 1سیستم ) (2 𝑎(1 − 𝑏) − 𝑎به ازای   (1 >
1

1−𝑏
𝑏و   <  است. 1

 گیریمرا به صورت زیر در نظر می ( ابتدا ماتریس ژاکوبین آن1رفتار سیستم ) ۀبرای مطالع    

(

𝑎 − 2𝑎𝑥 − 𝑦 −𝑥
1

𝑏
𝑦

1

𝑏
𝑥

)     

 به صورت زیر است 𝐸2( در نقطه ثابت 1اتریس ژاکوبین سیستم )مشخصه م ۀمعادل 

𝜆2 + 𝑃𝜆 + 𝑄 = 0 

𝑃که در آن    = 2 − 𝑎𝑏  و𝑄 = 𝑎 − 2𝑎𝑏 معادله مشخصه هم به صورت زیر استاین  و مقادیر ویژه 

𝜆1,2 = −
𝑃 ± √Δ

2
 

Δکه    = 𝑃2 − 4𝑄 = (𝑎𝑏 + 2)2 − 4𝑎 

 𝑬𝟏پایداری و انشعاب  

,𝐸1(0ثابت  ۀطنق. 2 ۀگزار 𝑎مجانبی پایدار است اگر  (0 < 1. 

𝐽(𝐸1) اثبات: = (
𝑎 0
0 0

|𝜆1|. از شرط  ( < 𝑎گیریم که نتیجه می 1 < 1. 

𝑎اگر . 3 ۀگزار =  𝐸1ی فیلیپ ایجاد شده روی خم است و نقطه 𝐸1( دارای انشعاب فیلیپ در 1سیستم ) 1−

 بحرانی است.زبر

𝐽(𝐸1)اثبات:  = (
𝑎 0
0 0

𝑎، اگر ( = −1 ،𝜆 =  دهد.، انشعاب فیلیپ را توضیح می1−

 .[10، 12] مثبت است 𝑏1ی فیلیپ، کافی است ثابت کنیم که ضریب فرم نرمال برای اثبات زبر بحرانی بودن نقطه

𝑏1 =
1

6
< 𝑝, 𝑐(𝑞, 𝑞, 𝑞) + 2𝐵(𝑞, (𝐼 − 𝐴)−1𝐵(𝑞, 𝑞)) >   

𝐴(1)و  = 𝐽((𝐸1)  و𝐵(. , . .)𝐶و  ( , . , .  به ترتیب بردارهای ویژه 𝑞و  𝑝و  0و  2 ۀهای خطی مرتببه ترتیب فرم (

 باشندبه صورت زیر می 𝑞و   𝑝های. بردار[7] هستند -1 ۀچپ و راست متناظر با مقادیر ویژ

𝑞 = (
𝑞1

𝑞2
) = (

1
0

) ,          𝑝 = (
𝑝1

𝑝2
) = (

1
0

) 

,𝐵(𝑞 فرم خطی 𝑞) شودبه صورت زیر محاسبه می 

[𝐵(𝑞, 𝑞)]1 = ∑
𝜕2(𝑎𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛) − 𝑥𝑛𝑦𝑛)

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

2

𝑗,𝑘=1

𝑞𝑗𝑞𝑘 = −2𝑎𝑞1𝑞1 = −2𝑎 

[𝐵(𝑞, 𝑞)]2 = ∑
𝜕2(

1
𝑏

𝑥𝑛𝑦𝑛)

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

2

𝑗,𝑘=1

𝑞𝑗𝑞𝑘 = 0 

𝜉 فرض کنید  = (𝐼 − 𝜆)−1𝐵(𝑞, 𝑞) پس داریم 

𝜉 = (
2𝑎

𝑎 − 1
0

) 

[𝐵(𝑞, 𝜉)]1 =
−4𝑎2

𝑎 − 1
,          [𝐵(𝑞, 𝜉)]2 = 0,         𝐶(𝑞, 𝑞, 𝑞) = 0 
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 به صورت 𝑏1و ضریب فرم نرمال 

𝑏1 =
1

6
< 𝑝, 𝑐(𝑞, 𝑞, 𝑞) + 2𝐵(𝑞, (𝐼 − 𝐴)−1𝐵(𝑞, 𝑞)) > 

      = −
2𝑎2

𝑎 − 1
> 0 

 

 شود.حکم اثبات می ۀنتیجو به این ترتیب 

𝑎گره زینی به ازای  ۀاش را در یک نقطپایداری 𝐸1 ثابت ۀنقط  .0ۀگزار =  دهد.از دست می 1

مثبت است. ابتدا ماتریس [ 8] (ABE)ای جبری جهت اثبات این گزاره باید ثابت کنیم که معادلات شاخه اثبات:

𝐹𝑥,𝑦وبین ژاک = [𝑇𝑥,𝑦 − 𝐼 | 𝑇𝑎]  ۀدر نقط 𝐸1 گیریمرا به صورت زیر درنظر می 

(
𝑎 − 1 0 0

0 −1 0
) 

𝑎ماتریس به ازای  =  کامل است. رتبه 1

𝑁([𝑇𝑥,𝑦را برای فضاهای پوچ  𝜓و  𝜙1 ،𝜙2های در ادامه بردار − 𝐼 | 𝑇𝑎])  و𝑁([𝑇𝑥,𝑦 − 𝐼 | 𝑇𝑎]
∗
به دست  (

 آوریم که به صورت زیر هستندمی

𝜙1 = (0, 0, 1)𝑇 ,      𝜙2 = (1, 0, 1)𝑇 ,      𝜓 = (1, 0)𝑇 

 گیریمزیر را در نظر می ABE ۀمعادل

      (4) 

𝐶11𝑎2 + 2𝐶12𝑎𝑏 + 𝑐22𝑏2 = 0 

𝐶𝑗𝑘که  در آن =< 𝜓, 𝐹𝑦𝑦
0  𝜙𝑗𝜙𝑘 ,𝑗که   < 𝑘 = 1, 𝐹𝑦𝑦 و  2

2یک تانسور 0 × 3 ×  و به صورت زیر است 3

 

𝐹𝑦𝑦
0 (: , ∶ , 1) = (

−2𝑎 −1 −2𝑥

0
1

𝑏
0

) 

𝐹𝑦𝑦
0 (: , ∶ , 2) = (

−1 0 0
1

𝑏
0 0

) 

𝐹𝑦𝑦
0 (: , ∶ , 3) = (

1 − 2𝑥 0 0
0 0 0

) 

𝐶12که  = 1 − 2𝑥  و𝐶11 =  ، پس در نتیجه0

𝐶12
2 − 𝐶11𝐶22 = (1 − 2𝑥)2 > 0 

 

𝑎که به ازای  به طور وضوح مثبت است =  سیستم یک انشعاب گره زینی دارد. 1

 𝑬𝟐 پایداری و انشعاب 

,𝐸2(𝑏نقطه ثابت .2ۀگزار 𝑎(1 − 𝑏) − 0مجانبی پایدار است، اگر   (1 < 𝑎 <
1

1−2𝑏
𝑏و   <

1

2
اش ، که پایداری

 .دهدمی را در شرایط زیر از دست
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𝑎ای، اگر ی شاخه( توسط یک نقطه1 =
3

3𝑏−1
. 

𝑎ساکر، اگر-ی نایمارک( توسط یک نقطه2 =
1

1−2𝑏
,𝑎و    𝑏 > 𝑏و   0 <

1

2
. 

:1ی رزونانس ( توسط نقطه0 𝑎 ، اگر  2 =
1

1−𝑏
. 

 اثبات:

 به صورت زیر است   𝐽(𝐸2) مقادیر ویژه

𝜆1,2 =
𝑃 ± √Δ

2
 

𝑃که در آن  = 2 − 𝑎𝑏  و𝑞 = 𝑎 − 2𝑏  و𝐽(𝐸2) به صورت زیر است 

(
−𝑎𝑏 + 1 −𝑏

𝑎 − 𝑎𝑏 − 1

𝑏
1

) 

 مجانبی پایدار است.  𝐸2 ثابت  ۀ، اگر شرایط زیر برقرار باشد نقط[6]با استفاده از شرایط ژوری 

(5)   

F(-1) =1 + Tr(J(𝐸2)) + Det(J(𝐸2))  > 0                                   (i) 

F(1) =1 - Tr(J(𝐸2)) + Det(J(𝐸2))  > 0                                  (ii) 

Det(J(𝐸2))  > 0                                                                         (iii) 

 

𝑎هرگاه  <
1

1−2𝑏
 ، 𝐷𝑒𝑡(𝐽(𝐸2)) < 1 . 

𝑎اگر  :(i)اثبات   =
3

3𝑏−1
 گره زینی است. ۀاین به معنی وجود نقط؛ است 1+برابر با  𝐽(𝐸2) ، مقدار ویژه

𝑎 : اگر(ii)اثبات   =
1

1−2𝑏
 ،𝐷𝑒𝑡 (𝐽(𝐸2)) = شرایط  و در نتیجه دضرب یک داردو مقدار ویژه با حاصل ، یعنی1

 شود. ساکر برقرار می -نایمارک ۀوجود نقط

𝑎اگر  : (iii)اثبات   =
1

1−𝑏
 ،𝜆1,2 =  شود. و در نتیجه اثبات کامل می 1−

 

 𝑬𝟏 و 𝑬𝟐آنالیز انشعاب عددی  .0

دهیم. تمام انجام می MATLABدر  MatContMعددی را با استفاده از جعبه ابزار  هایدر این بخش انشعاب

هم به صورت نتایج عددی و هم نمودارهای ها را آوریم. این انشعابرا به دست می 2-بعدو هم 1-بعدهای همانشعاب

Ω  𝐸1را با𝐸1  پایداری  ۀدهیم. ناحیانشعاب نمایش می

𝑠  و ناحیه پایداری  𝐸2 را باΩ  𝐸2

𝑠 دهیم که در نمایش می

 نمودارهای انشعاب مشاهده خواهیم کرد. 

  𝑬𝟏 انشعاب عددی .1.0

پایداری  ۀدر ناحی b= 0/01و a= 3که به ازای پارامترهای  (0,0) = (x,y)وع از نقطه ثابت را با شر𝐸1 نقطه ثابت 

  𝐸1شود تحت تغییر پارامتر آزاد حاصل میa 1 دهیم، خروجی زیر را با نامامتداد میRun آوریم به دست می 

Run 1: lable = BP, x=(0/000000,  0/000000,  1/000000) 
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در نقطه انشعاب متناظر  aآخر مقدار پارامتر آزاد  ۀهستند و مولف 𝐸1 مقادیر مختصات نقطه ثابت   xاول از ۀدو مولف

 ۀبرای سیستم گسستPB ک انشعاب ی ∗𝑦 ۀاست، نقط

 (6)    

F = g(x,𝛼) – x = 0, 

∗𝑦  ۀقطصدق کند و از ن (6) مکه در سیست طوری به ،و حداقل دو خم هموار متمایز وجود داشته باشند  )0𝑦∗F = (, است

 بگذرد.

 .این خم شدن نقاط ثابت و انشعاب حاصل است ۀدهندنشان 6شکل 

 

 2.ایمنحنی نقطه شاخه  .6شکل

 

  𝑬𝟐انشعاب عددی . 2.0

,0/33)نقطه ثابت   0/34)  𝐸2   bآزادتحت تغییر پارامتر 𝐸2 در ناحیه پایداری   a= 2, b= 0/33را با پارامترهای=

 شودحاصل می 2Runدهیم، خروجی زیر با نامامتداد می

Run 2: lable = NS, x= (0/250000,   0/500000, 0/250000) 

Normal form coefficient of NS =-8/888889e-01 

 بینیم قسمت حقیقی ضریب فرم نرمال منفی است و به این معنی است طور که میتفسیر بیولوژیکی انشعاب: همان

 ثابت ناپایا است. ۀپایداری در قسمتی است که نقط ۀه انشعاب زبربحرانی است، یعنی خم بستک

دهد که این نتیجه منطبق ساکر از دست می-در یک نقطه نایمارک b= 0/250000 اش را به ازایپایداری 𝐸2 ۀنقط

𝑎سمت دوم است )ق 5 ۀی تحلیلی گزاربا نتیجه =
1

1−2𝑏
  .) 
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𝜃  > 0) ۀ دارای یک جفت مقادیر ویژ ماتریس ژاکوبین سیستم،  NSساکر یا به اختصار-نایمارکدر یک انشعاب  < 𝜋)  𝜆1,2=𝑒±𝑖𝜃0 روی

≠کنیمیکه وجود نداشته باشد. فرض می دیگری روی دایره هیچ مقدار ویژه کهطوری یکه است، به دایره 1, 𝑘 =

 1:1ترتیب به رزونانس قوی که به  4 و0، 2، 1های قویرزونانس نامیم(می را رزونانس )این موارد 𝑒±𝑖𝜃0  که  1,2,3,4

(𝑅1)  1:2، رزونانس قوی  (𝑅2) 1:0، رزونانس قوی(𝑅3) 1:4و رزونانس قوی (𝑅4) شوند.گذاری مینام 

 7 شود که در شکلناپایا تشکیل می ی پایا در اطراف نقطه ثابتیک خم بسته NS در همسایگی b= 0/25999به ازای 

نشان داده شده است.
  

 
 .a=2, b=0.25999ازای  ی پایا بهخم بسته  .7شکل 

 

  a,bتحت تغییر پارامترهای آزاد  NS و رسم یک منحنی از نقاط Run 2در NS  در ادامه با شروع از نقطه انشعاب

کنیم که را در زیر مشاهده می 0Runخروجی با نام  .دهدرخ می R4 R3 , R2 ،2-بعدهای همروی این خم، انشعاب

 است. 8نمودار آن به شکل 

Run 3: lable = R4, x= (0/400000,  2/000000,  5/000000,  0/000000) 

normal form coefficient of R4: A=-1/240347e+00+6/201737e-01i 

lable = R3, x= (0/428571, 3/000000,  7/000000,  0/428571,  0/500000) 

normal form coefficient of R3:Re(c_1)= -5/000000e-01 

lable = R2, x= (0/444444,  4/000000,  9/000000,  0/400000,  -1/000000) 

normal form coefficient of R2:[c,d]= 2/858854e -1/715244e+01 

 

و  1:0، رزونانس1:2های رزونانسساکر، انشعاب-ارکمحاسبه شده در طول منحنی نایم 2-بعدهای همانشعاب

 .باشدقسمت سوم می  5 ۀمتناظر با گزار 1:2هستند. نتایج عددی انشعاب رزونانس 1:4رزونانس 
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 .2Runدر  NSساکر، باشروع از نقطه انشعاب -خم انشعاب نایمارک .8شکل 

 32و 16 و 0مدارهای تکرار  .3.0

 شود.از نگاشت منشعب می 4 ۀ، بنابراین دو سیکل از مرتب[10]کند صدق می |A| 1 <در 𝑅4 از  A  جا که ضریباز آن

𝑐4برایداده شده است.   a=4.9999069 , b=0.39999642سیکل پایا برای  -4یک  = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} ، 

X1=(0.39945746,2.0076271) ین چون بینیم. همچنمی 0ها را در شکل است. این سیکل  |A| > 1،  پس با شروع

ها در زیر را داریم که خروجی آن 2-بعدکنیم که روی این دو خم فلد، انشعابات همدو نمودار فلد را رسم می𝑅4 از نقطه 

 باشد.می 19 است و نمودار آن به شکلRun 4آورده شده، نام آن 

 
 .a=4.9999069, b=0.39999642سیکل پایا به ازای -0یک  .9شکل 

 

                    .Run 4: lable = LPPD, x= (0/077546,  1/416831,  3/948550,  0/274951) 

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= -1/638977e-01, -3/078210e+02 
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lable = LPPD, x= (0/540029,  1/683814,  5/511767,  0/382405) 

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= 7/735619e-01, -1/936842e+00 

lable = CP, x= (0/399998,  2/000006, 5/000001,  0/400000) 

normal form coefficient of CP:s= -4/546038e+00 

 

روی دایره یکه باشد.  1شود که ماتریس ژاکوبین فقط دارای یک مقدار ویژه ( حاصل میCPگوشه )-زمانی انشعاب کاسپ

 -1ساده یکی برابر با  دهد که ماتریس ژاکوبین تنها دارای دو مقدار ویژه( زمانی رخ میLPPDگره زینی )-فلد انشعاب

 یکه وجود نداشته باشد. دیگری روی دایره + باشد و هیچ مقدار ویژه1و دیگری 

 

 

 .منشعب شده است NSروی خم  𝑹𝟒 ۀکه از نقط 𝐋𝐏𝟒دو خم فلد  .14شکل 

 نامیم. میRun 5یابد. خروجی آن را به دست آمده، ادامه می Run 4در LPPD که از نقطه  4 ۀاد خم فیلیپ مرتبامتد

Run 5: lable = LPPD, x= (0/459801,  2/377869,  5/511767,  0/382405)  

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= 7/735689e-01, -3/212194e+01 

lable = R2, x= (0/513005,  2/276779,  5/65162,  0/375352) 

normal form coefficient of R2:[c,d]= 2/425172e+00, -1/386196e+02 

( که C4سیکل )-4را با شروع از  4 ۀثابت از مرتب ۀباشد. در ادامه یک خم نقطها میاین انشعاب ۀنشان دهند 11شکل

نامیم. خم به دست آمده در این اجرا در میRun 6خروجی این امتداد را  کنیم.شود محاسبه میدیده می 5در شکل 

 شود. دیده می 12شکل 
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Run 6: lable = LP, x= (0/398623,  2/007628,  0/399996) 

normal form coefficient of LP= 2/427508e-02 

lable = NS, x= (0/249980,  2/581260,  0/383393) 

normal form coefficient of NS = -1/496057e+02 

lable = BP, x= (0/036654,  0/000000,  0/261399) 

 

 
 ۀمنشعب شده است و منحنی فیلیپ مرتب NSروی خم   𝑹𝟒یکه از نقطه 𝐋𝐏𝟒دو خم گره زینی . 11 شکل

 .LPPD( با شروع از نقطه انشعاب 𝐏𝐃𝟒چهار )

 

 
 .𝑪𝟒 با شروع از 0منحنی نقطه ثابت تکرار . 12 شکل
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که با شروع  از  را NSماند. حال خم باشد، پایا باقی می b < 0.399996 > 0.261399تا زمانی که  4سیکل مرتبه 

رسم شده  10نامیم. این خم در شکل میRun 7محاسبه کرده و آن را Run 6محاسبه شده، در  NS نقطه انشعاب

 .است

Run 7: lable = R4, x= (0/229885,  2/354194,  4/615965,  0/374982,  0/000000) 

normal form coefficient of R4: A= -4/453277e+00+-1/491255e-00i 

lable = R3, x= (0/249536,  2/747054,  5/218594,  0/382476,  -0/500000) 

normal form coefficient of R3:Re(c_1)= -6/065819e-00 

lable = R2, x= (0/237339,  3/111749,  5/625162,  0/375352,  -1/000000) 

normal form coefficient of R2:[c,d]= 9/121279e+00 -5/172536e+02 

,  NS4 ,   𝐿𝑃4های مرز بین منحنی 𝑃𝐷4پایداری ۀناحی𝐶4   است که آن را با نمادΩs
نشان داده؛  4

از نگاشت  16است، پس دو سیکل مرتبه  |A| > 1 همچنین چون بینیم.می 10نمودارشان را در شکل 

𝑐16 شودتولید می =  {𝑥1, … , 𝑥16} سیکل صورت − 𝑥1 ( 0/22446117,2/3675919که )  این 16 و =

a= 4/6195105   و b= 0/37ggmail487554 .است 

 

 
𝑪𝟒( ،𝛀𝐬پایداری   ۀناحی . 13 شکل

 .است 𝐍𝐒𝟒, 𝐋𝐏𝟒, 𝐏𝐃𝟒 هایها شامل خم(، کران𝟒

را که از  16 ۀـ سیکل، دو خم فلد از مرتب 16 پایداری ۀناحی ۀآمده است. برای محاسب 14در هاشکل این سیکل

ها وجود دارند. خروجی این است، پس این خم A| > 1|کنیم. چون منشعب شده است محاسبه می R4 ۀنقط

 آمده است. 15های آن در شکل شکل خم زیر آمده است و ، در8Runامتداد، 
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Run 8: lable = CP, x= (0/229885, 2/354194, 4/615967, 0/374982) 

normal form coefficient of CP:s= 3/280258e+03 

lable = LPPD, x= (0/245459,  2/335794,  4/651131,  0/374400) 

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= 1/235611e+01, 3/690149e+01 

lable = LPPD, x= (0/260418,  2/363215,  4/76566,  0/376169) 

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= e-01, -1/52023e+06 

 
 .16سیکل مرتبه  . 10شکل 

 

 

 . 𝐍𝐒𝟒روی منحنی  𝑹𝟒ی با شروع از نقطه (𝑳𝑷𝟏𝟔)های فلد منحنی -15شکل 

کنیم. شود محاسبه میدیده می 14( که در شکل C16 ـسیکل ) 16را با شروع از  16 در ادامه یک خم نقطه ثابت از مرتبه

نشان داده شده است. انشعاب وابسته  16نامیم. خم بدست آمده در این اجرا در شکل میRun 0خروجی این امتداد را 
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𝜆به وجود یک مقدار ویژه = )دوره دیگری روی دایره یکه نباشد را انشعاب فلیپ یا  در حالی که هیچ مقدار ویژه،   1−

 نامیم. تناوب دو برابر کننده( می

𝜆 انشعاب وابسته به وجود یک مقدار ویژه = یکه نباشد را انشعاب  دیگری روی دایره ، در حالی که هیچ مقدار ویژه1

 نامیم.یا )نقطه حدی( می فلد

Run 9: lable =PD, x= (0/218246,  2/419802,  4/669990) 

normal form coefficient of PD= 7/727454e+03 

lable = LP, x= (0/213071,  2/455207,  4/709341) 

normal form coefficient of LP= 2/663055e+02 

lable =PD, x= (0/214174,  2/417745,  4/668426) 

normal form coefficient of PD= 1/443275e+04 

 

 
 . 𝑿𝟏𝟔با شروع از  16منحنی نقطه ثابت تکرار  . 16شکل 

 

 Run 0در  PDی ماند. با شروع از نقطهباشد، پایا باقی می a < 4.709341 > 4.668426که تا زمانی 16سیکل مرتبه 

 شود. ـ سیکل به صورت زیر ایجاد می 02 و رسم منحنی نقطه ثابت آن، یک

𝑐32 شودمی = {𝑥1, … , 𝑥32} (0/2143,2/4248474) =که  𝑥1 و a= 4/671617 و b= 0/37487554 .است 

 نشان داده شده است. 17ها در شکل نمودار این سیکل
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 a=4.6716174, b=0.37487554.سیکل پایا به ازای -32یک  . 17شکل 

نامیم. نمودار می 19Runرا خروجی آنرا رسم کرده و   PD، منحنیRun 0در  PDی حال با شروع از نقطه

 .نشان داده شده است 18این خروجی  در شکل 

Run 10: lable = LPPD, x= (0/669196,  0/334530,  5/540166, 0/269733) 

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= -7/949477e-01, -1/520023e+06 

lable = LPPD, x= (0/684060,  0/344990,  6/168872,  0/270591) 

normal form coefficient of LPPD:[a/e,be]= -5/038217e-01, -3/930133e+10 

lable = R2, x= (0/6844730,  0/344914,  6/17629,  0/270646) 

normal form coefficient of R2:[c,d]= 1/141891e+11, -2/856352e+11 

 

 شبیه سازی عددی .2

 کنیمکنیم. فرض میبررسی می Run 2حاصل در NSی یکی سیستم را در نزدیکی نقطهدر این قسمت رفتار دینام

(0/250000,0/500000)  =(𝑥0, 𝑦0)  ،a= 2  وb به  20و 19های به عنوان پارامتر آزاد در نظر گرفته شود. شکل

دهد. نشان می NSاز یک انشعاب  را قبل 𝐸2شود و رفتارهای نقطه ثابت حاصل می b= 2/9و  b= 2/6ترتیب به ازای 

دهد و یک ساکر نشان می-را بعد از انشعاب نایمارک 𝐸2شود و رفتارهای نقطه ثابت حاصل می b= 3به ازای  21شکل 

به  bدهد که پایداری با افزایش آید که نشان میمیبدست  b= 3/5به ازای  22دهد. شکل  منحنی بسته تشکیل می

اتفاق  b= 4/1به ترتیب به ازای  23های  شود. شکلد و منحنی بسته هم از هم فرو پاشیده میروتدریج از بین می

 افزایش یابد سیستم ما ناپایدارتر خواهد شد.  bافتد و این امر بیانگر این نکته است که هرچه مقدار می
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این حالت شکل آشوبناک است دهد، در افتد و یک جاذب آشوبی را نشان میاتفاق می b= 4/3هم به ازای 24 شکل 

 .و رفتار آن قابل کنترل نیست

 
𝑪𝟏𝟔 (𝛀𝐬ناحیه پایداری  . 18شکل 

 .  𝐏𝐃𝟏𝟔 , 𝐋𝐏𝟏𝟔، یا همان مرز بین (𝟏𝟔

 

 
 .a=2, b=2/6نقطه ثابت پایدار به ازای  .19شکل 
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 .a=2, b=2/9به ازای ساکر -قبل از انشعاب نایمارک 𝐄𝟐رفتار نقطه ثابت  .24شکل 

 

 
 .=a=2, b  3ساکر به ازای -بعد از انشعاب نایمارک 𝐄𝟐رفتار نقطه ثابت  .21شکل 
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 .a=2, b=3/5فروپاشیده شدن منحنی بسته سیستم به ازای  .22 شکل

 

 
 .a=2, b=4/1های بسته چندگانه به ازای وجود خم .22شکل 
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 a=2, b=4/3.جاذب آشوبی سیستم به ازای  .20شکل 

 

 گیرینتیجه .6

های فیلیپ و ی شکار و شکارچی را بررسی کردیم. وجود انشعابدر این مقاله رفتار غیرخطی مدل گسسته

بدست آوردیم. نتایج عددی و  2-های همبعدساکر را به صورت تحلیلی و با استفاده از تئوری انشعاب -نایمارک

به  bبه دست آورده؛ با انتخاب  MatContMمک جعبه ابزار را به ک 2و 1های عددی همبعد نمودارهای انشعاب

رفتار دینامیکی سیستم را رسم  b، به ازای مقادیر مختلف a عنوان پارامتر انشعاب و ثابت در نظرگرفتن پارامتر 

 کردیم و در نهایت رفتار آشوبی آن را نمایش دادیم.
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