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 دهیچک
 یرخطیغفردهلم -ولترا انتگرال معادلات جواب بیتقر یراب( ALPs) 0نیگزیلژاندر جا یهایاچندجمله مقاله، نیا در

 اب سپس، و شودیم لیتبد دوم نوعفردهلم -ولترا انتگرال معادله کی هب لهأمس ابتدا. اندشده استفاده( VFIEs) 2اول نوع

 یدستگاه از معادلات جبر کیبه حل  یثانو لهمسأ حل ،ALPو حاصل ضرب  یریگانتگرال یاتیعمل یهاسیماتر از استفاده

 شده ارائه روش یبرا خطا لیتحل کی. ابدییم کاهش هستند، لهمسأ قیجواب دق ALP بیکه مجهولات آن ضرا ،یرخطیغ

 ،ALPsاز  یدر صورت استفاده از تعداد کم یحتروش،  نیکه ا دهندیم نشان یعدد یهامثال جینتا و است شده انجام

 . دهدیم ارائه یخوب دقت

 .یاتیعملسیماتر ،نیگزیجا لژاندر یهایاچندجمله فردهلم،-ولترا انتگرال معادلات اول، نوع یرخطیغ انتگرال معادلات :یدیکل هایواژه

 

 مقدمه. 1
 به فرم اول نوع یرخطیغ فردهلم-ولترا انتگرال معادلات حل یبرا یعدد روش کی هارائمقاله،  نیا هدف

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)𝐺1(𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑥

0

+∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)𝐺2(𝑢(𝑡))𝑑𝑡
1

0

,   𝑥 ∈ [0,1], 

𝑖 ،ها 𝑘𝑖 و 𝑓 ،است مجهول و اردمق یقیحق تابع کی 𝑢که در آن  است = معلوم هستند  داده شده و وستهیتوابع پ ،1,2

𝐼 یهابازه یرو بیترت به که ≔ 𝐼 و [0,1] × 𝐼 و اندشده فیتعر 𝐺𝑖 ها، 𝑖 =  ثابت بیبا ضرا 𝑢از  ییهایاچندجمله ،1,2

 میکنیم فرض یسادگ یبرا هستند.

Gi(𝑢(𝑥)) = 𝑢
𝑝𝑖(𝑥), 𝑖 = 1,2, 

                                                           
 ئولنویسندۀ مس        sbazm@maragheh.ac.ir 

1 Alternative Legendre Polynomials 

2 Volterra-Fredholm Integral Equations of the First Kind 
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𝑖 ،ها 𝑝iدر آن  که = به هر نوع معادله انتگرال  تواندیم یآسان به روش نیا یول هستند، مثبت و حیصح یاعداد ،1,2

 :میریگیرا در نظر م ریما معادلات انتگرال به فرم ز نیبنابرا داده شود. میتعم (0-0)به فرم  یرخطیغ

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝1(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

+∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝2(𝑡)𝑑𝑡

1

0

,   𝑥 ∈ [0,1]. 

حل  یبرا یگسسته ساز یهاروش مثال عنوان به. اندشده هحل معادلات انتگرال نوع اول ارائ یبرا یمتعدد یهاروش

  ینوع اول خط یمعادله انتگرال ولترا

𝑓(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
1

0

, 𝑥 ∈ [0, 𝑇], 

و  یبلوک-پالس توابع اساس بر ،(0-0) حل یبرا میمستق روش کی. اندشده هارائ  [32, 30, 29, 20, 08, 00, 8] در

در  (0-0) یحل عدد یاصلاح شده برا یبلوک-شده است. توابع پالس فیتوص [3]آنها، در  یریگانتگرال یاتیعمل سیماتر

 یرخطیغ یولترا انتگرالمعادله  لح یبرا یعدد یهاروش [07،08] 2نیو گلادو [7]0برونر. اندو استفاده شده یمعرف [23]

 نوع اول 

𝑓(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
1

0

, 𝑥 ∈ [0, 𝑇], 

 نیا. اندشده یمعرف [00]در  (5-0)انتگرال  ۀمعادلحل  یبرا یسازگسسته یهاروش از خانواده کی .اندکرده یبررس را

 ،یخط یچندگام یهابه کار رفته بودند که شامل روش (0-0)حل معادله  یبرا 3اسکات توسط قبلا هاروش از خانواده

 یخانواده از معادلات انتگرال ولترا کی یحل عدد یروش موجک هار برا کی .هستند یمحلهم وبلوک -به-بلوک

 [0]در  یرخطیدر مورد حل معادلات انتگرال غ یاجمال ۀمطالع کی نیشده است. همچن ارائه [27]نوع اول در  یرخطیغ

 انجام شده است.

که  یمعن نیبد ،هستند بدوضع یلئمسا یاشاره شده است، معادلات انتگرال نوع اول به طور ذات [3]که در  گونههمان

. شود هاابجو در بزرگ یلیخ راتییجر به تغتواند منیم لهمسأ در کوچک راتییتغ و است داریپانا یجواب آنها به طور کل

 رانکیب یهاجواب به منجر است ممکن کوچک یخطا کی که یطور به کندیم مشکل اریبس را یعدد حل یبدوضع نیا

 مقاله، نیا در. است شده ارائه بدوضع لمسائ مشکل نیا بر غلبه یبرا یفاوتمت یسازمنظم یهاروش [2،31]شود. در 

 که فرض نیا با ،یبدوضع بر غلبه یبرا

𝑘1(𝑥, 𝑥) ≠ 0, 𝑥 ∈ [0,1], 

 :میرسیم ریدوم ز ۀمرتبفردهلم  -به معادله انتگرال ولترا 𝑥به  نسبت( 3-0)از  یریگمشتق و

𝑢𝑝1(𝑥) = ℎ(𝑥) + ∫ 𝑟1(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝1(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

+∫ 𝑟2(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝2(𝑡)𝑑𝑡

1

0

,   𝑥 ∈ [0,1], 

                                                           
1 Brunner 
2 Gladwin 
3 Scott 

(3-0)  

(0-0)  

(5-0)  

(7-0)  

(6-0)  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
3.

44
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-0

4-
13

 ]
 

                             2 / 24

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.3.443
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2973-fa.html


 444                                                             0011، پاییز 3 ۀ، شمار7جلد                                                             های ریاضی   پژوهش

 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 

 آن در که

𝑟𝑖(𝑥, 𝑡) = −
𝜕

𝜕𝑥
𝑘𝑖(𝑥, 𝑡)/𝑘1(𝑥, 𝑥), 𝑖 = 1,2, 

 و

ℎ(𝑥) = 𝑓′(𝑥)/𝑘1(𝑥, 𝑥). 

 انیرا به طور مختصر ب ALPs یهایگژیو ی، برخ2است. ابتدا، در بخش شده میتنظ ریز صورت به مقاله نیا ۀادام

همراه با  یمحلهم روش، 3 بخش در. میآوریم دست به را آنها ضرب حاصل و رالانتگ یاتیعمل یهاسیماتر و میکنیم

 یاز معادلات جبر یرخطیدستگاه غ کیرا به حل  (7-0) لهمسأ حل تا شوندیاستفاده م ALP یاتیعمل یهاسیماتر

 و قتد دادن نشان یبرا 5 بخش در یعدد مثال یتعدادانجام شده است.  0روش در بخش  یخطا لی. تحلدهند لیتقل

 .است آمده 6 بخش در هم کار یریگجهینت. است آمده روش ییکارا

 نیگزیجا لژاندر یهایاچندجمله. ۲
 هایاچندجمله نیا خواص یبرخ وداشت  میخواه نیگزیجا لژاندر یهایاچندجمله بر مختصر یمرور بخش، نیا در

 .میدهیارجاع م [9،01]خواننده را به  شتریاطلاعات ب یبرا .میکنیم انیب را

 هایژگیو و فیتعر ۲-1

𝒫باشد. مجموعه  ینامنف حیعدد صح کی 𝑛 دیکن فرض
𝑛
= {𝒫𝑛𝑘(𝑥)}𝑘=0

𝑛 در  نیگزیجا لژاندر یهایاچندجمله از

 :اندشده یمعرف ریز صورت به[ 01]

(2-0  )𝒫𝑛𝑘(𝑥) = ∑ (−1)𝑗 (𝑛−𝑘
𝑗
) (𝑛+𝑘+𝑗+1

𝑛−𝑘
)𝑛−𝑘

𝑗=0 𝑥𝑘+𝑗 = ∑ (−1)𝑗−𝑘 (𝑛−𝑘
𝑗−𝑘
) (𝑛+𝑗+1

𝑛−𝑘
)𝑛

𝑗=𝑘 𝑥𝑗 , 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

𝒫در  یاچندجمله هر که مینیبیم ،متعامد یهایاچندجمله از مرسوم یهامجموعه لافخ بر
𝑛

به  است. 𝑛از درجه   

𝑛 یعنوان مثال برا =  :میدار 3

{
 
 

 
 𝒫30(𝑥) = 4 − 30 𝑥 + 60 𝑥

2 − 35 𝑥3,

𝒫31(𝑥) = 10 𝑥 − 30 𝑥
2 + 21 𝑥3

𝒫32(𝑥) = 6 𝑥
2 − 7 𝑥3,

𝒫33(𝑥) = 𝑥
3.

 

 :[01] دهدیم جهیرا نت ریز 0گزیرودر نوع از شینما( 0-2) رابطه

(2-2                   )𝒫𝑛𝑘(𝑥) =
1

(𝑛−𝑘)!

1

𝑥𝑘+1

𝑑𝑛−𝑘

𝑑𝑥𝑛−𝑘
(𝑥𝑛+𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘), 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

 

                                                           
1Rodrigues 
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 :[01] شودیم جهینت (2-2) از

(2-3    )                                                                    ∫ 𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
1

𝑛+1

1

0

1

0
, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

𝑤(𝑥)نسبت به تابع وزن  [0,1]بازه  یرو نیگزیلژاندر جا یهایاچندجمله = آنها در روابط  یعنیمتعامد هستند،  1

 :[10] کنندیصدق م ریتعامد ز

(2-0                                                                     )∫ 𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝒫𝑛𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑘+𝑙+1

1

0
𝛿𝑘𝑙 , 𝑘, 𝑙 = 0,1, … , 𝑛, 

 کرونکر است. یدلتا 𝛿𝑘𝑙در آن  که

.] دیکن فرض ]𝑇 بردار( 0-2). با استفاده از رابطه باشد سیماتر ایبردار  کی ترانهاده معرف ALP 

Ψ(𝑥) = [𝒫𝑛0(𝑥), 𝒫𝑛1(𝑥), … , 𝒫𝑛𝑛(𝑥)]
𝑇 , 

 فرم در تواندیم

(2-5      )                                                                                                           Ψ(𝑥) = 𝑄𝑋(𝑥), 

 شود که در آن  نوشته

𝑋(𝑥) = [1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑛]𝑇 , 

 است: ریز یبالامثلث سیماتر 𝑄 و

𝑄 = [𝑞𝑘𝑗]𝑘,𝑗=0
𝑛 , 𝑞𝑘𝑗 = {

0,                                                            0 ≤ 𝑗 < 𝑘,

(−1)𝑗−𝑘 (
𝑛 − 𝑘

𝑗 − 𝑘
) (
𝑛 + 𝑗 + 1

𝑛 − 𝑘
) , 𝑘 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

 

 :[01] کنندیم صدق ریز یاجمله-سه یدر رابطه بازگشت ALPs نیهمچن

𝒫𝑛𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛,

𝒫𝑛,𝑛−1(𝑥) = 2𝑛 𝑥
𝑛−1 − (2𝑛 − 1)𝑥𝑛,

𝑎𝑛𝑘𝒫𝑛,𝑘−1(𝑥) = (𝑏𝑛𝑘𝑥
−1 − 𝑐𝑛𝑘)𝒫𝑛𝑘(𝑥) − 𝑑𝑛𝑘𝒫𝑛,𝑘+1(𝑥), 𝑘 = 𝑛 − 1,… ,1.  

 

 در آن  که

𝑎𝑛𝑘 = (𝑘 + 1)(𝑛 − 𝑘 + 1)(𝑛 + 𝑘 + 1),

𝑏𝑛𝑘 = (𝑘)(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2),

𝑐𝑛𝑘 = (2𝑘 + 1)((𝑛 + 1)
2 + 𝑘2 + 𝑘),

𝑑𝑛𝑘 = 𝑘(𝑛 − 𝑘)(𝑛 + 𝑘 + 2).

 

 نیا. هستند مرسوم متعامد یهایاچندجمله یهایگژیو مشابه کهدارند  ییهایگژیو نیگزیجا لژاندر یهایاچندجمله

 رابطه بر بنا اما ستندین یابرهندس نوع ازجواب معادلات  هایاچندجمله

(2-6                                                            )𝒫𝑛𝑘(𝑥) = (−1)
𝑛−𝑘𝑥𝑘𝑃𝑛−𝑘

(0,2𝑘+1)(2𝑥 − 1), 𝑘 = 0,1, … , 𝑛, 
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𝑃𝑖یژاکوب یهایابر حسب چندجمله توانندیم
(𝛼,𝛽) نی. بنابرا[01] شوند انیب ALPs چندجمله از یمختلف یهابا خانواده

 .کنندیم حفظ را منظم متعامد یهایاچندجمله یهامشخصه تمام یزیطور متما بهمرتبط هستند و  یژاکوب یهایا

 .دیآیبه دست م (6-2) ۀرابطو  [28] یژاکوب یهایاملهچندج یصفرها یهایگژیو از ریز ۀجینت

𝑥صفر چندگانه  𝑘 یدارا 𝒫𝑛𝑘 یاچندجمله[ 01]. 1-۲ جهینت = 𝑛و  0 − 𝑘 است [0,1]در بازه  زیمتما یقیصفر حق. 

 یعدد یریگساختن قاعده انتگرال یابر ریدارد که به صورت ز [0,1]ساده در بازه  صفر 𝑛 قایدق 𝒫𝑛0بالا،  ۀجینت طبق 

 .روندیم کار به نیگزیجا یگاوس

 نیگزیجا یگاوس یعدد یریگقاعده انتگرال [10] .۲-۲ جهینت

(2-7                                )        ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≅ 𝜔0𝑔(0) + ∑ 𝜔𝑠𝑔(𝑥𝑠)
𝑛
𝑠=1

1

0
, 

 یهاباشند و وزن 𝒫𝑛0 یاچندجمله یصفرهاها -𝑥sاست اگر و تنها اگر  قیدق 2𝑛حداکثر  جهدر از یاهر چندجمله یبرا 

𝜔𝑠 باشند: ریبه صورت ز 

(2-8   )                             𝜔𝑠 = −
2

𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)
 
∑ (2𝑘+1)𝒫𝑛𝑘(𝑥𝑠)
𝑛
𝑘=1

𝑥𝑠
2𝒫𝑛1(𝑥𝑠)𝒫

′
𝑛0(𝑥𝑠)

, 𝑠 = 1,… , 𝑛, 

 و

(2-9               )                                               𝜔0 = 1 − ∑ 𝜔𝑠
𝑛
𝑠=1 . 

 خطا یهانیتابع و تخم بیتقر ۲-۲

𝑋 دیکن فرض = ℒ2[0,1] بستهبازه  یرو ریپذانتگرال مربع ابعتو یفضا 𝐼 ≔ ب لبگ باشد. ضر ۀاندازنسبت به  [0,1]

  ۀرابطفضا با  نیدر ا یداخل

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥,
1

0

 

  ۀرابطنرم با  و

‖𝑓‖2 = 〈𝑓, 𝑓〉
1

2 = (∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
1

0

)

1

2

, 

 دیکن فرض .شودیم فیتعر

𝑋𝑛 = span{𝒫𝑛0(𝑥), 𝒫𝑛1(𝑥), … , 𝒫𝑛𝑛(𝑥)}. 

𝑓هر  یو برا [Theorem 2.4-3 ,19] بسته است نیاست بنابرا 𝑋از  یتناهبا بعد م یضارفیز کی 𝑋𝑛 چون ∈ 𝑋 داده شده، 

𝑓̅مانند  کتای بیقرت نیبهتر کی ∈ 𝑋𝑛 وجود دارد [19, Theorem 6.2-5] که  یبه طور 

‖𝑓 − 𝑓̅‖
2
≤ ‖𝑓 − ℎ‖2, ∀ ℎ ∈ 𝑋𝑛 . 
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 :[Theorem 4.14 ,13] میدار نیبر ا علاوه

𝑓̅(𝑥) = ∑𝑓𝑘𝒫𝑛𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

, 

 آن در که

(2-01                                                                  )𝑓𝑘 =
〈𝑓,𝒫𝑛𝑘〉

〈𝒫𝑛𝑘,𝒫𝑛𝑘〉
= (2𝑘 + 1)〈𝑓, 𝒫𝑛𝑘〉, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

𝑓هر تابع  نیبنابرا ∈ 𝑋 هیبر حسب پا تواندیم ALP به صورت 

(2-00   )                                                                                                𝑓(𝑥) ≅ 𝑓(̅𝑥) = 𝛹𝑇(𝑥)𝐹, 

 زده شود که در آن  بیتقر

𝐹 = [𝑓0, 𝑓1, … , 𝑓𝑛]
𝑇 , 

𝑟هر تابع  نیهمچن است.  𝑓تابع  ALP بیضر بردار ∈ ℒ2(𝐼 × 𝐼) هیبر حسب پا تواندیبه طور مشابه م ALP به صورت 

(2-02                                        )𝑟(𝑥, 𝑡) ≅ 𝑟̅(𝑥, 𝑡) = 𝛹𝑇(𝑥)𝑅Ψ(𝑡), 

𝑅 آن در که شود داده بسط = [𝑟𝑖𝑗]𝑖,𝑗=0
𝑛 سیماتر کی (𝑛 + 1) × (𝑛 +  از رابطه  𝑟ij بیاست که در آن ضرا (1

(2-03)                𝑟𝑖𝑗 =
〈〈𝑟,𝒫𝑛𝑖〉,𝒫𝑛𝑗〉

〈𝒫𝑛𝑖,𝒫𝑛𝑖〉〈𝒫𝑛𝑗,𝒫𝑛𝑗〉
= (2𝑖 + 1)(2𝑗 + 1) 〈〈𝑟, 𝒫𝑛𝑖〉, 𝒫𝑛𝑗〉 , 𝑖, 𝑗 = 0,1,… , 𝑛, 

 .شوندیم محاسبه

𝑟 تابع یبرا کتای بیتقر نیبهتر 𝑟̅ تابع که داد نشان توانیم انجام شد رهیمتغ تکمشابه با آنچه در حالت  یبحث با ∈

ℒ2(𝐼 × 𝐼) یدر فضا  

𝑋𝑛
2 = span{𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑡)}, 𝑖, 𝑗 = 0,1, … , 𝑛}, 

و قاعده  (9-2)-(7-2) نیگزیجا یگاوس یعدد یریگذکر است که قاعده انتگرال انیشا  . [Theorem 6.2-5 ,19]است

 .روند کار به (03-2)و  (01-2)موجود در  یهاانتگرال سبهمحا در بیترت به توانندیمتناظرش م یضرب

 ضرب حاصل و یریگانتگرال یاتیعمل یهاسیماتر ۲-4

 لم دو به کار نیا یبرا. میآوریم دست به را ALPو حاصل ضرب  یریگانتگرال یاتیعمل یهاسیماتر بخش، نیا در

 .میدار ازین ریز
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𝒫𝑛𝑘(𝑥) دیکن فرض .1-۲ لم = ∑ 𝑝𝑟
(𝑘)
𝑥𝑟𝑛

𝑟=𝑘  و𝒫𝑛𝑗(𝑥) = ∑ 𝑝𝑟
(𝑗)
𝑥𝑟𝑛

𝑟=𝑗  بیبه ترت 𝑘-و  نیام𝑗-یاچندجمله نیام 

𝑝𝑟که در آن  باشند نیگزیجا لژاندر
(𝑘)
= (−1)𝑟−𝑘(𝑛−𝑘

𝑟−𝑘
)(𝑛+𝑟+1

𝑛−𝑘
از  یاچندجمله کیضرب آنها  حاصل صورت نیا در. (

 :شود نوشته ریز صورت به تواندیکه ماست  2𝑛درجه 

𝑄2𝑛
(𝑘,𝑗)

= 𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥) = ∑ 𝑞𝑟
(𝑘,𝑗)

𝑥𝑟 , 𝑞𝑟
(𝑘,𝑗)

= ∑ 𝑝𝑙
(𝑣2)𝑝𝑟−𝑙

(𝑣1),

min {𝑟−𝑣1,𝑛}

𝑙=max {𝑟−𝑛,𝑣2}

2𝑛

𝑟=𝑘+𝑗

 

𝑣1در آن  که = min {𝑗, 𝑘}  و𝑣2 = max {𝑗, 𝑘}. 

 □.                                                                                   .شودیم جهینت یراحت به( 0-2) ۀرابط از: اثبات

 صورت نیباشد. در ا ینامنف حیعدد صح کی 𝑟 دیکن فرض .۲-۲ لم

∫ 𝑥𝑟
1

0

𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = ∑
(−1)𝑙(𝑛−𝑘

𝑙
)(𝑛+𝑘+𝑙+1

𝑛−𝑘
)

𝑘 + 𝑙 + 𝑟 + 1

𝑛−𝑘

𝑙=0

, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

 :میدار( 0-2) ۀرابط از: اثبات

∫ 𝑥𝑟
1

0

𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = ∑(−1)𝑙 (
𝑛 − 𝑘

𝑙
) (
𝑛 + 𝑘 + 𝑙 + 1

𝑛 − 𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑙=0

∫ 𝑥𝑘+𝑙+𝑟𝑑𝑥
1

0

                                                                 

                                 = ∑
(−1)𝑙(𝑛−𝑘

𝑙
)(𝑛+𝑘+𝑙+1

𝑛−𝑘
)

𝑘 + 𝑙 + 𝑟 + 1

𝑛−𝑘

𝑙=0

, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛.     

اگر طبق  .باشند نیگزیجا لژاندر یاچندجمله نیام-𝑘و  نیام-𝑗 ن،یام-𝑖 بیبه ترت 𝒫𝑛𝑘و  𝒫𝑛𝑖 ، 𝒫𝑛𝑗 دیکن فرض .4-۲ لم

∑میکن فیتعر 0-2لم  𝑞𝑟
(𝑘,𝑗)

𝑥𝑟2𝑛
𝑟=𝑘+𝑗 𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥)  گاهآن ،=

∫ 𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥)
1

0

𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = ∑  𝑞𝑟
(𝑘,𝑗)

∑
(−1)𝑙(𝑛−𝑖

𝑙
)(𝑛+𝑖+𝑙+1

𝑛−𝑖
)

𝑖 + 𝑙 + 𝑟 + 1

𝑛−𝑖

𝑙=0

2𝑛

𝑟=𝑘+𝑗

. 

 :میدار 2-2و  0-2 یهالم بیترک با: اثبات

∫ 𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥)
1

0

𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = ∑  𝑞𝑟
(𝑘,𝑗)

∫ 𝑥𝑟
1

0

𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝑑𝑥

2𝑛

𝑟=𝑘+𝑗

= ∑  𝑞𝑟
(𝑘,𝑗)

∑
(−1)𝑙(𝑛−𝑖

𝑙
)(𝑛+𝑖+𝑙+1

𝑛−𝑖
)

𝑖 + 𝑙 + 𝑟 + 1

𝑛−𝑖

𝑙=0

2𝑛

𝑟=𝑘+𝑗

.        
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 توانیم یآسان به 𝑥تا  0از  𝒫𝑛𝑘(𝑥)از  یریگانتگرال با. میآوریرا به دست م ALP یریگانتگرال یاتیعمل سیماتر ادامه در

 که دید

∫ 𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

= ∑
(−1)𝑗 (𝑛−𝑘

𝑗
) (𝑛+𝑘+𝑗+1

𝑛−𝑘
)𝑥𝑘+𝑗+1

𝑘 + 𝑗 + 1

𝑛−𝑘

𝑗=0

, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

 به صورت  ALPsرا بر حسب  𝑥𝑘+𝑗+1 توانیم ،(00-2) ۀرابط از استفاده با حال

𝑥𝑘+𝑗+1 ≅∑𝑏𝑘𝑗𝑟

𝑛

𝑟=0

𝒫𝑛𝑟(𝑥), 

 میدار 2-2 و لم (01-2) ۀرابطبا استفاده از  ،آن در که زد بیتقر

𝑏𝑘𝑗𝑟 = (2𝑟 + 1)∫ 𝑥𝑘+𝑗+1𝒫𝑛𝑟(𝑥)𝑑𝑥 = (2𝑟 + 1)
1

0

∑
(−1)𝑙(𝑛−𝑟

𝑙
)(𝑛+𝑟+𝑙+1

𝑛−𝑖
)

𝑘 + 𝑟 + 𝑙 + 𝑗 + 2

𝑛−𝑟

𝑙=0

. 

 نیبنابرا

∫ 𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

≅∑𝑝𝑘𝑟

𝑛

𝑟=0

𝒫𝑛𝑟(𝑥), 

 در آن  که

𝑝𝑘𝑟 = (2𝑟 + 1)∑
(−1)𝑗 (𝑛−𝑘

𝑗
) (𝑛+𝑘+𝑗+1

𝑛−𝑘
)

𝑘 + 𝑗 + 1
 ∑

(−1)𝑙(𝑛−𝑟
𝑙
)(𝑛+𝑟+𝑙+1

𝑛−𝑖
)

𝑘 + 𝑟 + 𝑙 + 𝑗 + 2

𝑛−𝑟

𝑙=0

.

𝑛−𝑘

𝑗=0

 

 :زد بیتقر ریز صورت به توانیرا م Ψ(𝑥)انتگرال بردار  ،𝑛تا  0از  𝑘 رییبا تغ حال

(2-00                                                                                                )∫ Ψ(𝑡)𝑑𝑡 ≅ 𝑃Ψ(𝑥)
𝑥

0
, 𝑥 ∈ 𝐼, 

𝑃در آن  که = [𝑝𝑘𝑟]𝑘,𝑟=0
𝑛 یریگانتگرال یاتیعمل سیماتر ALP  از مرتبه(𝑛 + 1) × (𝑛 +  .شودیم دهینام (1

𝛹و  𝛹(𝑥)حاصل ضرب  میدار ازیما ن نیهمچن
𝑇

(𝑥)، ضرب  سیکه ماترALPs میکن محاسبه زین را شود،یم دهینام. 

𝑉 دیمنظور، فرض کن نیا یبرا = [𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛] بردار دلخواه در  کیℝ𝑛+1 میصورت دار نیباشد. در ا: 

(2-05           )Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑉 = [∑ 𝑣𝑗𝒫𝑛0(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥), ∑ 𝑣𝑗𝒫𝑛1(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥),
𝑛
𝑗=0 … ,∑ 𝑣𝑗𝒫𝑛𝑛(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥)

𝑛
𝑗=0

𝑛
𝑗=0 ]

𝑇
. 

,𝑖 یرا، برا 𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥) توانیم (00-2) ۀرابطده از استفا با 𝑗 = 0,1, … , 𝑛  بر حسب ،ALPs به صورت 

𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥) ≅∑𝑎𝑖𝑗𝑘𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑘(𝑥),

𝑛

𝑘=0
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 :میدار ،(01-2) ۀرابط از استفاده با آن، در که زد بیتقر

.1

2𝑘+1
 𝑎𝑖𝑗𝑘 = ∫ 𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥)

1

0
𝒫𝑛𝑘(𝑥)𝑑𝑥 ≔ 𝜚𝑖𝑗𝑘 . 

𝑖هر  یبرا ن،یبنابرا = 0,1, … , 𝑛، میدار: 

∑𝑣𝑗𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑥) ≅

𝑛

𝑗=0

∑𝑣𝑗∑(2𝑘 + 1)𝜚𝑖𝑗𝑘𝒫𝑛𝑘(𝑥) = ∑((2𝑘 + 1)∑𝑣𝑗𝜚𝑖𝑗𝑘

𝑛

𝑗=0

)

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑗=0

𝒫𝑛𝑘(𝑥)    

= ∑ 𝑣̂𝑖𝑘𝒫𝑛𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

. 

(2-06) 

 :شودیم جهینت (05-2)در  (06-2) یگذاریجا از

(2-07                       )                                    Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑉 ≅ 𝑉̂ Ψ(𝑥), 

 در آن  که

(2-08                                     )     𝑉̂ = [𝑣̂𝑖𝑘]𝑖,𝑘=0
𝑛 ,  𝑣̂𝑖𝑘 = (2𝑘 + 1)∑ 𝑣𝑗𝜚𝑖𝑗𝑘

𝑛
𝑗=0 . 

𝑉̂ حاصل ضرب متناظر با  یاتیعمل سیماتر𝑉 یبرا ALPs میخواهیم که یموقع بعد، بخش در سیماتر نیا. شودیم دهینام 

 دیبرخوردار است. با یادیز تیاز اهم م،یکاهش ده یت جبرمجموعه از معادلا کیبه حل  را( 7-0)انتگرال  ۀمعادلحل 

 .شوندیمحاسبه م 3-2استفاده از لم  با( 08-2)در  𝜚𝑖𝑗𝑘 ریتوجه کرد که مقاد

 اول ۀمرتب یرخطیغ VFIEs یعدد حل .4

 نیا شد داده نشان 0 بخش در کهطور . همانمیریگیم نظر در( 6-0)همراه با فرض  را( 3-0) ۀمعادلبخش  نیا در

𝑟𝑖، 𝑖و  𝑢، 𝑢𝑝𝑖. اگر توابع ابدی لیتقل (9-0)-(7-0) معادلات به تواندیم لهمسأ = بر  ،(02-2) و (00-2)روابط  طبق ،1,2

  :میدار گاهآنزده شوند  بیتقر ALPsحسب 

(3-0   )                                                              𝑢(𝑥) ≅ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈, 

(3-2)                                                   𝑢𝑝𝑖(𝑥) ≅ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈(𝑝𝑖), 𝑖 = 1,2, 

(3-3                                )                 𝑟𝑖(𝑥, 𝑡) ≅ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅𝑖Ψ(𝑡), 𝑖 = 1,2, 

 هستند. 𝑟𝑖و  𝑢، 𝑢𝑝𝑖توابع  یبرا ALP بیضر یبردارها بیبه ترت ،𝑅𝑖 یهاسیماتر و𝑈(𝑝𝑖)  و 𝑈 یهابردار آن در که

بردار  یهالفهمؤ از یرخطیغ یتوابع صورت به را𝑈(𝑝𝑖)  یبردارها یهالفهمؤ که میدار ازین روش، یعدد یسازادهیپ یبرا

𝑈 نوشت توانیم (07-2) و( 0-3) ،(2-3) یهانیکار، با استفاده از تخم نیا ی. برامیبزن بیتقر: 
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(∫ Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑑𝑥
1

0

) 𝑈(𝑝𝑖) = ∫ Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈(𝑝𝑖)𝑑𝑥 ≅
1

0

∫ Ψ(𝑥)𝑢𝑝𝑖(𝑥)𝑑𝑥
1

0

≅ ∫ Ψ(𝑥) (𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
𝑝𝑖

𝑑𝑥 = ∫ (Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
⏞          

≅𝑈Ψ(𝑥)

1

0

1

0

(𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
𝑝𝑖−1

𝑑𝑥

≅ 𝑈̂∫ Ψ(𝑥)
1

0

(𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
𝑝𝑖−1

𝑑𝑥 = 𝑈̂∫ (Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
⏞          

≅𝑈Ψ(𝑥)

1

0

(𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
𝑝𝑖−2

𝑑𝑥

= (𝑈̂)
2
∫ Ψ(𝑥)
1

0

(𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈)
𝑝𝑖−2

𝑑𝑥 = ⋯ = (𝑈̂)
𝑝𝑖 ∫ Ψ(𝑥)

1

0

𝑑𝑥, 

با استفاده  گریاز طرف د شد. یمعرف (07-2)است که در  𝑈متناظر با  ALPحاصل ضرب  یاتیعمل سیماتر 𝑈̂در آن  که

 :میدار (3-2) ۀرابطاز 

∫ Ψ(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 =

[
 
 
 
 
1

𝑛 + 1
,
1

𝑛 + 1
,… ,

1

𝑛 + 1⏟              

(𝑛+1)بار  ]
 
 
 
 
𝑇

=
1

𝑛 + 1
 𝟏, 

𝑛)بردار  کینشان دهنده  𝟏در آن  که +  نیبنابرا. است هاکیاز  ییتا-(1

𝐷𝑈(𝑝𝑖) ≅
1

𝑛 + 1
 (𝑈̂)

𝑝𝑖𝟏,  

 در آن  که

(3-0                                             )𝐷 = ∫ Ψ(𝑥)𝛹
𝑇

(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= diag {

1

2𝑖+1
}
𝑖=0

𝑛

. 

 :میدار لذا است ریپذوارون سیماتر کی 𝐷 چون

(3-5                   )                            𝑈(𝑝𝑖) ≅ 1

𝑛+1
 𝐷−1 (𝑈̂)

𝑝𝑖𝟏, 𝑖 = 1,2, 

 .زندیم بیتقر 𝑈بردار  یهالفهمؤ از یرخطیغ یتوابع صورت به را𝑈(𝑝𝑖)  یبردارها یهالفهمؤ ،رابطه نیا که

 به توانندیم( 7-2)ولترا و فردهلم رابطه  یهابخش ،(0-3) و( 07-2) ،(00-2) ،(3-3) ،(2-3) روابط از استفاده با حال

 :شوند نوشته ریز صورت به بیترت

(3-6) 

∫ 𝑟1(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝1(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

≅ ∫ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅1Ψ(𝑡)
𝑥

0

𝛹
𝑇

(𝑡)𝑈(𝑝1)𝑑𝑡 = 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅1∫ Ψ(𝑡)
𝑥

0

𝛹
𝑇

(𝑡)𝑈(𝑝1)𝑑𝑡

≅ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅1∫ 𝑈(𝑝1)̂Ψ(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅1𝑈
(𝑝1)̂∫ Ψ(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡      

≅ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅1𝑈
(𝑝1)̂𝑃Ψ(𝑥), 
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 و

(3-7) 

∫ 𝑟2(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝2(𝑡)𝑑𝑡

1

0

≅ ∫ 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅2Ψ(𝑡)
1

0

𝛹
𝑇

(𝑡)𝑈(𝑝2)𝑑𝑡 = 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅2 (∫ Ψ(𝑡)
1

0

𝛹
𝑇

(𝑡)𝑑𝑡)𝑈(𝑝2)

= 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅2𝐷𝑈
(𝑝2), 

ست،  (00-2)شده در  یمعرف ALP یریگانتگرال یاتیعمل سیماتر 𝑃در آن  که ضرب  یاتیعمل سیماتر ̂𝑈(𝑝1)ا صل  حا

ALP  متناظر با𝑈(𝑝1)  شتتد و  یمعرف (07-2)استتت که در𝐷 یگذاریبا جا استتت. (0-3)داده شتتده در  یقطر سیماتر 

 :میدار (7-0) ۀمعادلدر  (7-3) و( 6-3) ،(0-3) یهابیتقر

(3-8                                               )𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈(𝑝1) ≅ ℎ(𝑥) +𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅1𝑈
(𝑝1)̂𝑃Ψ(𝑥) +𝛹

𝑇

(𝑥)𝑅2𝐷𝑈
(𝑝2). 

 دیکن فرض لحا

(3-9                                                                                           )𝑆𝑛 = {𝑥𝑙 =
2𝑙+1

2(𝑛+1)
, 𝑙 = 0,1, … , 𝑛}, 

𝑛)) باشتتدکاتس -وتنین یمحلهم نقاط مجموعه +  در (8-3)محل کردن معادله هم. ((0,1)در بازه  فاصتتلهنقطه هم (1

 :دهدیم جهیرا نت ریمعادله ز (9-3)نقاط 

(3-01       )             𝛹
𝑇

(𝑥𝑙)𝑈
(𝑝1) ≅ ℎ(𝑥𝑙) +𝛹

𝑇

(𝑥𝑙)𝑅1𝑈
(𝑝1)̂𝑃Ψ(𝑥𝑙) +𝛹

𝑇

(𝑥𝑙)𝑅2𝐷𝑈
(𝑝2), 𝑙 = 0,1,⋯ , 𝑛. 

ها  𝑈(𝑝2)و   𝑈(𝑝1) چون که مؤ یونستتتت ییبردار ند  فههستتتت ها  یهال فهمؤ از یرخطیغ یتوابعآن بردار مجهول  یهال

𝑈 = [𝑢𝑖]𝑖=0
𝑛 مجموعه از  کی (01-3)معادله  نیهستتتتند، بنابرا(𝑛 + 𝑛)بر حستتتب  یرخطیغ یمعادله جبر (1 + 1) 

 یمانند روش تکرار یعدد یهاروش اب تواندیم یاز معادلات جبر یرخطیدستگاه غ نیا است. 𝑢𝑛و  … ،𝑢0، 𝑢1مجهول 

𝑢̅𝑛(𝑥) گاهآندستگاه باشد  نیجواب ا کی 𝑈حل شود. اگر  وتنین = 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑈 است. (0-0) ۀمعادل یبیجواب تقر کی 

ستگاه یریپذحل یکل حالت در سأل کی( 01-3) د ست دهیچیپ ۀم ست ما و ا  نیا یبرا ابجو کی ییکتای و وجود مینتوان

 وابج و است ریپذحل یادیز مسائل یبرا دستگاه نیدهند که ایم نشان ما یعدد محاسبات اما م،یکن ثابت را دستگاه

 در FindRootما از تابع  5در فصل  یعدد یهامثال در. زد بیتقر یخوب به کیکلاس یتکرار یهاتوان با روشیم را آن

 همه در و میاکرده استفاده دستگاه نیا حل یبرا برد،یم کار به را وتنین روش رضف شیپ طور به که کا،یمتمت افزار نرم

 .است بوده موفق( 01-3) دستگاه یبرا قیدق یبیتقر جواب کی کردن دایپ در تابع نیها احالت

 خطا لیتحل .4

:𝑓توابع  یفضا 𝐶𝑚(𝐼) دیکن فرض 𝐼 ⟶ ℝ وستهیبا مشتقات پ  

𝑓(𝑖)(𝑥) =
𝑑𝑖

𝑑𝑥𝑖
𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑖 = 0,1, … ,𝑚, 
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𝐶𝑚,𝑝(𝐼 و × 𝐼) توابع  یفضا𝑓: 𝐼 × 𝐼 ⟶ ℝ  وستهیپ یئجزبا مشتقات 

𝑓(𝑖,𝑗)(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑖+𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡𝑗
𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐼 × 𝐼, 𝑖 = 0,1, … ,𝑚, 𝑗 = 0,1, … , 𝑝, 

𝑢‖ یخطا یلا براکران با کیتا  کندیم کمک ما به ریز ۀی. قضتتباشتتد − 𝑢̅𝑛‖2، قیجواب دق نیب 𝑢 و  (0-0) لهمستتأ از

 .میکن دایپ است، آمده دست به 3 بخش در شده ارائه روش با که ،𝑢̅𝑛 یعنیآن  بیتقر

𝑓 دیفرض کن .1-4 هیقض ∈ 𝐶𝑛+1(𝐼)  و𝑓̅ آن بر حسب  بیتقرALPs، شد،  فیتوص (00-2)که در رابطه  گونههمان

 صورت نید. در اباش

(0-0                                                                )                                         ‖𝑓 − 𝑓‖̅
2
≤

𝑀

(𝑛+1)!22𝑛+1
, 

 که یثابت است به طور کی 𝑀در آن  که

|𝑓(𝑛+1)(𝑥)| ≤ 𝑀, ∀𝑥 ∈ 𝐼. 

𝑙 یبا ازا ،𝑧𝑙باشتتتد که در آن  𝑧𝑙در نقاط  𝑓 ابیدرون یاملهچندج 𝑝𝑛 دیکن فرض .اثبات = 0,1, … , 𝑛، یهاصتتتفر 

𝑛)از درجه  افتهیانتقال  شفیچب یاچندجمله + 𝑥هر  یصورت، برا نیدر ا باشد. 𝐼در  (1 ∈ 𝐼، [06] میدار: 

𝑓(𝑥) − 𝑝𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝜉𝑥)

(𝑛 + 1)!
 ∏(𝑥 − 𝑧𝑙),

𝑛

𝑙=0

 𝜉𝑥 ∈ 𝐼. 

 :میآوریم دست به ،[16] شفیچب یابینقاط درون یموجود برا یهانیتخم به توجه با

|𝑓(𝑥) − 𝑝𝑛(𝑥)| ≤
𝑀

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
, 𝑥 ∈ 𝐼.  

 

 :میدار نیاست، بنابرا 𝑋𝑛در  𝑓 یکتای بیتقر نیبهتر 𝑓̅نشان داده شد،  2-2 بخش در که گونههمان

(0-2) 

‖𝑓 − 𝑓‖̅
2

2
≤ ‖𝑓 − 𝑝𝑛‖2

2
= ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑝𝑛(𝑥)|

2
1

0

𝑑𝑥 ≤ ∫ (
𝑀

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
)
2

𝑑𝑥 = (
𝑀

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
)
2

.
1

0

 

                                                   .دیآیم دست به نظر مورد جهینت (2-0) ۀرابط نیبا جذر گرفتن از طرف حال

𝑓 دیکن فرض .1-4 جهینت ∈ 𝐶∞(𝐼)  و𝑓̅ آن بر حسب  بیتقرALPs صورت نیباشد. در ا 

‖𝑓 − 𝑓‖̅
2
= 𝒪 (

1

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
). 
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𝑓چون  .اثبات ∈ 𝐶∞(𝐼)، ثابت  نیبنابرا𝑀 که یوجود دارد به طور 

|𝑓(𝑛+1)(𝑥)| ≤ 𝑀, ∀𝑛 ∈ ℤ≥0, ∀𝑥 ∈ 𝐼. 

 نیبنابرا

‖𝑓 − 𝑓‖̅
2
≤

𝑀

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
, ∀𝑛 ∈ ℤ≥0.                                                                                                               

ض 𝑔(𝑥) دیفرض کن .۲-4 هیق = ∑ 𝑔𝑘𝒫𝑛𝑘(𝑥)
𝑛
𝑘=0  وℎ(𝑥) = ∑ ℎ𝑘𝒫𝑛𝑘(𝑥)

𝑛
𝑘=0  ضا ازدو تابع شند. در ا 𝑋𝑛 یف  نیبا

 صورت

‖𝑔 − ℎ‖2 ≤ 𝛼𝑛‖𝐺 − 𝐻‖2,  𝛼𝑛 = (∑
1

2𝑘 + 1

𝑛

𝑘=0

)

1

2

, 

𝑛) ییبردارها 𝐻و  𝐺در آن  که +  ℎ𝑘و  𝑔𝑘 یهالفهمؤبا  ℎو  𝑔توابع  ALP بیضتتترا ب،یترت به و،هستتتتند  تایی-(1

  بردارها است. یمرسوم برا یدسیبالا، همان نرم اقل ۀرابطدر سمت راست نرم موجود  هستند.

 نوشت توانیم .اثبات

(0-3) 

‖𝑔 − ℎ‖2
2

= ∫ |𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥)|2 𝑑𝑥 = ∫ |∑(𝑔𝑘 − ℎ𝑘)𝒫𝑛𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

|

2

𝑑𝑥 ≤ ∫ (∑|𝑔𝑘 − ℎ𝑘|
2

𝑛

𝑘=0

)(∑|𝒫𝑛𝑘(𝑥)|
2

𝑛

𝑘=0

)𝑑𝑥
1

0

1

0

1

0

= (∑|𝑔𝑘 − ℎ𝑘|
2

𝑛

𝑘=0

)(∑∫ |𝒫𝑛𝑘(𝑥)|
2

1

0

𝑛

𝑘=0

𝑑𝑥) = ‖𝐺 − 𝐻‖2
2
(∑

1

2𝑘 + 1

𝑛

𝑘=0

). 

 

                                                   .دیآیمورد نظر به دست م جهینت (3-0) ۀرابط نیطرف از گرفتن جذر با حال

 .ابندی میتعم یبعد دو حالت به توانندیم ریز صورت به 2-0و  0-0 یهاهیقض

ض 𝑟 دیفرض کن .4-4 هیق ∈ 𝐶𝑛+1,𝑛+1(𝐼 × 𝐼)  و𝑟̅(𝑥, 𝑡) = 𝛹
𝑇

(𝑥)𝑅Ψ(𝑡)  سب سط آن بر ح شد. در ا ALPsب  نیبا

 صورت

‖𝑟 − 𝑟̅‖2 ≤
1

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
(𝑀1 +𝑀2 +

𝑀3
(𝑛 + 1)! 22𝑛+1

), 
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 :کنندیم صدق ریز روابط در که هستند ییهاثابت 𝑀3و  𝑀1، 𝑀2در آن  که

max
(𝑥,𝑡)∈𝐼×𝐼

|
𝜕𝑛+1𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑛+1
| ≤ 𝑀1, max

(𝑥,𝑡)∈𝐼×𝐼
|
𝜕𝑛+1𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑛+1
| ≤ 𝑀2, max

(𝑥,𝑡)∈𝐼×𝐼
|
𝜕2𝑛+21𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑛+1𝜕𝑡𝑛+1
| ≤ 𝑀3. 

𝑧𝑙)در نقاط  𝑟 ابیدرون یاچندجمله 𝑝𝑛,𝑛 دیفرض کن .اثبات , 𝑡𝑚)  باشتتتد که در آن𝑧𝑙 = 𝑡𝑙، یازا به 𝑙 = 0,1, … , 𝑛، 

𝑛) ۀدرجاز  افتهیانتقال  شتتفیچب یاچندجمله یصتتفرها + ,𝑥)هر  یصتتورت، برا نیا . دردنباشتت  𝐼در  (1 𝑡) ∈ 𝐼 × 𝐼، 

 [.05] میدار

𝑟(𝑥, 𝑡) − 𝑝𝑛,𝑛(𝑥, 𝑡)

=
1

(𝑛 + 1)!
 
𝜕𝑛+1𝑟(𝜉, 𝑡)

𝜕𝑥𝑛+1
∏(𝑥 − 𝑧𝑙) +

1

(𝑛 + 1)!
 
𝜕𝑛+1𝑟(𝑥, 𝜂)

𝜕𝑡𝑛+1
∏(𝑡 − 𝑡𝑚),

𝑛

𝑚=0

𝑛

𝑙=0

−
1

(𝑛 + 1)!2
 
𝜕2𝑛+2𝑟(𝜉′, 𝜂′)

𝜕𝑥𝑛+1𝜕𝑡𝑛+1
∏(𝑥 − 𝑧𝑙)∏(𝑡 − 𝑡𝑚),

𝑛

𝑚=0

 

𝑛

𝑙=0

  𝜉, 𝜂, 𝜉′, 𝜂′ ∈ 𝐼. 

 :میآوریم دست به ،[06] شفیچب یابینقاط درون یموجود برا یهانیتخم به توجه با ن،یبنابرا

|𝑟(𝑥, 𝑡) − 𝑝𝑛,𝑛(𝑥, 𝑡)| ≤
1

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
(𝑀1 +𝑀2 +

𝑀3
(𝑛 + 1)! 22𝑛+1

). 

                                                           .ابدییآمد ادامه م 0-0 ۀیقضمشابه با آنچه در  یاوهیش بهاثبات  ۀیبق

𝑟 دیکن فرض .۲-4 جهینت ∈ 𝐶∞×∞(𝐼 × 𝐼)  و𝑟̅ آن بر حسب  بیتقرALPs صورت نیباشد. در ا 

‖𝑟 − 𝑟̅‖2 = 𝒪 (
1

(𝑛 + 1)! 22𝑛+1
). 

                                                                   .شودیم انجام آمد 0-0 ۀجینتاثبات مشابه با آنچه در  .اثبات

 

,𝑟(𝑥 دیکن فرض .4-4 هیقض 𝑡) = ∑ 𝑟𝑖𝑗𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑡)
𝑛
𝑖,𝑗=0  و𝑠(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑠𝑖𝑗𝒫𝑛𝑖(𝑥)𝒫𝑛𝑗(𝑡)

𝑛
𝑖,𝑗=0 یدو تابع از فضا 

𝑋𝑛
 صورت نیباشند. در ا 2

‖𝑟 − 𝑠‖2 ≤ 𝛼𝑛
2‖𝑅 − 𝑆‖𝐹 ,  

𝑛) ییهاسیماتر 𝑆و  𝑅در آن  که + 1) × (𝑛 +  نرم. هستتتندها -𝑠𝑖𝑗ها و -𝑟𝑖𝑗 بیآنها به ترت یهاهیهستتتند که درا (1

 است.  هاسیماتر یبرا مرسوم وسینفروب نرم همان بالا رابطه راست تسم در موجود

                                                                     .شودیآمد انجام م 2-0 ۀیقضاثبات مشابه با آنچه در  .اثبات
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شد. برا 𝑛 ۀمرتبنوع اول از  شفیچب یاچندجمله 𝑇𝑛 دیفرض کن حال  [1,1−] ۀباز یرو ′𝑓اگر  𝑓تابع مفروض  کی یبا

𝑥هر  یبرا ،𝑓(𝑥) گاهآنپرش کراندار داشته باشد،  یتعداد متناه کهنیا ایباشد،  وستهیپ ∈  یسر کی با تواندیم ،[1,1−]

 صورت به همگرا

(0-0                                                             )                                       𝑓(𝑥) =
1

2
𝑐0 +∑ 𝑐𝑗𝑇𝑗(𝑥),

∞
𝑗=1 

 که در آن  [p. 309 ,20] داده شود شینما

𝑐𝑗 =
2

𝜋
∫

𝑓(𝑥)𝑇𝑗(𝑥)

(1 − 𝑥2)
1

2

𝑑𝑥
1

−1

. 

 .کندیم انیب را وستهیپ مشتقات با توابع به شفیچب یهابسط ییهمگرا طیشرا یبعد ۀیقض

𝑚 یدارا 𝑓باشد و تابع  یعدد متناه کی 𝑚 اگر  ([Theorem 3.12 ,16] .4-4 هیقض +  [1,1−] یرو وستهیمششتق پ 1

𝑓(𝑥)| گاهآنباشد  − 𝑆𝑛(𝑥)| = 𝒪(𝑛
−𝑚) هر  یبرا𝑥 ∈ 𝑛که  یزمان [1,1−] ⟶ 𝑆𝑛(𝑥)که در آن  ،∞ =

1

2
𝑐0 +

∑ 𝑐𝑗𝑇𝑗(𝑥),
𝑛
𝑗=1  است (0-0)بسط  یئجزجمع. 

:𝜀𝑛(𝑓) دیقرار ده ،𝑓هر تابع  یبرا = ‖𝑓 − 𝑃𝑛[𝑓]‖∞  که در آن𝑃𝑛[𝑓] بیتقر یاچندجمله 𝑓  از در جه𝑛  بر حسب

ALPs .یخطا یکران بالا برا کی ریز هیدر قض است ‖𝑢 − 𝑢̅𝑛‖∞ که در آن میکنیم دایپ 𝑢 و  قیجواب دق𝑢̅𝑛  جواب

 به دست آمده است(. 3است )که با روش ارائه شده در بخش  (7-0) ۀمعادل یبیتقر

 3بخش  دربا روش ارائه شده  آن باشد که یبیجواب تقر 𝑢̅𝑛و  (7-0) ۀمعادل قیجواب دق 𝑢 دیکن فرض .4-4 هیقض

 شده است و  محاسبه

(0-5) 

(1)|𝑢𝑝𝑖(𝑥)| ≤ 𝜌𝑖 , 𝑖 = 1,2, ∀𝑥 ∈ [0,1], 

(2)|𝑟𝑖(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑟̅𝑖, 𝑖 = 1,2, ∀𝑥 ∈ [0,1] × [0,1], 

                                                                  (3) ∃ 𝐿𝑖 > 0: |𝑢1
𝑝𝑖 − 𝑢2

𝑝𝑖| ≤ 𝐿𝑖|𝑢1 − 𝑢2|, 𝑖 = 1,2, 

(4) ∑𝐿𝑖(𝑟̅𝑖 + 𝜀𝑛(𝑟𝑖)) < 1.

2

𝑖=1

 

 :میدار صورت نیا در

(0-6    )                                                                                   ‖𝑢 − 𝑢̅𝑛‖∞ ≤
𝜀𝑛(ℎ)+∑ 𝜌𝑖𝜀𝑛(𝑟𝑖)

2
𝑖=1

1−∑ 𝐿𝑖(𝑟̅𝑖+𝜀𝑛(𝑟𝑖))
2
𝑖=1

. 

 و( 00-2)با روابط  بیو به ترت نیگزیلژاندر جا یهایابا استفاده از چندجمله 𝑟𝑖 یهاو هسته ℎ شرویپ تابع دی. فرض کناثبات

 :میاست و دار 𝑢̅𝑛مانند  یبیتقر یاچندجمله کی ۀشد محاسبه جواب صورت نیا در. اندزده شده بیتقر (2-02)
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(0-7) 

|𝑢(𝑥) − 𝑢̅𝑛(𝑥)| = |ℎ(𝑥) − ℎ𝑛(𝑥)

+ ∫ (𝑟1(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝1(𝑡)

𝑥

0

− 𝑟1𝑛(𝑥, 𝑡)𝑢̅𝑛
𝑝1(𝑡)) 𝑑𝑡 + ∫ (𝑟2(𝑥, 𝑡)𝑢

𝑝2(𝑡) − 𝑟2𝑛(𝑥, 𝑡)𝑢̅𝑛
𝑝2(𝑡))

1

0

𝑑𝑡|

≤ |ℎ(𝑥) − ℎ𝑛(𝑥)| + ∫ |𝑟1(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝1(𝑡) − 𝑟1𝑛(𝑥, 𝑡)𝑢̅𝑛

𝑝1(𝑡)|𝑑𝑡
𝑥

0

+∫ |𝑟2(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝2(𝑡) − 𝑟2𝑛(𝑥, 𝑡)𝑢̅𝑛

𝑝2(𝑡)|
1

0

𝑑𝑡. 

 

𝒊 یبه ازا گر،یطرف د زا = 𝟏,  :میآوریبه دست م (3)-(0) یهافرض از استفاده با ،𝟐

(0-8) 

|𝑟𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢
𝑝𝑖(𝑡) − 𝑟𝑖𝑛(𝑥, 𝑡)𝑢̅𝑛

𝑝𝑖(𝑡)| = |𝑟𝑖(𝑥, 𝑡)(𝑢
𝑝𝑖(𝑡) − 𝑢̅𝑛

𝑝𝑖(𝑡)) + (𝑟𝑖(𝑥, 𝑡) − 𝑟𝑖𝑛(𝑥, 𝑡))𝑢̅𝑛
𝑝𝑖(𝑡)|

≤ |𝑟𝑖(𝑥, 𝑡)||𝑢
𝑝𝑖(𝑡) − 𝑢̅𝑛

𝑝𝑖(𝑡)| + |𝑟𝑖(𝑥, 𝑡) − 𝑟𝑖𝑛(𝑥, 𝑡)||𝑢̅𝑛
𝑝𝑖(𝑡)|

≤ 𝑟̅𝑖𝐿𝑖‖𝑢 − 𝑢̅𝑛‖∞ + 𝜀𝑛(𝑟𝑖)(|𝑢
𝑝𝑖(𝑡) − 𝑢̅𝑛

𝑝𝑖(𝑡)| + |𝑢𝑝𝑖(𝑡)|)

≤ 𝐿𝑖(𝑟̅𝑖 + 𝜀𝑛(𝑟𝑖))‖𝑢 − 𝑢̅𝑛‖∞ + 𝜌𝑖𝜀𝑛(𝑟𝑖). 

𝑥 کهنیه به او با توج ،(8-0( و )7-0) بیترک با ∈  :میآوریم دست به ،[0,1]

‖𝑢 − 𝑢̅𝑛‖∞ ≤ 𝜀𝑛(ℎ) + ‖𝑢 − 𝑢̅𝑛‖∞∑𝐿𝑖(𝑟̅𝑖 + 𝜀𝑛(𝑟𝑖))

2

𝑖=1

+∑𝜌𝑖𝜀𝑛(𝑟𝑖)

2

𝑖=1

. 

                                                                         .دیآیم دست به جهینت ،(0)با استفاده از فرض  ت،ینها در

 کران کی ر،یز ۀیقض. در [p. 172 ,12]کوچک بودن خطا است  یشرط لازم برا کیکه کوچک بودن مانده  میدانیم

 .میآوریم دست به ∞𝐿نرم  در (7-0) ۀمعادل با متناظر مانده تابع یبرا بالا

𝑚 یدارا ،(7-0) از 𝑢 قیجواب دق دیفرض کن .4-4 هیقض +  کی 𝑚باشد که در آن  [0,1] ۀدر باز وستهیمشتق پ 1

 را به صورت  𝑅𝑛 ۀمانداست. تابع  یمتناه حیعدد صح

(0-9        )            𝑅𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥) + ∫ 𝑟1(𝑥, 𝑡)
𝑥

0
𝑢̅𝑛

𝑝1(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝑟2(𝑥, 𝑡)
1

0
𝑢̅𝑛

𝑝2(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑢̅𝑛
𝑝1(𝑥), 𝑥 ∈ [0,1], 

𝑢̅𝑛(𝑥)که در آن  دیرینظر بگ در = ∑ 𝑎𝑛,𝑘𝒫𝑛𝑘(𝑥)
𝑛
𝑘=0 شده است.  هارائ با روش (7-0)معادله  یجواب به دست آمده برا

𝑀𝑖اگر  = ‖𝑟𝑖‖∞ < 𝑖 یبه ازا ∞ = 1, کنند،  صدق( 5-0) تزیش پیل طیدر شرا 𝑢𝑝2و  𝑢𝑝1 یرخطیغ یهاعبارت و ،2

|𝑅𝑛(𝑥)| گاهآن = 𝒪(𝑛
−𝑚) هر  یبرا𝑥 ∈ 𝑛 یوقت [0,1] ⟶ ∞. 
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 :میدار (7-0)به  (9-0)افزودن  با .اثبات

(0-01                                                  )|𝑅𝑛(𝑥)| ≤ (1 + 𝐿1𝑀1 + 𝐿2𝑀2)‖𝑢(𝑥) − 𝑢̅𝑛(𝑥)‖∞, 𝑥 ∈ [0,1]. 

 به صورت  شفیچب یهایاچندجمله حسب بر تواندیم  𝑢̅𝑛(𝑥) ،[p. 59 ,16]در  (35-3) ۀرابط از استفاده با

𝑢̅𝑛(𝑥) = ∑𝑏𝑛,𝑘𝑇𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

, 

𝑘 یها، به ازا-𝑏𝑛,𝑘داده شود که در آن  بسط = 0,1, … , 𝑛، سب بر ح توانندیم𝑎𝑛,𝑘-جهینت (5-0) هیقض از نیبنابرا. شوند انیب ها 

𝑢(𝑥)| شودیم − 𝑢̅𝑛(𝑥)| = 𝒪(𝑛
−𝑚) هر  یبرا𝑥 ∈ 𝑛 یوقت [0,1] ⟶                                                                                                                                .کنندیم کامل را اثبات( 01-0)که همراه با  ،∞

 .دارد کوچک یهاکران و نوسان 𝑅𝑛تابع مانده  گاهآنبزرگ باشد  𝑚گرفت که اگر  جهینت توانیم 7-0 ۀیقض از

 یعدد یهامثال .4

 انتخاب مختلف عمراج از که یعدد مثال چند یرو را روش نیا شده، ارائه روش ییکارا و دقت دادن نشان یبرا

 گرید یهاروش از آمده دست به جیتوانند با نتایم نجایا در آمده دست به یعدد جینتا نیبنابرا. میکنیم اجرا اندشده

 ۀرابطرا با  𝑒̅𝑛 یروش، تابع خطا یشود. به منظور نشان دادن خطا سهیمقا

𝑒̅𝑛(𝑥) = 𝑢(𝑥) − 𝑢̅𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ [0,1], 

است که با استفاده از روش ارائه شده به دست آمده  یبیجواب تقر 𝑢̅𝑛و  لهمسأ قیجواب دق 𝑢که در آن  میکنیم یمعرف

 روابط با بیترت هخطا را ب 𝐿2و  ∞𝐿 یهانرم نیاست. همچن

‖𝑒̅𝑛‖∞ = max
𝑙=0,1,…,𝑛

{|𝑒̅𝑛(𝑥𝑙)|}, 

 و

‖𝑒̅𝑛‖2 = (∫ |𝑒̅𝑛(𝑥)|
2

1

0

)

1

2

, 

𝑙 یبه ازا ،𝑥𝑙در آن  که میکنیم فیتعر = 0,1, … , 𝑛، اندشده فیتعر (9-3) ۀرابطهستند که با  یمحلهم نقاط. 

 90 کایافزار متمتنرم در یوتریکامپ یکدها و اندشده انجام 𝐺𝐻𝑧 2.50با پردازنده  یشخص وتریکامپ کیدر  یعدد جینتا

 .اندشدهنوشته 

 نوع اول یرخطیانتگرال ولترا غ ۀمعادل یبرا[ 0،27] .1-4 مثال

(5-0                                                                                  )∫ 𝑒𝑥−𝑡𝑢2(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥, 𝑥 ∈ [0,1],
𝑥

0
 

𝑢(𝑥) قیدق جواب = 𝑒𝑥 است. 

                                                           
1  Mathematica 9 
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 .1-4مثال  یخطاها برا سهیمقا .1 جدول

هاروش  
‖𝒆̅𝒏‖∞ ‖𝒆̅𝒏‖𝟐 

   [27]  هار توابع روش

2𝑀 = 8 
2.8 × 10−4 

− 

2𝑀 = 16 
7.3 × 10−4 

− 

2𝑀 = 32 
1.8 × 10−4 

− 

2𝑀 = 64 
4.6 × 10−5 

− 

2𝑀 = 128 
1.1 × 10−5 

− 

2𝑀 = 256 
2.9 × 10−6 

− 

2𝑀 = 512 
7.3 × 10−7 

− 

2𝑀 = 1024 
1.8 × 10−7 

− 

شده ارائه روش  
 

 

𝑛 = 1 
1.907 × 10−2 

7.089 × 10−2 

𝑛 = 2 
1.369 × 10−2 

1.526 × 10−2 

𝑛 = 3 
2.828 × 10−3 

2.883 × 10−3 

𝑛 = 4 
3.906 × 10−4 

4.360 × 10−4 

𝑛 = 5 
3.954 × 10−5 

5.176 × 10−5 

𝑛 = 6 
3.251 × 10−6 

5.286 × 10−6 

𝑛 = 7 
2.047 × 10−7 

4.559 × 10−7 

𝑛 = 8 
1.496 × 10−7 

2.384 × 10−7 

 
 

 

از  یو با استفاده از تعداد مشابه 2 یبلوک-با روش توابع پالس [0]و در  0هار یهابا روش موجک [27]مسأله در  نیا

در  [0،27]موجود در  جیو نتابه دست آمده از روش ارائه شده  جینتا نیب یاسهیمقا. است شده حل یمحلنقاط هم

 یبهتردقت  ه،یاز توابع پا یبا استفاده از تعداد کمتر یروش ما، حت دهدیم نشان که است شده ارائه 2 و 0 یهاجدول

𝑛 یبرا 𝑒̅𝑛 یعلاوه، گراف خطاهدارد. ب = 4,  رسم شده است. 0در شکل  8

 

 

𝒏 چپ: ؛1-4مثال  یبرا 𝒆̅𝒏 گراف .1 شکل = 𝒏راست:  ،𝟒 = 𝟖. 

                                                           
1  Haar wavelets 
2  Block-pulse functions 
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 .1-4 مثال یبرا یمحلمدر نقاط ه 𝒆̅𝒏 سهی: مقا۲ جدول

یمحلهم نقاط  
شده ارائه روش [27]هار  یهاموجک روش [4] یبلوک-توابع پالس روش  

1

16
 3.28 × 10−2 

1.95 × 10−3 1.58 × 10−7 

3

16
 3.74 × 10−3 

1.98 × 10−3 2.05 × 10−7 

5

16
 4.25 × 10−4 

2.04 × 10−3 9.60 × 10−8 

7

16
 4.85 × 10−4 

2.14 × 10−3 1.03 × 10−7 

9

16
 5.52 × 10−5 

2.26 × 10−3 9.41 × 10−8 

11

16
 6.28 × 10−5 

2.43 × 10−3 7.26 × 10−8 

13

16
 7.16 × 10−6 

2.63 × 10−3 1.19 × 10−7 

15

16
 8.15 × 10−6 

2.87 × 10−3 9.24 × 10−8 

 
 

  

 

  یرخطیغ یمعادله انتگرال ولترا یبرا .۲-4 مثال

(5-3                                                )∫ (𝑥 − 𝑡 + 1)(𝑢(𝑡) + 𝑢3(𝑡))𝑑𝑡 =
2

9
(1 − 𝑒−3𝑥 + 6𝑥),

𝑥

0
 𝑥 ∈ [0,1], 

𝑢(𝑥) قیدق جواب = 𝑒−𝑥 3در جدول  ،با استفاده از روش ارائه شده ،مثال نیا یبه دست آمده برا یعدد جیاست. نتا 

𝑛 یبرا 𝑒̅𝑛 یگراف خطا ن،ینشان داده شده است. همچن = 4,  رسم شده است. 2در شکل  8

 

 

𝑒̅𝑛 گراف. ۲ شکل چپ:  ؛۲-4مثال  یبرا  𝑛 = 4 راست:  ، 𝑛 = 8. 
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 .۲-4 مثال یبرا شده محاسبه یخطاها: 4 جدول

𝒏 ‖𝒆̅𝒏‖∞ ‖𝒆̅𝒏‖𝟐 

1 9.134 × 10−3 2.456 × 10−2 

2 4.537 × 10−3 4.386 × 10−3 

3 1.137 × 10−3 1.095 × 10−3 

4 3.025 × 10−4 2.562 × 10−4 

5 3.698 × 10−5 4.450 × 10−5 

6 5.367 × 10−6 6.913 × 10−6 

7 3.923 × 10−7 8.880 × 10−7 

8 4.373 × 10−8 1.223 × 10−7 

   

 

 یرخطیغفردهلم  -ولترا انتگرال ۀمعادل. 4-4 مثال

(5-0                                                         )𝑓(𝑥) = ∫ (1 + 𝑥 − 𝑡)𝑢2(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 2𝑥2𝑡𝑢(𝑡)
1

0
, 𝑥 ∈ [0,1],

𝑥

0
 

𝑢(𝑥) ۀلمسأ قیاب دقانتخاب شده است که جو یطور 𝑓 تابع. دیریدر نظر بگ را = 𝑥𝑒−𝑥 به دست  یعدد جیباشد. نتا

 یبرا 𝑒̅𝑛 یگراف خطا ن،ینشان داده شده است. همچن 0در جدول  ،با استفاده از روش ارائه شده ،مثال نیا یآمده برا

𝑛 = 7,  رسم شده است. 3در شکل  11

 

 

𝑛چپ:  ؛4-4مثال  یبرا 𝑒̅𝑛گراف  .4 شکل = 𝑛است: ر ،7 = 11. 
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 .4-4مثال  یمحاسبه شده برا ی: خطاها4 جدول

𝒏 ‖𝒆̅𝒏‖∞ ‖𝒆̅𝒏‖𝟐 

1 1.250 × 10−3 3.577 × 10−2 

3 2.435 × 10−3 1.617 × 10−2 

5 1.263 × 10−3 9.988 × 10−4 

7 2.345 × 10−4 2.547 × 10−5 

9 1.814 × 10−5 0 

11 5.045 × 10−6 0 

   

 یرخطیغفردهلم  -ولترا انتگرال ۀمعادل. 4-4 مثال

(5-0    )                                        2

𝑥
−
𝑒−𝑥

2

𝑥
−
cos 𝑥

𝑥
= ∫ 𝑒−𝑥𝑡𝑢2(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ sin(𝑥𝑡)  𝑢3(𝑡)

1

0
𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0,1],

𝑥

0
 

𝑢(𝑥) مسأله نیا قی. جواب دقدیریدر نظر بگ را = با استفاده از روش  ،مثال نیا یبرا آمده دست به یعدد جینتا. است 1

𝑛 یبرا 𝑒̅𝑛 یگراف خطا ن،ینشان داده شده است. همچن 5در جدول  ،ارائه شده = 4,  رسم شده است. 0در شکل  8

 .4-4 مثال یبرا شده محاسبه یخطاها: 4 جدول

𝒏 ‖𝒆̅𝒏‖∞ ‖𝒆̅𝒏‖𝟐 

1 5.470 × 10−3 5.698 × 10−3 

2 2.437 × 10−3 2.033 × 10−3 

3 6.270 × 10−4 4.369 × 10−4 

4 7.590 × 10−5 6.013 × 10−5 

5 1.237 × 10−5 2.052 × 10−5 

6 1.932 × 10−6 3.455 × 10−6 

7 4.638 × 10−7 1.030 × 10−6 

8 6.229 × 10−8 1.925 × 10−7 

   

 یریگجهینت .4

 ۀمسأل یعدد حل یبرا یمحلهمراه با روش هم ALP ضربحاصل و یریگانتگرال یاتیعمل یهاسیماتر حاضر، کار در

از معادلات  یرخطیدستگاه غ کیدر نظر گرفته شده را به  لهمسأ روش نیا. اندشده برده کار به( 2-0)با فرض  (0-0)

، 5شده در بخش  هارائ یعدد یهاالمث در. دهدیهستند، کاهش م قیب دقجوا ALP بیکه مجهولات آن ضرا ،یجبر
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 استفاده فرض شیپ طور به را وتنین روش که کا،یمتمت افزاردر نرم 𝐹𝑖𝑛𝑑𝑅𝑜𝑜𝑡با استفاده از تابع  یرخطیدستگاه غ نیا

 قیدق یهاجواب به یبیتقر یهابجوا است شده داده نشان شده ارائه یهاگونه که در مثالشده است. همان حل کند،یم

 .ندیآ دست به هیاز توابع پا یتوانند با به کار بردن فقط تعداد کمیم بالا دقت با جینتا و هستند کینزد

 

 

𝒏؛ چپ: 4-4مثال  یبرا 𝒆̅𝒏. گراف 4 شکل = 𝒏راست:  ،𝟒 = 𝟖. 
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