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Introduction 

   A class of random variables called negatively orthant dependent random 

variables defined in the classical setting of probability spaces by Lehman 

in 1966. Joag-Dev and Proschan extended this class of random variables 

and showed every sequence of negatively associated random variables is 

negatively orthant dependent. In 2008, acceptable random variables are 

defined by Antonini in the classical setting of probability spaces. Let 

{𝑋𝑛}𝑛∈ℕ be a sequence of random variables in a probability space 

(Ω, ℱ, ℙ), where Ω is a sample space, ℱ is a σ-algebra of the subsets of  Ω, 

and ℙ is a probability measure in ℱ. Furthermore let 𝔼 be the expectation 

of random variables in (Ω, ℱ, ℙ). In the proof of limit theorems it is so 

important to obtain an exponential bound for a partial sum ∑ (𝑋𝑖 −
𝑛
𝑖=1

𝔼𝑋𝑖) . Sung et. al., obtained an exponential bound for ∑ (𝑋𝑖 − 𝔼𝑋𝑖) 
𝑛
𝑖=1 and 

proved it for the cacceptable random variables class. Kim, Nooghabi and 

Azarnoosh, Roussas and Xing, obtained exponential bound for negatively 

associated random variables. In this paper, we define a class of acceptable 

random variables in noncommutative (quantum) probability spaces. In fact 

this paper transfers some of probability inequalities from the commutative 

probability spaces into the noncommutative probability spaces. 
Material and methods 

In this scheme, first for the convenience of the reader we repeat the main 

definitions of noncommutative probability spaces. In the second step we 

define acceptable random variables in the noncommutative probability 

spaces and prove some probability inequalities for this class of random 

variables. 

Results and discussion 

    In general case, probability inequalities determine upper and lower 

bounds for the expectation of a random variable or the probability measure 

of an event. Sometimes we can not obtain the expectation or the probability 

measure exactly. In these situations, these bounds are important for control 

the expectation of a random variable or the probability measure of an 

event. 

    In this paper we want to answer this question: 

    Can we obtain these bounds for probability inequalities in von 

Neumann algebras? 
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    Methods are used in this paper to compare classical setting are 

different. One of difficulties of the noncommutative setting is this fact 

that the product of two positive elements is not necessarily positive 

element in a 𝐶∗-algebra; Because it is not self-adjoint. Another one is this 

fact that there is not guarantee for existence of the maximum of two 

positive operators. 

 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The probability inequalities are proved for acceptable random 

variables in Noncommutative probability spaces. They are a 

generalization of probability inequalities for negatively orthant 

dependent random variables in probability theory. 

 

 We show under what situations, sequence {
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 }

𝑛≥1
is 

completely convergence, where {𝑥𝑛}𝑛≥1 is a sequence of 

noncommutative self-adjoint random variables. 

 

 We show under what situations, sequence {
1

𝑛𝛽
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 }

𝑛≥1
for 

every β > 1 is completely convergence, where {𝑥𝑛}𝑛≥1 is a 

sequence of noncommutative self-adjoint random variables. 

 

 All the results of this paper can be used for random matrices. 

 
How to cite: Sadeghi, Gh., & Divandar, M.S. (2022). Acceptable random variables in noncommutative probability 

spaces.  Mathematical Researches, 8 (2) 1-12.  
 
 

                               © The Author(s).                                                                        Publisher: Kharazmi University  
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 مقدمه .1

جایی هرا در فضاهای احتمال ناجاب "متغیرهای تصادفی پذیرفتنی"نام  در این مقاله یک رده از متغیرهای تصادفی، به  

دست آمده برای رده دهیم که نتایج بهکنیم. در ادامه نشان میهای احتمالی را ثابت میمعرفی نموده و برخی نامساوی

 فضاهای احتمال ناجابجایی های تصادفی نیز برقرار است. در واقع این مقاله گذری از فضاهای احتمال جابجایی بهماتریس

 است.

,Ω)یک دنباله از متغیرهای تصادفی روی فضای احتمال  𝑋1 ، 𝑋2 ،... ،𝑋𝑛فرض کنید ℱ, ℙ)  باشد که در آنΩ  فضای

دفی متناهی از متغیرهای تصا ۀ. این خانواداستℱ مثبت روی ۀیک انداز ℙو   Ω های جبر از زیرمجموعه-σیک  ℱنمونه، 

 داشته باشیم 𝑥1  ،𝑥2 ،... ،𝑥𝑛خوانیم درصورتی که برای اعداد حقیقی  1ایناحیه طورمنفی وابستهبهرا 
 

ℙ(𝑋1 ≤ 𝑥1, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛) ≤∏ℙ(

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖) 

 و

ℙ(𝑋1 > 𝑥1, … , 𝑋𝑛 > 𝑥𝑛) ≤∏ℙ(

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖 > 𝑥𝑖). 

 متناهی از آن ۀباشد درصورتی که هر زیردنبالناحیه ای می طورمنفی وابسته به 𝑛∈ℕ{𝑋𝑛} نامتناهی ۀهمچنین دنبال

سادگی دیده  مطرح گردید. به 2ناحیه ای توسط لمان طورمنفی وابسته ناحیه ای باشد. مفهوم به طورمنفی وابستهبه

 طورهمچنین لمان مفهوم ب باشد.ای میی ناحیهمنفی وابسته طور هشود که هر دنباله از متغیرهای تصادفی وابسته، بمی

، ...، 𝑋1  ،𝑋2متناهی از متغیرهای تصادفی  ۀرا نیز معرفی کرد. بر طبق تعریف لمان دنبال 9تعمیم یافته ۀوابست منفی

𝑋𝑛  را روی فضای احتمال(Ω, ℱ, ℙ) صورتی که عدد تعمیم یافته خوانیم در ۀطورمنفی وابست به𝑀 > وجود داشته  0

 داشته باشیم 𝑥1  ،𝑥2 ،... ،𝑥𝑛که برای اعداد حقیقی طوری باشد به

ℙ(𝑋1 ≤ 𝑥1, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛) ≤ 𝑀∏ℙ(

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖) 

 و

ℙ(𝑋1 > 𝑥1, … , 𝑋𝑛 > 𝑥𝑛) ≤ 𝑀∏ℙ(

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖 > 𝑥𝑖). 

𝑀شود، حالت خاص در این تعریف مشاهده می طور کههمان =  ۀُ. دنبالاستای ناحیه طورمنفی وابستهتعریف به همان 1

فی من طور متناهی از آن به ۀباشد درصورتی که هر زیردنبالتعمیم یافته می طورمنفی وابستهبه 𝑛∈ℕ{𝑋𝑛} نامتناهی

 طور [ مراجعه کرد. مفهوم به1توان به ]تر پیرامون این نوع وابستگی میتعمیم یافته باشد؛ برای اطلاعات بیش ۀوابست

                                                           
1 negatively orthant dependent 
2 Lehmann 

3 extended negatively dependent 
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گسترش یافت. جاگ و پرسچون نشان دادند که هر دنباله از متغیرهای  2و پرسچون 1ای توسط جاگناحیه ۀمنفی وابست

متغیرهای  2228در سال  4آنتونینی .[2؛ ر.ک. ]استای ناحیه ۀمنفی وابست طور ، به9منفی وابسته طور تصادفی به

گوییم را پذیرفتنی می 𝑋1  ،𝑋2 ،... ،𝑋𝑛متناهی از متغیرهای تصادفی ۀرا تعریف کرد: یک گردای  5تصادفی پذیرفتنی

 هرگاه

𝔼 exp (𝜆∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

) ≤∏𝔼 exp (𝜆

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖) 

,Ω)ی روی فضای احتمال امید متغیرتصادف𝔼 که در آن  λبرای هر عدد حقیقی  ℱ, ℙ) است. 

 ی باشد.متناهی از آن پذیرفتن ۀدلخواه از متغیرهای تصادفی را پذیرفتنی گوییم درصورتی که هر زیرگردای ۀهمچنین یک خانواد

ه مثالی کند کطور منفی وابسته با تبدیل لاپلاس متناهی، شرایطی را ایجاد می یک دنباله از متغیرهای تصادفی به

مفهوم وابستگی منفی به  [ را ببینید. بعدها،9دهد؛ برای جزئیات بیشتر ]تغیرهای تصادفی پذیرفتنی ارائه میبرای م

پذیرفتنی، پذیرفتنی تعمیم -𝑀های معینی اصلاح و تعمیم یافت. برای مثال تفسیرهایی همچون متغیرهای تصادفی روش

، 12[. سرانجام سانگ5[، ]4[، ]9معرفی شدند ] 3و وانگ 8چویتوسط آنتونینی،  7طور گسترده پذیرفتنی و به 6یافته

معرفی کردند.  λبا قرار دادن یک شرط روی  0102تر از این مفهوم را در سال ی ضعیفانسخه 12و ولودین 11سریسرادچای

δ درصورتی که استپذیرفتنی  𝑋1  ،𝑋2 ،... ،𝑋𝑛ۀدر واقع طبق این تعریف خانواد > که طوری داشته باشد بهوجود  0

|λ|که  λبرای هر عدد حقیقی  ≤ δ  داشته باشیم 

𝔼 exp(𝜆∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

) ≤∏𝔼 exp (𝜆

𝑛

𝑖=1

𝑋𝑖). 

 متناهی از آن پذیرفتنی باشد. ۀکه هر زیرگردایدلخواه از متغیرهای تصادفی را پذیرفتنی گوییم درصورتی ۀخانواد

,Ω) یک دنباله از متغیرهای تصادفی روی فضای احتمال 𝑛∈ℕ{𝑋𝑛}فرض کنید  ℱ, ℙ) دست آوردن یک  باشد. به

∑نامساوی نمایی برای مجموع جزئی (𝑋𝑖 − 𝔼𝑋𝑖) 
𝑛
𝑖=1 کند. سانگ و نقش مهمی را در اثبات قضایای حدی بازی می

∑همکارانش یک نامساوی نمایی برای مجموع جزئی (𝑋𝑖 − 𝔼𝑋𝑖) 
𝑛
𝑖=1 ای از متغیرهای را برای رده دست آوردند و آن به

یک دنباله از متغیرهای  𝑛∈ℕ{𝑋𝑛}تصادفی وابسته و در واقع برای متغیرهای تصادفی قابل قبول، اثبات کردند. در واقع اگر

|𝔼𝑒δ|𝑋1تصادفی پذیرفتنی با ویژگی  < δ برای ∞ > 0گاه برای هر باشد، آن 0 < 𝜀 < 𝐾𝛿  نامساوی نمایی زیر را

 داریم

ℙ(|∑(𝑋𝑖 − 𝔼𝑋𝑖)

𝑛

𝑖=1

| > 𝑛𝜀) ≤ 2 exp(
𝑛𝜀2

4𝐾
) 

                                                           
1 Joag-Dev 
2 Proschan 
3 negatively associated 
4 Antonini 
5 acceptable 
6 extended acceptability 

7 widely acceptability 
8 Choi 
9 Wang 
10 Sung 
11 Srisuradetchai 
12 Volodin 
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𝐾که در آن  = 2(𝔼|𝑋1|
4)

1

2𝔼𝑒δ|𝑋1|. 1این نوع از نامساوی یک اندازه از نرخ همگرایی برای قانون قوی اعداد بزرگ 

 مراجعه کنید.[ 6توانید به ]تر میبرای جزئیات بیش کند؛ایجاد می

های نمایی را برای متغیرهای تصادفی و کینگ به همراه همکارانشان نامساوی 5س، روسا4و آذرنوش 9، نوقابی2در ادامه کیم

 .[12[، ]3[، ]8] [،7]دست آوردند  صورت زیر به طور منفی وابسته بهبه

,Ω)از متغیرهای تصادفی پذیرفتنی روی فضای احتمال یک دنباله  𝑛∈ℕ{𝑋𝑛}فرض کنید  ℱ, ℙ)   و{𝑔𝑛}𝑛∈ℕ  یک

≤ 𝑛دنباله از اعداد مثبت باشد. برای هر  𝐺𝑛دهیم قرار می 1 = ∑ 𝑔𝑖
𝑛
𝑖=1 برای عدد ثابت .𝑛 ≥  𝑇، اگر عدد مثبت 1

 که طوری وجود داشته باشد به

𝔼etXk ≤ e
1
2
gkt

2

, 0 ≤ t ≤ T, k = 1, 2, … , n 

 گاهآن

ℙ(𝑠𝑛 ≥ 𝑥) ≤ {
𝑒
− 
𝑥2

2𝐺𝑛
 
,         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐺𝑛𝑇 اگر

𝑒− 
𝑇𝑥
2 ,                   𝑥 ≥ 𝐺𝑛𝑇 اگر

 

حتمال های اهای مربوط به متغیرهای تصادفی پذیرفتنی، مانند نامساوی ذکر شده در بالا، روی فضادر این مقاله نامساوی

های ثابت شده روی متغیرهای تصادفی پذیرفتنی تر و نامساویجزئیات بیش ۀجایی بررسی شده است. برای مشاهدهناجاب

هایی مانند امید یک های بالا و پایینی را برای کمیتهای احتمالی کران[ مراجعه کنید. در حالت کلی، نامساوی6] به

 ها برای کنترل مقادیر احتمال یاکنند. در واقع اهمیت این کرانپیشامد تعیین میمتغیر تصادفی یا مقدار احتمال یک 

هبندی ریاضی نظریه احتمال ناجابفرمول ها ممکن نیست.دقیق این کمیت ۀهایی است که محاسبامید شرطی در حالت

ی توسعه یافت. در این آزمایشمکانیک کوانتوم ها[ ابتدا به منظور ارائه توصیف احتمالی آزمایش11جایی یا کوانتومی ]

نظریه احتمال  ۀشوند و از این رو از جنبهای احتمالی ساده خارج مینامساوی ۀدهد که از محدودمشاهداتی رخ می ها

اش با عنوان جایی را در مقالهههای ناجابکلاسیک قابل توصیف نیستند. برای مثال جان بل اولین نوع از نامساوی

 منتشر کرد که در چارچوب نظریه احتمال کلاسیک قابل بررسی نبود. "روزن--دولسکیپو--پارادوکس انیشتین"

جایی ههای احتمال ناجابکند که چه نتایجی از نظریه احتمال برای فضارود این سوال به ذهن خطور میطور که انتظار میهمان

 برقرار هستند؟

تقریب احتمال رخداد یک پیشامد یا امید مجموع چند دست آوردن یک کران و  ها برای بهجا که مبحث نامساویاز آن

کنیم آیا حائز اهمیت است، بنابراین در این حالت است که سوال می هاهای مرتبط با مارتینگلمتغیر تصادفی، نامساوی

سوال طبیعی  دست آورد؟ این یک جایی( بههنویمان )فضای احتمال ناجابهای فونجبر ۀها را در حوزای از آنتوان نسخهمی

 کند و البته کاربردهایولی مهم در حوزه جبر عملگرها است زیرا به درک ما از رفتار عناصر یک جبر فون نویمان کمک می

مشخصی نیز در مکانیک کوانتوم آماری دارد. بسیاری از خواص و قضایایی که در مورد فضاهای احتمال کلاسیک برقرار 

                                                           
1 strong law of large numbers 
2 Kim 
3 Nooghabi 

4 Azarnoosh 
5 Roussas 
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روند، هنوز هم کارا جایی به کار میههایی که در مورد جابکنند و برخی از ابزاریجایی هم صدق مهاست، در حالت ناجاب

های مورد استفاده در این حوزه با حالت جابجایی در احتمال کلاسیک خواهند بود. اما با این حال در اغلب اوقات تکنیک

جایی با هفضای احتمال ناجاب ۀطالعهای جدیدی بهره گرفت. از معضلاتی که در ممتفاوت است و لازم است که از روش

مطلق برای دو عملگر اشاره کرد و یا این که حاصلضرب دو عنصر توان برای مثال به نامساوی قدرشویم، میآن مواجه می

0جبر لزوما مثبت نیست زیرا در حالت کلی خودالحاق نیست. در واقع از نامساوی  -∗𝐶مثبت یک  ≤ 𝑥 ≤ 𝑦توان ، نمی

0نتیجه گرفت  ≤ 𝑥𝑡 ≤ 𝑦𝑡 0. این نابرابری فقط برای ≤ 𝑡 ≤ های پیش رو این برقرار است. یکی دیگر از دشواری 1

وار دو متغیر تصادفی قابل تعریف است، در حالت کلی هیچ دانیم ماکزیمم نقطهجایی که میهاست که بر خلاف حالت جاب

 [ مراجعه کرد.19[، ]12توان به ]تر مییات بیشئجز ۀمشاهد تضمینی برای وجود ماکزیمم دو عملگر مثبت وجود ندارد؛ برای

جایی را بیان کنیم. پیشوند هبینیم که مقدماتی از فضای احتمال ناجابجا قبل از ذکر نتایج اصلی، لازم میدر این

و یا  1جایی آلن کُنهتوان به هندسه ناجابهای دیگر نیز یافت. برای مثال میتوان در حوزهرا می "جاییهناجاب"

 جایی اشاره کرد. هفضاهای توپولوژیکی ناجاب

را بخش مثبت آن در نظر  +𝔐باشد و  1با عضو همانی  𝐻یک جبر فون نویمان روی فضای هیلبرت  𝔐 فرض کنید

τگیریم. نگاشتمی ∶ 𝔐+ →  گوییم هرگاهمی 𝔐 روی 2یک اثررا   [∞,0]

  برای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝔐+ و هر λ ∈ ℝ
+

τ(𝑥داشته باشیم   + 𝜆𝑦) = 𝜏(𝑥) + 𝜆𝜏(𝑦) ؛ 

  برای هر𝑥 ∈ 𝔐+  داشته باشیمτ(𝑥𝑥∗) =  𝜏(𝑥∗𝑥). 

sup𝑖نامیم هرگاه را نرمال می 𝔐روی  𝜏اثر  𝜏(𝑥𝑖) = 𝜏(sup𝑖 𝑥𝑖)  برای هر گردایه صعودی کراندار(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼  در𝔐+ ،

τ(𝑥)هرگاه نامیم می 9صادق = 𝑥نتیجه دهد  0 = τ(1)نامیم هرگاه ، و متناهی می 0 < ∞. 

𝜏(1) طوری که باشد به 𝔐متناهی نرمال صادق روی یک اثر  𝜏اگر  = ,𝔐)دوتایی در این حالت  1 𝜏)  یک فضای را

𝑥برای هر  |𝑥|قدرمطلق  نامیم.جایی میهاحتمال ناجاب ∈ 𝔐  صورت به|𝑥| = (𝑥∗𝑥)
1

شود. برای هر عملگر تعریف می 2

𝑥 خودالحاق  ∈ 𝔐طیفی یکتای  ۀ، انداز𝐸  بورل روی𝜎- جبر𝔅(ℝ)  از ℝتصاویر وجود دارد به ۀهم ۀبه توی مجموع 

:𝑓که برای هر تابع بورل طوری 𝜎(𝑥) ⟶ ℂ  عملگر𝑓(𝑥) ۀبا ضابط 𝑓(𝑥) = ∫𝑓(𝜆) 𝑑𝐸 (𝜆) و تعریف شده است 

  𝜒𝐵(𝑥) = ∫𝐵 𝑑𝐸 (𝜆) = 𝐸(𝐵).  و  𝑥 = ∫ 𝜆𝑑𝐸(𝜆) 

 علاوه به
𝜏(𝒳[𝑡,∞)(|𝑥|)) = 𝜏(𝒳[𝑡,∞)(𝑥)) + 𝜏(𝒳[𝑡,∞)(−𝑥)) 

𝑥همچنین اگر  ≥ 𝑡و  0 > 𝒳[𝑡,∞)(𝑥)𝑡گاه  آن 0 ≤ 𝑥معروف  4. بنابراین نامساوی زیر را داریم که به نامساوی مارکوف

 :ستا

𝜏(𝒳[𝑡,∞)(𝑥)) = 𝑡
−1𝜏(𝑥). 

𝑥 برای عضو خودالحاق  ∈ 𝔐  بنا به نامساوی مارکوف داریم 

                                                           
1 Alain Connes 
2 trace 

3 faithful 
4 Markov inequality 
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 𝜏(𝒳[𝑡,∞)(𝑥)) = 𝜏 (𝒳[𝑒𝑡,∞)(𝑒
𝑥)) ≤ 𝑒−𝑡𝜏(𝑒𝑥) 

 صورت زیر قابل بیان است: به 1صورت نامساوی نمایی چبیشفدر این

 𝜏(𝒳[𝑡,∞)(𝑥)) ≤ 𝑒
−𝑡𝜏(𝑒𝑥) 

Prob(𝑥جایی از نماد هدر حالت ناجاب ≥ 𝑡) ≔ 𝜏(𝒳[𝑡,∞)(𝑥)) ۀتر در زمینلاعات بیشکنیم؛ برای اطاستفاده می 

  .[ مراجعه کنید15[، ]14توانید به مراجع ]جایی میهفضاهای احتمال ناجاب

 2جاییهمتغیرهای تصادفی پذیرفتنی ناجاب .2

هایی جایی معرفی نموده و سپس نامساویهتغیرهای تصادفی پذیرفتنی را در فضاهای احتمال ناجابدر این بخش ابتدا م

 .کنیمجایی ثابت میهمربوط به این نوع متغیرهای تصادفی را در فضاهای احتمال ناجاب

,𝔐)جایی هحتمال ناجاباز متغیرهای تصادفی خودالحاق را در فضای ا  𝑥1  ،𝑥2 ،... ،𝑥𝑛دنباله متناهی .1تعریف 𝜏) 

 نامساوی زیر برقرا ر باشد 𝑡پذیرفتنی گوییم در صورتی که برای هر عدد حقیقی 

(1          )                         𝜏(exp (𝑡 ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )) ≤ ∏ 𝜏𝑛

𝑖=1 (exp(𝑡𝑥𝑖)).    

متناهی از آن  ۀیم درصورتی که هر زیرگردایییرفتنی گوجایی را پذهدلخواه از متغیرهای تصادفی ناجاب ۀیک خانواد

  .پذیرفتنی باشد

یک دنباله از اعداد  𝑛≥1{𝛾𝑛}جایی و هیک دنباله از متغیرهای تصادفی خودالحاق ناجاب 𝑛≥1{𝑥𝑛}فرض کنید  .2 ۀقضی

𝑛مثبت باشد. برای هر  ≥ Γ دهیمقرار می 1
𝑛
≔ ∑ 𝛾𝑖

𝑛
𝑖=1 .ای عدد مثبت بر𝑛  اگر یک عدد مثبت𝜃 موجود باشد به 

 طوری که

(2      )                    𝜏(𝑒𝑡𝑥𝑘) ≤ 𝑒
1

2
𝛾𝑘𝑡

2

, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜃, 𝑘 = 1,2,… , 𝑛, 

αبرای هر  گاهآن > 0 

Prob(𝑠𝑛 ≥ 𝛼) ≤

{
 

 
𝑒
− 
𝛼2

2Γ𝑛
 

,         0 ≤ 𝛼 ≤ Γ
𝑛
𝜃اگر

𝑒− 
𝜃𝛼
2 ,                   𝛼 ≥ Γ

𝑛
𝜃اگر

 

 

𝑆𝑛که در آن  = ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1. 

𝛼فرض کنید  برهان. ≥  شود کهنامساوی مارکوف نتیجه می و (2( و )1) های. از نامساوی0

Prob(𝑠𝑛 ≥ 𝛼) ≤ 𝑒
−𝑡𝛼𝜏(𝑒𝑡𝑠𝑛) ≤ 𝑒−𝑡𝛼∏𝜏

𝑛

𝑖=1

(𝑒𝑡𝑥𝑖) ≤ 𝑒
Γ𝑛𝑡

2

2
 − 𝑡𝛼 ,     0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜃. 

 در نتیجه،

Prob(𝑠𝑛 ≥ 𝛼) ≤ inf0≤𝑡≤𝜃𝑒
Γ𝑛𝑡

2

2
 − 𝑡𝛼 = 𝑒inf0≤𝑡≤𝜃(

Γ𝑛𝑡
2

2
 − 𝑡𝛼) 

 

                                                           
1 exponential Chebyshev inequality 2 fractional calculus       

2 Caputo’s fractional derivative 
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θاکنون اگر  ≥
𝛼

Γ𝑛
 داریم 

𝑒inf0≤𝑡≤𝜃(
Γ𝑛𝑡

2

2
 − 𝑡𝛼) = 𝑒

− 
𝛼2

2Γ𝑛
 
 

θو اگر  ≤
𝛼

Γ𝑛
 گاه ، آن

𝑒inf0≤𝑡≤𝜃(
Γ𝑛𝑡

2

2
 − 𝑡𝛼) = 𝑒

Γ𝑛θ
2

2
 − θ𝛼 ≤ 𝑒− 

𝜃𝛼
2 . 

 

یک دنباله از اعداد  𝑛≥1{𝛾𝑛}جایی و هیک دنباله از متغیرهای تصادفی خودالحاق ناجاب 𝑛≥1{𝑥𝑛}فرض کنید . 3 ۀنتیج

𝑛 مثبت باشد. برای هر ≥ Γدهیم قرار می 1
𝑛
≔ ∑ 𝛾𝑖

𝑛
𝑖=1 برای عدد مثبت .𝑛   اگر یک عدد مثبت𝜃 موجود باشد به 

 طوری که 

𝜏(𝑒𝑡𝑥𝑘) ≤ 𝑒
1
2
𝛾𝑘𝑡

2

, |𝑡| ≤ 𝜃, 𝑘 = 1,2,… , 𝑛, 

 

αاین صورت برای هر  در > 0 

 

Prob(|𝑠𝑛| ≥ 𝛼) ≤

{
 

 
2𝑒

− 
𝛼2

2Γ𝑛
 

,         0 ≤ 𝛼 ≤ Γ
𝑛
𝜃اگر

2𝑒− 
𝜃𝛼
2 ,                   𝛼 ≥ Γ

𝑛
𝜃اگر

 

 

 طور کامل همگرا گوئیم درصورتی کهاز متغیرهای تصادفی ناجابجایی را به 𝑛≥1{𝑥𝑛}دنباله  .0تعریف

∑Prob(|𝑥𝑛| ≥ 𝜀) < ∞.

∞

𝑛=1

 

𝑖طوری که برای هر  جایی باشد بههاق ناجابیک دنباله از متغیرهای تصادفی خودالح 𝑛≥1{𝑥𝑛} فرض کنید. 5 ۀقضی ≥ 1  

1) 𝜏(𝑥𝑖) =  ؛0

2) 𝜏(𝑥𝑖
2) = 𝜎𝑖

2 < ∞. 

 

𝐵𝑛دهیم قرار می
2 ∶= ∑ 𝜎𝑖

2𝑛
𝑖=1 و 

𝐶𝑛 ∶= max {
‖𝑥𝑖‖

√𝐵𝑛
2
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} , 𝑛 ≥ 1. 

𝜀 اگر برای هر > 0، 

(9 )                                               ∑ exp∞
𝑛=1 {−

𝑛𝜀2

2𝐶𝑛
2𝐵𝑛

2} < ∞ 

 

} ۀگاه دنبالآن
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 }

𝑛≥1
 طور کامل همگراست.به 
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,𝑡و نامساوی مارکوف برای هر  𝑛≥1{𝑥𝑛} ۀبا توجه به تعریف پذیرفتنی بودن دنبال برهان. 𝜀 >  داریم که 0

 
Prob(|∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 | ≥ 𝜀) = Prob(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≥ 𝜀) + Prob(∑ (−𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1 ≥ 𝜀)                                     

≤ 𝑒

−𝑡𝜀

√𝐵𝑛
2

 𝜏 (exp(
𝑡

√𝐵𝑛
2
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

)) + 𝑒

−𝑡𝜀

√𝐵𝑛
2

 𝜏 (exp(−
𝑡

√𝐵𝑛
2
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

))    

≤ 𝑒

−𝑡𝜀

√𝐵𝑛
2

 (∏𝜏(𝑒

𝑡𝑥𝑖

√𝐵𝑛
2

)

𝑛

𝑖=1

+ ∏𝜏(𝑒

− 
𝑡𝑥𝑖

√𝐵𝑛
2

)

𝑛

𝑖=1

)                                     

≤ 2exp(
−𝑡𝜀

√𝐵𝑛
2
+
𝑛𝑡2𝐶𝑛

2

2
).                                                                   (4)      

𝑡قرار دهیم ( 4)اکنون اگر در نامساوی  =
𝜀

𝑛𝐶𝑛
2√𝐵𝑛

2
 گاه آن 

Prob(|∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 | ≥ 𝜀) ≤ 2exp (−

𝜀2

2𝑛𝐶𝑛
2𝐵𝑛
) 

 شود کهنتیجه می( 9) از نامساوی بالا و نامساوی

∑ℙ(|
1

𝑛
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

| ≥ 𝜀) ≤ 2∑ exp(−
𝑛𝜀2

2𝐶𝑛
2𝐵𝑛

2)

∞

𝑛=1

< ∞

∞

𝑛=1

 

} ۀبنابراین دنبال
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 }

𝑛≥1
 طور کامل همگراست.  به 

αجایی باشد و برای هرهیک دنباله از متغیرهای تصادفی خودالحاق ناجاب 𝑛≥1{𝑥𝑛}فرض کنید  .6 ۀقضی > 𝑛و   0 ≥ 1 

 در نامساوی زیر صدق کند 

(5       )                             Prob(|𝑥𝑛| ≥ 𝛼) ≤ 𝑀∫ 𝑒−𝛾𝑡
2
𝑑𝑡  

+∞

𝛼
 

 طوری که موجود باشد به 𝑛مستقل از  𝑐های مثبت باشند. فرض کنید ثابت مثبت ثابت 𝛾و  𝑀که در آن 

 (6 )                                          τ(∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )2 ≤ 𝑐 ∑ τ𝑛

𝑖=1 (𝑥𝑖
2),  

βصورت برای هر  این در > }ی ، دنباله1
1

𝑛𝛽
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 }

𝑛≥1
 طور کامل همگراست. به 

 شود کهنتیجه می (6)از نامساوی مارکوف و نامساوی  برهان.

∑Prob(|
1

𝑛𝛽
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

| > 𝜀) ≤ ∑
1

𝑛2𝛽𝜀2
𝜏 (∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

≤ 𝑐∑
1

𝑛2𝛽𝜀2

∞

𝑛=1

∑𝜏(𝑥𝑖
2).                                  

𝑛

𝑖=1

 

𝜏(𝑥𝑖در ادامه یک کران برای 
 شود که( نتیجه می5آوریم. از نامساوی )دست میبه (2

‖𝑥𝑖‖2
2 =  𝜏(𝑥𝑖

2) = 2∫ 𝛼 Prob(|𝑥𝑖| ≥ 𝛼) 𝑑𝛼
∞

0

 

≤ 2∫ 𝛼 (𝑀∫ 𝑒−𝛾𝑡
2
𝑑𝑡

∞

𝛼

)𝑑𝛼                                           
∞

0

 

= 𝑀∫ 𝑒−𝛾𝑡
2
(∫ 2𝛼 𝑑𝛼

𝑡

0

)𝑑𝑡                                             
∞

0

 

= 𝑀∫ 𝑡2𝑒−𝛾𝑡
2
𝑑𝑡 =

𝑀√𝜋

4𝛾
3
2

,                                               
∞

0
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 در نتیجه 

∑Prob(|
1

𝑛𝛽
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

| > 𝜀)

∞

𝑛=1

≤
𝐶𝑀√𝜋

4𝛾
3
2𝜀2

∑
1

𝑛2𝛽−1
< ∞

∞

𝑛=1

 

} ۀبنابراین دنبال
1

𝑛𝛽
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 }

𝑛≥1
 طور کامل همگرا است.  به 

 

,𝔐)فرض کنیم  .7 ۀتبصر 𝜏) احتمال ناجابجایی و  فضای(Ω, ℱ, ℙ) پذیر فضای احتمال باشد. فضای تمام توابع اندازه

𝜏(𝑓)جایی همراه با اثر متناهی نرمال صادق هیک جبر فون نویمان جاب ℒ∞(Ω)اساساً کراندار،  = ∫
Ω
𝑓 𝑑𝑝  را درنظر

𝒩 دهیمگیریم. اکنون قرار میمی = ℒ∞(Ω) ⨂ 𝔐 فون نویمان جبر . 𝒩  همراه با اثر تانسوری𝑣 = ∫⨂𝜏  یک فضای

مقدار درنظر گرفت. حال - 𝔐پذیر توان توابع اندازهرا می 𝒩 واقع عناصر فون نویمان جبر  جایی است. درهاحتمال ناجاب

𝑥 اگر ∈ 𝒩  یک تابع ساده𝔐-گاهمقدار باشد آن 

(7)                                                  𝑣(𝑥) = ∫
Ω
𝜏(𝑥(𝜔)) 𝑑𝑝(𝜔). 

𝔐ویژه اگر به =ℳ𝑛×𝑛  های ماتریس ۀفضای هم 𝑛 × 𝑛های مختلط همراه با اثر استاندارد نرمال باشد، ، با آرایه

𝒩گاه آن = ℒ∞(Ω) ⨂ ℳ𝑛×𝑛 ایج این مقاله . بنابراین تمام نتستا( 7)های تصادفی همراه با اثر ماتریس ۀفضای هم

 .کار برده های تصادفی نیز بتوان برای ماتریسرا می
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