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Introduction 

   The Schur multiplier ℳ(𝐺), which is the second homology group of a group 

𝐺, was introduced by I. Schur in his works on projective representations of a 

group in 1904. During one century several investigations on this topic have been 

approached by several authors. Among the class of groups, the class of finite 𝑝-

groups took a special attention because it is well known that the 𝑝-part of ℳ(𝐺) 

is embedded into the Schur multiplier of the Sylow 𝑝-subgroup of 𝐺. The 

famous result of Green shows that a 𝑝-group of order 𝑝𝑛 has the Schur 

multiplier of order bounded above by 𝑝
1

2
𝑛(𝑛−1)

. It allows us to write |ℳ(𝐺)| =

𝑝
1

2
𝑛(𝑛−1)−𝑡(𝐺) for some 𝑡(𝐺) ≥ 0. The integer 𝑡(𝐺)  is called the corank of a finite 

𝑝-group 𝐺, and it is denoted by corank (𝐺). The structure of all 𝑝-groups with 

𝑡(𝐺) ≤ 7 is completely classified in several papers, so it is quite natural to ask the 

following question. “Is it possible to characterize all finite 𝑝-groups by 𝑡(𝐺)?” 

At the moment, there is no result for 𝑡(𝐺) ≥ 8, and the question is still open. 

This article answers this question in the affirmative when 𝐺 is belong to class 

of finite abelian group. 
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Material and methods 

We use the fundamental theorem of finitely generated abelian groups and 

the famous theorem by Schur which states the behavior of the Schur multiplier 

functor with respect to direct products to obtain some numerical inequalities 

between the orders of the Schur multipliers of finite abelian 𝑝-groups. First we 

consider finite abelian 𝑝-groups without a cyclic factor of order 𝑝, and then the 

general case will be discussed. 

Results and discussion 

We show that for each integer 𝑡, there are finitely many finite abelian 𝑝-

group 𝐺 with 𝑡(𝐺) = 𝑡. Moreover for each 𝑡, we completely determine the 

structure of such groups 

Conclusion 

 We proved that despite the general case for which the problem of classifying 

finite 𝑝-groups via their coranks is still open for 𝑡(𝐺) ≥ 8, the special case of 

finite abelian 𝑝-groups has a complete answer for all 𝑡(𝐺). 

How to cite: Parvizi, M., Niroomand, P., Mohammadpour Yengjeh, A., Kayvanfar, S; (2022). The Structure of 

finlte Abelian p-groups by the order of their schur multipliers. Mathematical Researches, 8 (1), 148-

166 
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𝑝- آبلی متناهیگروه، 

 .رتبههم
  

 

 

 

 

  ۀاز مرتب 𝐺 آبلی متناهی مانندگروه -𝑝دهد برای هر [ نشان می4] 1ای مشهور از گریننتیجه

𝑝𝑛  عدد صحیح𝑡(𝐺)  طوری که مرتبه ضریگر شور ه موجود است ب𝐺 ،ℳ(𝐺)  برابر است با

𝑝
1

2
𝑛(𝑛−1)−𝑡(𝐺) که در آن ،𝑡(𝐺) یک عدد صحیح نامنفی است. عدد نامنفی 𝑡(𝐺) 2رتبههم  

ای باز در ألهرتبه همچنان مس متناهی بر حسب همهای گروه-𝑝بندی شود. طبقهده مینامی 𝐺گروه 

 بندیشان طبقهرتبهناهی را بر حسب همآبلی متهای گروهها است. در این مقاله تمام گروه ۀنظری

 کنیم.می

 

 

 

 شور ضربگر مرتبۀ حسب بر متناهی آبلی هایگروه-p ساختار .(1451) محمدپور ینگجه، افسانه؛ کیوانفر، سعید؛ ؛پیمان، نیرومند ؛محسن ،پرویزی: استناد

 .          148-111(، 1) 8، های ریاضیپژوهش. آنها

     نویسندگان. ©                                                                                                                                      خوارزمیناشر: دانشگاه 

                                                           
1Green 
2Corank 
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 مقدمه.1

است، اولین بار  𝐺و منطبق بر دومین گروه همولوژی گروه  نشان داده می شود ℳ(𝐺)که با  𝐺ضربگر شور گروه 

تعریف شد. در طی حدود یک قرن نویسندگان  ۴۰۹۱های تصویری در سال هنگام کار کردن روی نمایش 1توسط شور

بیشتر  متناهیهای گروه-𝑝 ردهبه طور خاص به خاطر پیچیدگی این موضوع زیادی بر روی این موضوع کار کردند و 

های متناهی پوچ توان به گروه ۀمورد توجه قرار گرفت. دلایلی برای این توجه بیشتر موجود است که می توان به تجزی

مشهور گرین  ۀنتیجضرب را اشاره کرد. های سیلوی خود و باز شدن ضربگر شور روی این حاصلگروهضرب زیرحاصل

𝑝توسط   𝑝𝑛 ۀمتناهی از مرتبگروه -𝑝ضربگر شور یک  ۀگوید که مرتبمی
1

2
𝑛(𝑛−1) شود. وجود این از بالا کراندار می

|ℳ(𝐺)|ضربگر شور را بتوان به صورت  ۀشود که مرتبکران باعث می = 𝑝
1

2
𝑛(𝑛−1)−𝑡(𝐺)   نوشت که در آن𝑡(𝐺) 

نشان   𝑐𝑜𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐺)این عدد با  [3]نامیم و درمی 𝐺گروه  ۀرتبرا هم 𝑡(𝐺)یک عدد صحیح نامنفی است. عدد صحیح 

 داده شده است.

با استفاده  [2]در  2پس از آن الیس شده است. ارائه [۴2] و[ ۴]به ترتیب در  2و  ۴، 0رتبه ها با همگروه -𝑝ساختار تمام 

 ها باگروه-𝑝دن ساختار تمام کرد و قادر به مشخص کر ترا سادهر [۴، ۴2] از روشی متفاوت محاسبات انجام شده در 

 شد. ۳رتبه حداکثر هم

 بندی کرد؟رتبه طبقهها را بر حسب همگروه-𝑝توان تمام رسد این است: آیا میبه ذهن می که به طور طبیعی الیوس

𝑡(𝐺)به این سوال برای [ ۴2، 2، ۴]اشاره شد، در مقالات  طور که قبلاًهمان ≤  پاسخ داده شده است. با روشی کاملاً 3

𝑡(𝐺)های سوال برای حالت [۰، 8]متفاوت از روش قبلی در  = 4, به  [6، 5]در  3همچنین جعفریپاسخ داده شد.  5

𝑡(𝐺)سوال برای  = 6, 𝑡(𝐺)ای برای در حال حاضر نتیجهجواب داده است.  7 ≥ له هنوز یک أموجود نیست و مس 8

 له باز است.أمس

دهد که در این حالت گیرد و نشان میدر نظر میمتناهی های آبلی  گروه-𝑝حاضر حالت خاص سوال بالا را برای  ۀمقال

𝑡(𝐺)با  𝐺های آبلی ساختار تمام گروه 𝑡جواب مثبت است. به عبارت دیگر برای هر عدد صحیح نامنفی  = 𝑡  به دست

 می آید. 

ℤ𝑘در سرتاسر این مقاله 
(𝑚) جمع مستقیم  ۀنشان دهند𝑚 ۀه از گروه دوری از مرتبنسخ 𝑘 ای که در ادامه است. قضیه

رتبه های آبلی متناهی با همگروه-𝑝آوری کرده است که ساختار تمام [ را جمع۴2، ۴۹، 2، ۴]آید نتایج مقالات می

 کند.را مشخص می ۱کثر احد

 

 

                                                                                                                                                                          
1I.Schur 
2 Ellis 

3 Jafari 
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 باشد. در این صورت 𝑝𝑛یک گروه آبلی از مرتبه  𝐺فرض کنید  1.1 ۀقضی

i. 𝑡(𝐺) =  یک گروه آبلی مقدماتی باشد 𝐺اگر و تنها اگر  0

ii. 𝑡(𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  1 ≅ ℤ𝑝2 

iii. 𝑡(𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  2 ≅ ℤ𝑝 ⊕ℤ𝑝2 

iv. 𝑡(𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  3 ≅ ℤ𝑝3  یا𝐺 ≅ ℤ𝑝 ⊕ℤ𝑝 ⊕ℤ𝑝 

v. 𝑡(𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  4 ≅ ℤ𝑝2 ⊕ℤ𝑝2  یا𝐺 ≅ ℤ𝑝2 ⊕ℤ𝑝
(3) 

 روند.بخش بعد به کار میۀ زیر در ها و قضیلم

 صورت دو گروه متناهی باشند. در این 𝐵و  𝐴فرض کنید   1.2لم 

ℳ(𝐴 × 𝐵) ≅ ℳ(𝐴)⊕ℳ(𝐵)⊕ 𝐴/𝐴′ ⊕ 𝐵/𝐵′ 

    .[۴۴]رجوع کنیدبرهان: 

 لم زیر را داریم. ۴.2ای از لم به عنوان نتیجه

𝐺فرض کنید  1.3لم  ≅ ℤ𝑝𝑚1 ⊕ℤ𝑝𝑚2 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝑚𝑘  یک𝑝- گروه آبلی متناهی باشد. در این صورت 

ℳ(𝐺) ≅ ℤ𝑝𝑚2 ⊕ℤ𝑝𝑚3
(2)⊕⋯⊕ℤ𝑝𝑚𝑘

(𝑘−1) 

ℤ𝑚⨂ℤ𝑛 ۀبا استفاده از استقرا و لم قبل و رابطبرهان:  ≅ ℤgcd⁡(𝑚,𝑛) شود.حکم به راحتی اثبات می 

 رود.میۀ اصلی به کار قضی اثبات  اثبات شده توسط الیس است، در ۀای از قضیبعد که در واقع نتیجه ۀقضی

 

 صورت  باشد. در این 𝑝𝑛 ۀمولدی از مرتب-𝑑آبلی  گروه-𝑝یک  𝐺فرض کنید  ([Prop. 2 ,2])  1.0 ۀقضی

|ℳ(𝐺)| ≤ 𝑝
1

2
𝑑(2𝑛−𝑑−1) 
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 نتایج اصلی .2

عدد صحیح  𝑡باشد که در آن  𝑡آنان  ۀرتبپردازیم که همهای آبلی متناهی میگروه-𝑝تمام بندی در این بخش به طبقه

 𝐺های آبلی متناهی چون گروه-𝑝تعداد  𝑡دهیم برای هر عدد صحیح نامنفی ی دلخواهی است. به علاوه نشان مینامنف

𝑡(𝐺)که داریم  = 𝑡 ۀمتناهی است. این حکم، نتیج [3, Prop. 3]  را برای رده𝑝-های آبلی متناهی تعمیم گروه

 کنیم.ۀ آن را محاسبه میرتبهم تها برای هر گروه آبلی متناهیدهد. در انمی

های آبلی متناهی داریم که بر حسب تعداد مولدهای  گروه-𝑝مایشی برای ن، نیاز به ۴.۱ ۀو قضی ۴.۳برای به کار بردن لم 

 دهد.لم زیر چنین نمایشی را ارائه می .آن باشد

𝑎باشد و  𝑝𝑛 ۀمولدی از مرتب-𝑑آبلی  گروه-𝑝یک  𝐺فرض کنید  2.1لم  = 𝑛 − 𝑑صورت اعداد صحیح  . در این𝑟 

(1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎)  و𝛼𝑖 ≥ 2 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟)  موجودند به قسمی که 

𝐺 ≅ ℤ𝑝
(𝑛−(𝑎+𝑟))⊕ℤ𝑝𝛼1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛼𝑟  و∑ 𝛼𝑖

𝑟
𝑖=1 = 𝑎 + 𝑟. 

𝐺های آبلی با تولید متناهی داریم اساسی گروه ۀبا استفاده از قضیبرهان:  ≅ ℤ𝑝𝛽1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛽𝑑     که در آن ،𝛽1 ≤

⋯ ≤ 𝛽𝑑 فرض کنید .𝑟  کوچکترین عددی باشد که داشته باشیم𝛽1 = ⋯ = 𝛽𝑑−𝑟 = 𝛽𝑑−𝑟+1و  1 >  ، در این1

,𝛽𝑑−𝑟+1صورت با جایگزینی  … , 𝛽𝑑  با𝛼1, … , 𝛼𝑟  آید.دست میراحتی حکم به 

 ۀدوری از مرتبهایی که فاقد عامل آنان، ابتدا روی گروه ۀرتبهای آبلی متناهی بر حسب هم گروه-𝑝برای مشخص کردن 

𝑝  2.۴و لم  ۴.۱ ۀبا توجه به قضیکنیم. باشند تمرکز می، 𝑎 ۀدر رابط 𝑎2 − 𝑎 ≤ 2𝑡 کند، لذا برای هر مقدار صدق می

𝑡،  تنها تعداد متناهی مقدار برای𝑎 .تر هر گاه به طور دقیق موجود است𝑎𝑡 = max{𝑎⁡| 𝑎2 − 𝑎 ≤ 𝑡}  مجموعه مقادیر

…,1,2}برابر است با  𝑎قابل قبول  , 𝑎𝑡} . برای هر مقدار قابل قبول𝑎 ،بریم.می زیر را به کار ۀقضی 

باشد  𝑝 ۀآبلی متناهی بدون عامل مستقیم دوری از مرتب گروه-𝑝یک  𝐺فرض کنید ، 2.۴گذاری لم  با نماد 2.2 ۀقضی

𝑡(𝐺)صورت  عدد صحیح نامنفی دلخواهی باشد. در این 𝑡و  = 𝑡  اگر و تنها اگر𝐺 ≅ ℤ𝑝𝛼1⨁⋯⨁ℤ𝑝𝛼𝑟 که در آن   

∑ (𝑖 − 1)𝛼𝑖 =
1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡𝑟

𝑖=2. 

𝐺داریم  عامل مستقیم دوری ندارد 𝐺چون  برهان: ≅ ℤ𝑝𝛼1⨁⋯⨁ℤ𝑝𝛼𝑟 داریم 2.۴گذاری لم  لذا مطابق نماد ، 

 𝑛 = 𝑎 + 𝑟 ، داریم  ۴.۳با استفاده از لم حالlog𝑝|ℳ(𝐺)| = ∑ (𝑖 − 1)𝛼𝑖
𝑟
𝑖=2 طبق فرض داریم ، از طرفی

𝑡(𝐺) = 𝑡 لذا log𝑝|ℳ(𝐺)| =
1

2
𝑛(𝑛 − 1) − 𝑡،  حال با جایگذاری𝑎 + 𝑟  به جای𝑛 آید. به حکم به دست می

∑ عکس فرض کنید (𝑖 − 1)𝛼𝑖
𝑟
𝑖=2 =

1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡 می دانیم . 
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 log𝑝|ℳ(𝐺)| =
1

2
𝑛(𝑛 − 1) − 𝑡(𝐺) = ∑ (𝑖 − 1)𝛼𝑖

𝑟
𝑖=2   دهد با توجه به فرض خط بالا نتیجه میکه 

 1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡 =

1

2
𝑛(𝑛 − 1) − 𝑡(𝐺) ،ۀحال رابط 𝑛 = 𝑎 + 𝑟  دهد و تساوی قبل نتیجه می

𝑡(𝐺) = 𝑡. 

 𝑝 ۀفاقد عامل مستقیم دوری از مرتب 𝐺متناهی گروه آبلی-𝑝هنگامی که  𝑡(𝐺) ۀای که گذشت، روش محاسبقضیه

ها اعداد صحیح نامنفی هستند که  𝛼𝑖باشد را مشخص کرد. واقعیت مهمی که لازم است به آن اشاره شود این است که 

 کنند و لذا تعداد متناهی از آنها موجود است.ۀ خطی صدق میدر یک دستگاه دو معادل

ای ظاهر در زیر، دوره رتبه به معنای اشاره شدهبر حسب هم ی آبلی متناهیهاگروه-𝑝دهد که ۀ بعد نشان میقضی

 شوند.می

𝐺نمادگذاری قبل فرض کنید  با مفروضات و 2.3ۀقضی ≅ ℤ𝑝
(𝑘) ⊕𝐺1  که در آن𝐺1 ≅ ℤ𝑝𝛼1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛼𝑟 

𝑡(𝐺1)گروهی باشد که داشته باشیم  = 𝑡1صورت داریم  ، در این𝑡(𝐺) = 𝑡1 + 𝑘𝑎. 

  داریم ۴.2با استفاده از لم  برهان:

ℳ(𝐺) ≅ ℤ𝑝
(
1

2
𝑘(𝑘−1))⊕ℳ(𝐺𝑡)⊕ ℤ𝑝

(𝑘𝑟) 

 

 نشان می دهد  ۴.۳همچنین لم 

log𝑝|ℳ(𝐺𝑡)| =∑(𝑖 − 1)𝛼𝑖

𝑟

𝑖=2

 

 دهد که نشان می 2.2 ۀاز طرفی قضی

∑(𝑖 − 1)𝛼𝑖 =
1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡1

𝑟

𝑖=2

 

 بنابراین

log𝑝|ℳ(𝐺)| =
1

2
𝑘(𝑘 − 1) +

1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡1 + 𝑘𝑟, 
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1حال با مساوی قرار دادن سمت راست تساوی بالا با عبارت 

2
(𝑘 + 𝑎 + 𝑟)(𝑘 + 𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡(𝐺) ،داریم 

1

2
𝑘(𝑘 − 1) +

1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡1 + 𝑘𝑟 =

1

2
(𝑘 + 𝑎 + 𝑟)(𝑘 + 𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡(𝐺) 

 در نتیجه

،𝑡(𝐺) =
1

2
[(𝑘 + 𝑎 + 𝑟)(𝑘 + 𝑎 + 𝑟 − 1) − ⁡𝑘(𝑘 − 1) − (𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) + 2𝑡1 − 2𝑘𝑟] 

 آید.م پس از مقداری محاسبه به دست میحکحال 

ای دارای هم رتبه 2.۳ ۀهای معرفی شده در قضیدهد تنها گروهاست و نشان می 2.۳به مفهومی عکس قضیه بعد  ۀقضی

𝑡1به شکل  + 𝑘𝑎 ای که باید دقت کرد این است که هر عدد طبیعی دارای تعدادی متناهی نمایش به فرم هستند. نکته

𝑡 = 𝑡1 + 𝑘𝑎  است و برای هر مقدار𝑡1 ،𝑘  و𝑎  دهد.را پوشش می های ممکنساختار تمام گروه 2.۱و  2.۳قضایای 

𝑡(𝐺)گروه آبلی متناهی دلخواه باشد و -𝑝یک  𝐺 فرض کنید 2.0 ۀقضی = 𝑡 هر گاه داشته باشیم .𝑡 = 𝑡1 + 𝑘𝑎 

𝐺 صورت  در این ≅ ℤ𝑝
(𝑘) ⊕𝐺1  که در آن𝐺1 ≅ ℤ𝑝𝛼1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛼𝑟  و𝑡(𝐺1) = 𝑡1. 

 داریم  2.۴بنا بر لم برهان: 

𝐺 ≅ ℤ𝑝
(𝑛−(𝑎+𝑟)) ⊕ℤ𝑝𝛼1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛼𝑟  

 قرار دهید 

𝐺1 ≅ ℤ𝑝𝛼1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛼𝑟  

 از این رو 

ℳ(𝐺) ≅ ℤ𝑝
(
1

2
(𝑛−(𝑎+𝑟))(𝑛−(𝑎+𝑟)−1))⊕ℳ(𝐺1)⊕ ℤ𝑝

((𝑛−(𝑎+𝑟))𝑟) 

 و لذا 

log𝑝|ℳ(𝐺)| =
1

2
(𝑛 − (𝑎 + 𝑟))(𝑛 − (𝑎 + 𝑟) − 1) + log𝑝|ℳ(𝐺1)| + (𝑛 − (𝑎 + 𝑟))𝑟. 

 های حال تساوی

log𝑝|ℳ(𝐺)| =
1

2
(𝑛)(𝑛 − 1) − 𝑡 
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 و

log𝑝|ℳ(𝐺1)| =
1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − 𝑡1 

 دهد.نتیجه را به دست می

𝑡 ،گروه آبلی متناهی-𝑝برای هر  دهد کهلم زیر نشان می در پایان = 𝑡(𝐺) شود.محاسبه می  چگونه 

𝐺فرض کنید  2.5لم  ≅ ℤ𝑝
(𝑛−(𝑎+𝑟)) ⊕ℤ𝑝𝛼1 ⊕⋯⊕ℤ𝑝𝛼𝑟  یک𝑝-صورت  گروه آبلی متناهی باشد در این

𝑡(𝐺) =
1

2
(𝑎 + 𝑟)(𝑎 + 𝑟 − 1) − ∑ (𝑖 − 1)𝛼𝑖

𝑟
𝑖=2 

 آید.به راحتی به دست می 2.۳و  2.2حکم از به کار بردن قضایای برهان: 

t(G)برای  زیر را به عنوان حالت خاصی از قضایای اثبات شده ۀقضیدر پایان  = 5, 6, 7,  می توان ثابت کرد. 8

 صورت باشد. در این 𝑝𝑛 ۀیک گروه آبلی از مرتب 𝐺فرض کنید   2.6 ۀقضی

i. 𝑡(𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  5 ≅ ℤ𝑝
(4)⊕ℤ𝑝2  یا𝐺 ≅ ℤ𝑝 ⊕ℤ𝑝3 

ii. (𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  6 ≅ ℤ𝑝
(5)⊕ℤ𝑝2  یا𝐺 ≅ ℤ𝑝 ⊕ℤ𝑝2

𝐺یا  (2) ≅ ℤ𝑝4 

iii. (𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  7 ≅ ℤ𝑝
(6)⊕ℤ𝑝2  یا𝐺 ≅ ℤ𝑝

(2)⊕ℤ𝑝3 

iv. (𝐺) = 𝐺اگر و تنها اگر  8 ≅ ℤ𝑝
(7)⊕ℤ𝑝2  یا𝐺 ≅ ℤ𝑝

(2)⊕ℤ𝑝2
𝐺  یا (2) ≅ ℤ𝑝2 ⊕ℤ𝑝3 

  مقادیر داده شده را قرار دهیم. 𝑡به جای  2.۳ ۀست در قضیکافیبرهان: 
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