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 های آن تابع یکنوای عملگری و تحدب نرم مشتق

‌

‌‌‌1،‌کمال‌فلاحی2*،‌امیرقاسم‌غضنفری1زهرا‌رحیمی‌چگنی

‌تهران،‌گروه‌ریاضی،‌‌دانشگاه‌پیام‌نور،‌.‌1

‌گروه‌ریاضیدانشگاه‌لرستان،‌.‌2

‌27/11/98پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌21/15/98دریافت‌‌‌

 چکیده
‌.اشدب‌ پذیر‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌یک‌عملگرمثبت‌وارون‌ و‌     یک‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌روی‌‌ فرض‌کنید‌ 

 ، گاه‌برای‌هر‌عدد‌صحیح‌مثبت‌یک‌نرم‌یکانی‌پایا‌باشد،‌آن‌       دهیم‌اگرنشان‌می

                       

‌می ‌ثابت ‌تابع ‌مجموع         کنیم ‌وارون‌ۀهم‌ۀروی ‌مثبت ‌‌عملگرهای ‌در ‌است‌شبه‌    پذیر ‌محدب و‌.

 دهیمچنین‌نشان‌می‌هم

 ,                ׳       ׳                      

 :که‌این‌یک‌تظریف‌از‌نتیجه‌معروف‌زیر‌است

                ׳                 
        یک‌عدد‌حقیقی‌مثبت‌و‌‌ که‌در‌آن

‌تقریب ‌برخی ‌مقاله ‌این ‌نامساوی‌در ‌راست ‌طرف ‌از ‌‌ها ‌نوع ‌مشتق‌ادامارد–رمیتاهای ‌توابع ‌شامل نرم‌‌و‌پذیرند‌که

‌‌نگاشت ‌شبه‌مشتق‌آنها‌وسیلۀ‌بههای‌القاءشده ‌محدب‌یا ‌تمام‌عملگرهای‌خودالحاق، ‌‌‌روی‌مجموعه –محدب‌یا محدب‌ 

 .آوریم‌دست‌می‌هستند،‌به

 .ادامارد،‌توابع‌مشتق‌پذیر،‌نرم‌یکانی‌پایا،‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌-رمیت‌انامساوی‌:‌های کلیدی واژه

 

 معرفی و مقدمه

‌‌:همواره‌برقرار‌است(‌1)امساوی‌ن‌   ه‌ک‌ℝ    ‌و‌ℝروی‌ ازای‌هر‌تابع‌محدب‌‌به

  
   

 
    

 

   
       
 

 
  

         

 
                            (1)  

‌.استبرقرار‌‌ و‌عکس‌آن‌برای‌تابع‌مقعر‌‌معروف‌است‌1ادامارد-ارمیتکه‌این‌نامساوی‌به‌نامساوی‌

که‌‌نظر‌گرفته‌شود‌مفهوم‌تحدب‌دراز‌‌2عنوان‌یک‌تظریف‌ممکن‌است‌به‌ادامارد‌ارمیتقابل‌ذکراست‌که‌نامساوی‌

های‌اخیر‌چندین‌گسترش‌و‌تعمیم‌برای‌تحدب‌کلاسیک‌مطرح‌‌در‌سال.‌شودتیجه‌مین‌ راحتی‌از‌نامساوی‌ینسن‌به

‌(.مراجعه‌شودمراجع‌ذکر‌شده‌در‌آنها‌‌و[‌ ]،‌[2]،‌[1]به‌تر‌‌برای‌اطلاعات‌بیش)اند‌شده

–محدب‌و‌‌های‌شبه‌که‌تعاریف‌تابع‌با‌توجه‌به‌این‌اکنون ‌محدب‌تعمیمی‌از‌تعریف‌تابع‌محدب‌هستند،‌آنها‌را‌در 

‌.کنیمبیان‌میادامه‌
                                                           

 ‌‌‌‌‌‌ghazanfari.a@lu.ac.irنویسنده مسئول*

1. Hermite-Hadamard 

2. refinement 
3. Jensen 
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‌     و‌‌     عضو‌‌ ‌و‌  ازای‌هر‌شود،‌هرگاه‌بهمحدب‌گفته‌می‌شبه     روی‌‌ℝ        تابع‌

‌:داشته‌باشیم

                             

شود،‌هرگاه‌برای‌،‌گفته‌می[0]در‌محدب‌به‌مفهوم‌دوم‌   ،‌‌ℝبه‌     از‌‌ تابع‌‌        و‌برای‌یک‌ثابت‌

‌:داشته‌باشیم‌‌     و‌‌     عضو‌‌ و‌‌ هر‌

                                

‌ ‌بربیان‌ترتیب‌عملگری‌در ‌بیان‌نتایج، گری‌مروری‌های‌یکنوای‌عملگری‌و‌محدب‌عملو‌تعاریف‌تابع‌    قبل‌از

‌.ریمدا

اشته‌د‌   ،‌هرگاه‌برای‌هر‌بردار(‌   یا‌)،‌   یمنویسمی‌    در‌‌ ‌و‌ ‌ازای‌عملگرهای‌خودالحاق‌به

‌:باشیم‌

               

‌.نامیمکه‌این‌نامساوی‌را‌ترتیب‌عملگری‌می

‌باشد‌و‌ℝیک‌بازه‌در‌‌ فرض‌کنید‌

𝜎              و خودالحاق              

‌پیوست ‌‌ۀتابع ‌مقدار ‌باز‌ حقیقی ‌عملگر‌ ‌ۀروی ‌عملگری)1یمحدب ‌2مقعر ‌می( ‌گفته ‌هرگاه ‌ترتیب‌شود، در

‌:داشته‌باشیم‌   𝜎در‌‌‌ و‌‌ و‌هر‌عملگر‌خودالحاق‌کراندار‌‌       ازای‌هر‌به‌    ،عملگری

                                  

ترتیب‌عملگری‌یکنوا‌‌شود،‌هرگاه‌نسبت‌بهنامیده‌می‌ یکنوای‌عملگری ‌ۀروی‌یک‌باز‌ حقیقی‌مقدار‌‌ۀتابع‌پیوست

‌:داشته‌باشیم‌   𝜎عضو‌ و‌ برای‌عملگرهایعبارت‌دیگر‌‌باشد؛‌به

                

‌.مراجعه‌شود[‌6]،‌[5]به‌یکنوای‌عملگری‌‌و(‌مقعر)بعضی‌نتایج‌اساسی‌در‌مورد‌توابع‌محدب‌‌بررسی‌برای‌مشاهده‌و

–مشتق‌‌    و‌     یک‌تابع‌حقیقی‌روی‌‌ فرض‌کنید نگاشت‌القا‌شده‌‌ چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌ام‌آن‌باشد 

–مرتبه‌‌ۀمشتق‌فرش‌      روی‌عملگرهای‌مثبت‌باشد‌و‌‌ ‌ۀوسیل‌هب ‌.باشد‌ ‌ۀام‌این‌نگاشت‌در‌نقط 

‌مشتق‌ برای‌هر ،      ‌‌ –یک‌عملگر  ‌ ‌برای‌این‌خطی‌روی‌فضای‌همه ‌نرم عملگرهای‌خودالحاق‌است‌که

‌:تعریف‌شده‌است‌صورت‌بدینعملگرها‌

                                                
‌نامیده‌می‌    روی‌‌       نرم‌ عضو‌‌ و‌ وهرعملگر‌یکانی‌‌      شود،‌هرگاه‌برای‌هر‌نرم‌یکانی‌پایا

‌.                  ‌داشته‌باشیم‌،    

صورت‌طبق‌این‌نرم،‌نرم‌مربوط‌‌یک‌نرم‌یکانی‌پایا‌روی‌فضای‌عملگرهای‌خودالحاق‌باشد،‌دراین       صورتی‌که‌‌در

–به‌عملگر‌ ‌:شود‌میصورت‌تعریف‌‌دینب‌      خطی‌ 

.                                                                

                                                           
1. Operator Convex 

2. Operator Concave 
3. Operator Monotone 
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‌:دراین‌صورت‌داریم‌                       چون‌

         =                            

‌:اگر‌تعریف‌کنیمحال‌

 .  برای هر عملگر مثبت                                     

نشان‌داده‌شده‌است‌‌[8]‌چنین‌در‌هم‌.است‌    در‌‌       ازای‌‌هر‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌به‌[7]به‌با‌توجه‌

کدام‌از‌آنها‌هستندکه‌هیچ‌    در‌‌            ‌با‌ضابطۀ‌و‌تابع‌       تابع‌‌       ازای‌که‌به

‌.یکنوای‌عملگری‌نیستند

‌جز‌هب‌              ازای‌تمامی‌‌به‌       نشان‌داده‌شده‌است‌که‌تابع‌توانی‌[‌9]‌علاوه‌در‌هب

‌.است‌    در‌‌‌        

روی‌مجموعه‌عملگرهای‌‌آنهامشتق‌‌وسیلۀ‌بههای‌القاء‌شده‌‌پذیری‌که‌نرم‌نگاشت‌های‌مشتق‌در‌این‌مقاله‌نگاشت

–محدب‌یا‌خودالحاق،‌محدب‌یا‌شبه یک‌تابع‌یکنوای‌‌ دهیم‌که‌هرگاهگیریم‌و‌نشان‌میمحدب‌است‌را‌در‌نظر‌می 

گاه‌برای‌هر‌عدد‌صحیح‌نرم‌یکانی‌پایا‌باشد،‌آنیک‌‌       یک‌عملگر‌مثبت‌وارون‌پذیر‌و‌‌ ،‌     عملگری‌روی‌

 :ریمدا‌ مثبت‌

                         

‌ ام‌تابع‌یکنوای‌عملگری- ‌ۀمشتق‌مرتب‌وسیلۀ‌بهنرم‌نگاشت‌القاء‌شده‌)‌         کنیم‌چنین‌ثابت‌می‌هم

خاص‌های‌‌ها‌و‌کاربردها‌برای‌حالت‌در‌ادامه‌مثال.‌محدب‌است‌شبهیک‌تابع‌(‌ برای‌عدد‌صحیح‌مثبت‌‌     روی‌

‌.دهیم‌در‌پایان‌یک‌تخمین‌خطا‌برای‌فرمول‌سیمپسون‌ارائه‌می.‌آورده‌شده‌است‌آن‌مندان‌علاقه‌نیز‌برای

‌

 نتایج اصلی

 :محدب و یکنوای عملگری  های شبه تابع. 1

‌ ‌برخورداربودن‌خود‌توابع‌از‌‌2و‌اختلال‌1تقریب‌های‌نظریهدر‌بعضی‌مسائل‌در ‌نرم‌توابع‌سرو‌کار‌داریم، وقتی‌با

–محدب‌و‌‌هایی‌مانند‌محدب‌بودن،‌یکنوایی،‌شبه‌ویژگی فقط‌داشتن‌این‌خواص‌برای‌نرم‌‌محدب‌ضروری‌نیست‌و 

‌.آن‌توابع‌کافی‌است

،‌نرم‌نگاشت‌القاء‌شده‌      در‌ادامه‌این‌مقاله‌تابع‌.‌اشدب‌ℝدر‌‌ ‌ۀیک‌تابع‌حقیقی‌روی‌باز‌ فرض‌کنید‌

‌:صورت‌است‌دینعملگرهای‌خودالحاق‌ب‌ۀهم‌ۀروی‌مجموع‌ وسیلۀ‌‌به

       𝜎             

          
گاه‌باشد،‌آن‌محدب‌عملگری دراین‌صورت‌اگر.‌باشد‌ℝ  یک‌تابع‌حقیقی‌مثبت‌روی‌‌ فرض‌کنید(‌الف. 1مثال 

‌حدب‌است،‌چونم‌   𝜎روی‌‌      

                                

‌و‌بنابراین

                                                           
1. Approximation theory 
2. Perturbation theory 
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‌نتیجه‌ ‌‌ اگر‌در ‌چون‌تابع‌            یک‌عدد‌حقیقی‌در ‌ضابطۀ‌باشد، محدب‌یک‌تابع‌‌       ‌با

‌.استمحدب‌‌   𝜎روی‌‌      تابع‌،       ازای‌هر‌گاه‌‌به،‌آناست‌     روی‌عملگری‌

‌آن ‌از ‌اگر‌و ‌شرط‌‌ جاکه ‌دراین‌   یک‌عدد‌حقیقی‌با ‌ضابطۀ‌صورت‌تابع‌حقیقی‌باشد، روی‌‌       ‌با

‌محدب‌است‌و‌     

            
 
               

                
 
 

                  
‌      ‌تابع‌،       ‌ۀازای‌هر‌باز‌گاه‌به‌شد،‌آنبا‌             ۀ‌یک‌عدد‌حقیقی‌در‌باز‌ اگر‌‌پس

‌.محدب‌است‌   𝜎روی‌

روی‌‌      گاه‌‌باشد،‌آن‌یعملگر‌نواییک‌ اگر‌.‌باشد‌       یک‌تابع‌حقیقی‌مثبت‌روی‌‌ فرض‌کنید(‌ب

𝜎   چون.محدب‌است‌‌‌شبه‌:‌

                              

                  

                 

                    

                     
روی‌‌      دهدکه‌‌امساوی‌زیر‌نیز‌نتیجه‌مین‌.      که‌در‌آن‌       و     ‌فرض‌کنید

𝜎   محدب‌است‌،‌شبه       ‌ۀبازبرای‌هر‌‌.‌

            
 
                                               

‌:محدب‌نیست،‌زیرا‌شبه‌      ،‌تابع‌ℝروی‌‌          برای‌(‌ج

            
      

 
                            

‌.این‌تابع‌محدب‌هم‌نیست‌توان‌نتیجه‌گرفت‌کهمی‌استمحدب‌نیز‌‌که‌چون‌هر‌تابع‌محدب،‌شبه

‌‌ فرض‌کنید‌.1ۀ قضی ‌روی ‌عملگری ‌یکنوای ‌در‌ و‌     یک‌تابع ‌باشد، ‌مثبت ‌صحیح ‌صورت‌این‌یک‌عدد

‌‌:داریم‌     و‌ و‌‌ پذیر‌‌ازای‌تمامی‌عملگرهای‌مثبت‌و‌معکوس‌محدب‌است؛‌یعنی‌به‌شبه‌         

                                                               (2)  

‌:دارد‌( )صورت‌‌یک‌نمایش‌انتگرالی‌به‌     روی‌‌ دانیم‌که‌هرتابع‌یکنوای‌عملگری‌می. اثبات

            
 

    
 

 

   
 

 

 
                               ( )  

‌:،‌که          است‌‌     یک‌اندازه‌مثبت‌روی‌‌ و‌‌   عداد‌حقیقی،‌ا‌ ‌و‌ ‌که‌در‌آن

 
 

    

 

 

               

‌پذیر‌است،‌بنابراین‌نهایت‌مشتقبی‌     دهد‌که‌هر‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌روی‌نتیجه‌می‌‌( )‌نمایش‌انتگرالی

              
 

    
           

 

 
                                (0)  
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‌:آیددست‌می‌به‌(5)‌ۀعلاوه‌از‌نمایش‌انتگرالی‌رابط‌هب

       ׳ 
 

      

 

 
                                              (5)  

‌:در‌نتیجه

                  ׳  
 

 

        

‌کنید ‌فرض ‌                    و‌                    حال ‌چون صورتدراین.

‌:داریم‌‌   

              ׳  
  

 

 

                   
 

 

       

‌طور‌مشابه،هو‌ب

              ׳  
  

 

 

                         
 

 

 

‌صورت،‌دراین.     فرض‌کنید‌

                                          , 

‌:دهدکه‌این‌نتیجه‌می

              ׳       ׳  

‌.شودثابت‌می‌   برای‌‌(2)‌و‌نامساوی

‌:داریم‌   طور‌مشابه‌برای‌به

                              
 

 

       

                
 

 

       

 

‌.و‌این‌اثبات‌را‌کامل‌می‌کند‌برقرار‌است‌‌(2)‌توان‌نشان‌داد‌که‌در‌این‌حالت‌دوباره‌نامساویکمک‌روند‌مشابه‌می‌به

‌یک‌عملگر‌ اگر‌.‌یک‌نرم‌یکانی‌پایا‌است‌       و‌     یک‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌روی‌‌ فرض‌کنید‌.  2 ۀقضی

 :رابطه‌برقرار‌استاین‌‌ گاه‌برای‌هر‌عدد‌صحیح‌مثبت‌‌پذیرباشد،‌آن‌مثبت‌وارون

                        

‌.      در‌نتیجه‌‌و

‌:داریم‌(0)ۀ‌رابط‌از‌.اثبات

                     
 

 

                

‌:داریم‌[5،‌(IV،‌01)]‌چون‌طبق
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 کاربردها. 4
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‌.اختلال‌است‌ۀکه‌یکی‌از‌مسائل‌اصلی‌در‌قضی

‌نامساوی‌نامساوی ‌زیر، ‌با‌های ‌مرتبط ‌06)‌های ،X)-[0 ‌ ،X)5]‌در‌‌ ‌عملگری‌‌است[ ‌یکنوای ‌توابع ‌برای که

‌.برقرارهستند

صورت‌‌این‌در‌            باشد‌و‌       باز‌‌ۀیک‌تابع‌حقیقی‌روی‌باز‌ فرض‌کنید(‌الف. 2 ۀنتیج

‌   𝜎    ازای‌هر‌به
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و‌هر‌‌       صورت‌برای‌هر‌نرم‌یکانی‌پایای‌‌در‌این.‌باشد‌     یک‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌روی‌‌  فرض‌کنید(‌ب
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‌الف: اثبات )‌ ‌کنید ‌باشدم‌   ‌𝜎روی‌    ׳  فرض ‌باحدب ‌از‌، ‌‌(7)‌استفاده ‌‌   برای ‌   و این‌،

‌:آوریمدست‌می‌ها‌را‌به‌نامساوی
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که‌حال‌در‌صورتی محدب‌یا‌‌شبه‌   𝜎روی    ׳   – برای‌‌(9)یا‌(‌8)‌گاه‌از‌نامساوی‌محدب‌باشد،‌آن‌  و‌‌   

.آوریمدست‌می‌را‌به(‌الف)های‌مطلوب‌در‌قسمت‌‌،‌نامساوی     

‌.آوریم،‌که‌به‌نوع‌خود‌جالب‌هستنددست‌می‌های‌زیر‌را‌به‌،‌نامساوی   و‌‌   برای‌(‌11)ۀ‌کمک‌رابط‌به(‌ب
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‌.شودآوریم‌و‌اثبات‌کامل‌میدست‌می‌را‌به‌(10)‌بنابراین‌نامساوی‌مطلوب

‌:کنیمرا‌بیان‌می‌2،‌مثال‌‌2ۀکمک‌نتیج‌به

 :داریم‌       که         برای‌‌(‌الف. 2مثال

            
     

 
                  

‌:داریم‌      که       برای‌(‌ب

                                              
‌،     روی‌‌         برای‌(‌ج

.                                                 

دو‌عملگر‌مثبت‌باشند‌‌ و‌ باشد‌و‌فرض‌کنید‌      یک‌تابع‌یکنوای‌عملگری‌روی‌‌ فرض‌کنید‌که‌‌. 2تذکر

‌.‌     و‌‌     ،‌ که‌برای‌عدد‌مثبت‌‌طوری‌به

‌:برقرار‌است‌(15)،‌برای‌هر‌نرم‌یکانی‌پایا‌نامساوی‌[‌5از‌‌X، ‌.8]ۀ‌قضی‌ۀوسیل‌به
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