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Introduction 

   A Fibonacci string of length 𝑛 is a binary string 𝑏1. . . 𝑏𝑛 with 𝑏𝑖 · 𝑏𝑖+1 = 0 

for 1 ≤ 𝑖 < 𝑛. In the other words, Fibonacci strings are thus binary strings that 

contain no consecutive 1s. A Fibonacci string of weight 𝑘 is a Fibonacci string 

with precisely 𝑘 ones. The Fibonacci cube Γ𝑛, 𝑛 ≥ 1, is the graph whose 

vertices are all the Fibonacci strings of length 𝑛, two vertices being adjacent if 

they differ in precisely one position. This cube was introduced by Hsu in 1993.  

 Munarini and others, introduced a new graph called the Lucas cube.  The Lucas 

cube Λ𝑛 is obtained from Γ𝑛 by removing vertices that start and end with 1. 

 

 

 

 

 

Lucas cube Λ𝑛 , for 𝑛 = 1, 2, 3. 

A perfect code of a graph is a subset 𝐶 of its vertex set such that every vertex 

of graph is either in 𝐶 or adjacent to precisely one member of 𝐶. 

 The study of codes in graphs which was initiated by Biggs presents a 

generalization of the problem of the existence of (classical) error-correcting 

codes. For instance, Hamming codes and Lee codes correspond to codes in the 
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Cartesian product of complete graphs and cycles, respectively. Also, it is proved 

that Γ𝑛 admits a perfect code if and only if 𝑛 ≤ 3. 

Preliminaries and method 

In this scheme, first we denote some new subset of vertex set of Λ𝑛 . By Λ𝑛,𝑘, 

we denote the vertices of  Λ𝑛  of weight 𝑘. For 𝑖 ∈ {0, 1} we denote by Λ𝑛,𝑘
𝑖  the 

vertices of  Λ𝑛,𝑘 that start with 𝑖. Observe that the vertices of Λ𝑛,𝑘
0  are of the 

form 0𝛼, where 𝛼 is a Lucas string of weight 𝑘 and length 𝑛 = 1. We calculate 

that  

|Λ𝑛,𝑘| =
𝑛

𝑛 − 𝑘
(

𝑛 − 𝑘
𝑘

), 

|Λ𝑛,𝑘
0 | = (

𝑛 − 𝑘
𝑘

),               |Λ𝑛,𝑘
1 | = (

𝑛 − 𝑘 − 1
𝑘 − 1

). 

 

Then, for the proof of the main theorem, we consider two cases, 0𝑛 ∉ 𝐶 and 

0𝑛 ∈ 𝐶, where 𝐶 is a perfect code on Λ𝑛 and we get contradiction for 𝑛 > 3. 

Conclusion 

The following conclusion was drawn from this research. 

 The Lucas cube Λ𝑛 admits a perfect cod if and only if 𝑛 ≤ 3. 

 

How to cite: Ghaleh Agha Babai, A., Fathalikhani, KH., (2022) The (non-)existence of perfect codes in Lucas 

cubes. Mathematical Researches, 8 (3), 172-179 
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 لوکاس مکعب در تام کد وجود بررسی

 2فتحعلیخانی خدیجه،  1آقابابایی قلعه اعظم 

 a_babai@aut.ac.ir :پست الکترونیکیایران.  ،قم دانشگاه پایه، علوم ۀدانشکد ریاضی، گروهمسئول،  نویسندۀ .1

 fathalikhani.kh@gmail.com :پست الکترونیکیایران.  ،کاشان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده ریاضی، گروه .2

 

 چکیده     مقالهاطلاعات 

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 80/87/1930 تاریخ دریافت:

 20/80/1933تاریخ بازنگری: 

 89/83/1933  تاریخ پذیرش:

 81/83/1481 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،تام کد

 ، لوکاس مکعب

 .فیبوناتچی مکعب

 

 

 

است  𝑛های دودویی به طول های آن همه رشتهگرافی است که مجموعه رأس Λ𝑛مکعب لوکاس 

نیستند. دو  1زمان ها همنابتدایی و انتهایی آ ۀلفؤرند و ممتوالی ندا 1ها دو که این رشته طوری به

لفه متفاوت ؤطور دقیق در یک مکنیم، هرگاه بهرأس از این مجموعه را با یک یال به هم متصل می

که هر رأس  طوریهای گراف است بهای از رأسهمچنین یک کد تام از یک گراف زیرمجموعه باشند.

در  طور دقیق با یک عضو از مجموعه کد مجاور است.کد است و یا بهاز گراف یا عضوی از مجموعه 

𝑛تنها برای  Λ𝑛دهیم که مکعب لوکاس این مقاله نشان می ≤  کد تام دارد. 3

 
 

 

 .172-173(، 9) 0، های ریاضیپژوهش .لوکاس مکعب در تام کد وجود بررسی (.1481)فتحعلیخانی، خدیجه؛  ؛اعظم ،آقاباباییقلعه : استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه

𝑏1𝑏2یک رشته دودویی  𝑛یک رشته فیبوناتچی به طول     … 𝑏𝑛 1که برای هر  طوری است به ≤ 𝑖 < 𝑛 ،

𝑏𝑖𝑏𝑖+1 = متوالی ندارند. یک رشته فیبوناتچی  1های دودویی هستند که دو های فیبوناتچی رشته. به عبارتی رشته0

𝑛که در آن  Γ𝑛بعدی -𝑛چی مکعب فیبونات دارد. 1تا  𝑘طور دقیق ، یک رشته فیبوناتچی است که به𝑘از وزن  ≥ 1 ،

است و دو رأس مجاورند اگر و تنها  𝑛های فیبوناتچی به طول های آن مجموعه همه رشتهگرافی است که مجموعه رأس

 [.7تعریف شدند ] 1توسط هسو 1991ها در سال طور دقیق در یک مولفه متفاوت باشند. این مکعباگر به

ها ابتدایی و انتهایی آن ۀلفؤهایی که متمام رأس Γ𝑛مکعب لوکاس تعریف شد. اگر از  [ گراف جدیدی به نام12در ]   

دهیم. نمایش می Λ𝑛شود که آن را مکعب لوکاس نامیده و با هستند را حذف کنیم، زیرگرافی حاصل می 1زمان هم

 توصیهرا  [1،2،1،8،9مراجع ] ،بیشتر ۀالعهای لوکاس نیز کاربردهای بسیاری دارند. برای مطرا ببینید.( مکعب 1)شکل 

 کنیم. می

 𝐶که هر رأس از گراف یا عضوی از  طوری آن است بههای از مجموعه رأس 𝐶 ۀیک کد تام از یک گراف، زیرمجموع   

به آغاز شد. او  2کدها در گراف برای نخستین بار توسط بیگز ۀمطالع مجاور است. 𝐶طور دقیق با یک عضو  است و یا به

[. سپس این مفهوم مورد توجه عده زیادی از محققان قرار گرفت. 6له وجود کدهای کلاسیک پرداخت ]أارائه کلیاتی از مس

اند. نتایجی از بررسی [ اشاره کرد که در آن کدها در ضرب مستقیم دورها بررسی شده10،11توان به مقالات ]میاز جمله 

های دوبخشی کامل با که کد تام برای گراف [ اثبات شد11در ][. 4است ] هدست آمد کدها بر روی ضرب قوی نیز به

، فقط در حالتی که Γ𝑛های فیبوناچی [ اثبات شد که کد تام برای مکعب5رأس وجود ندارد. همچنین در ] 1حداقل 

𝑛 ≤  وجود دارد.  3

 ست.زیر ا ۀ. در واقع هدف این مقاله اثبات قضیکنیمهای لوکاس را بررسی میدر این مقاله ما وجود کد تام برای مکعب   

𝑛وجود دارد اگر و تنها اگر  Λ𝑛کد تام برای مکعب لوکاس اصلی.  ۀقضی    ≤ 3. 

 

 

 

𝒏برای  𝚲𝒏. مکعب 1شکل  = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

                                                           
1 Hsu 
2 Biggs 
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 نتایج ابتدایی

 0است )با  0ابتدایی  ۀلفؤها منهایی که در آتوان به دو مجموعه افراز کرد: رأسرا می Λ𝑛های مکعب لوکاس رأس   

Λ𝑛نماد شوند(. مجموعه نخست را با شروع می 1است )با  1لفه ابتدایی ؤها مهایی که در آنو رأسشوند( شروع می
و  0

Λ𝑛مجموعه دوم را با 
𝑛شروع شود، 0دهیم. در حالتی که رأسی با نمایش می 1 − ای در در واقع رشته 0مولفه پس از   1

Γ𝑛−1 براین  است. بناΛ𝑛
0 = 0𝑉(Γ𝑛−1) 0گاه مولفه بعد از آن شروع شود، آن 1. همچنین، در حالتی که رأسی با 

Λ𝑛باشد. در نتیجه  0لفه انتهایی نیز باید ؤاست و م
1 = 10𝑉(Γ𝑛−3)0رو داریم:. از این 

𝑉(Λ𝑛) = Λ𝑛
0 ∪ Λ𝑛

1 = 0𝑉(Γ𝑛−1) ∪ 10𝑉(Γ𝑛−3)0.   

𝑛برای  ≥ 0و  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 منظور از ،Λ𝑛,𝑘 هایی از مجموعه رأسΛ𝑛  است که شامل𝑘  مشابه  ۀ. به شیوهستند 1تا

Γ𝑛,𝑘 شود. در حالت خاص داریم:تعریف می 

Γ𝑛,0 = Λ𝑛,0 = {0𝑛}  Γ𝑛,1 = Λ𝑛,1 = {10𝑛−1, 010𝑛−2, … , 0𝑛−11}, 

 به این ترتیب،

Λ𝑛,𝑘 = Λ𝑛,𝑘
0 ∪ Λ𝑛,𝑘

1 = 0Γ𝑛−1,𝑘 ∪ 10Γ𝑛−3,𝑘−10. 

مجاور است. از طرفی طبق تعریف  Λ𝑛,𝑘−1رأس از  𝑘طور دقیق با  به Λ𝑛,𝑘با توجه به تعریف واضح است که هر رأس از 

 مکعب فیبوناتچی،

|Γ𝑛,𝑘| = (
𝑛 − 𝑘 + 1

𝑘
). 

 براین  بنا

|Λ𝑛,𝑘| = (
𝑛 − 𝑘

𝑘
) + (

𝑛 − 𝑘 − 1
𝑘 − 1

) =
𝑛

𝑛 − 𝑘
(

𝑛 − 𝑘
𝑘

), 

 همچنین

|Λ𝑛,𝑘
0 | = (

𝑛 − 𝑘
𝑘

),               |Λ𝑛,𝑘
1 | = (

𝑛 − 𝑘 − 1
𝑘 − 1

). 

 

 اصلی ۀقضی

𝑛ها که در آن Λ𝑛های لوکاس ، بدیهی است که برای مکعب1با توجه به شکل     ≤  ، کد تام وجود دارد. حال3

𝑛ها که در آن Λ𝑛های لوکاس یم که کد تام برای مکعبخواهیم اثبات کنمی ≥ وجود ندارد. به برهان خلف فرض  4

 است.  Λ𝑛یک کد تام روی  𝐶کنیم 
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0𝑛کنیم که ادعا می    ∉ 𝐶 0. به برهان خلف فرض کنیم𝑛 ∈ 𝐶 در این صورت طبق تعریف کد تام و اتصالات مکعب .

𝐶لوکاس داریم  ∩ Λ𝑛,1 = 𝑥رض کنیم . ف∅ ∈ 𝐶 ∩ Λ𝑛,2طور دقیق دو رأس از جا که به. از آنΛ𝑛,1  به𝑥  وصل

𝐶براین  رسیم. بنامتصل هستند، به تناقض می 0𝑛به  Λ𝑛,1های همچنین همه رأس هستند و ∩ Λ𝑛,2 =  و از این ∅

𝐶باید به  Λ𝑛,2شود که همه اعضای رو نتیجه می ∩ Λ𝑛,3 دانیم که هر رأس از وصل باشند. میΛ𝑛,2
هایی تنها به رأس 1

Λ𝑛,3از 
Λ𝑛,3دانیم هر عضو از شود. همچنین میوصل می 1

Λ𝑛,2طور دقیق به دو رأس از به 1
 براین، وصل است. بنا 1

|𝐶 ∩ Λ𝑛,3
1 | =

|Λ𝑛,2
1 |

2
=

1

2
(

𝑛 − 3
1

) =
𝑛 − 3

2
. 

𝐶س از از طرفی هر رأ    ∩ Λ𝑛,3
Λ𝑛,2طور دقیق به یک رأس از  به 1

𝑛)وصل است. پس به تعداد  0 − های از رأس 2/(3

Λ𝑛,2
𝐶توسط اعضای  0 ∩ Λ𝑛,3

 ها برابر است بااعضای آن که تعداد آن ۀشوند و بقیپوشیده می 1

|Λ𝑛,2
0 | −

𝑛 − 3

2
=

(𝑛 − 3)2

2
, 

𝐶باید توسط  ∩ Λ𝑛,3
Λ𝑛,3یده شوند. اما هر رأس از پوش 0

Λ𝑛,2طور دقیق به سه رأس از  به 0
 براین، وصل است. بنا 0

|𝐶 ∩ Λ𝑛,3
0 | =

(𝑛 − 3)2

6
. 

𝑛درنتیجه  = 3𝑘  که در آن𝑘  .عدد صحیح مثبت است 

Λ𝑛,3های رأس ۀحال بقی
𝐶نیستند، باید به اعضای  𝐶که در  1 ∩ Λ𝑛,4

 ها برابر است با داد این رأسوصل باشند. تع 1

|Λ𝑛,3
1 | −

𝑛 − 3

2
=

𝑛2 − 10𝑛 + 23

2
. 

Λ𝑛,4دانیم که هر رأس از می
Λ𝑛,3طور دقیق به سه رأس از به 1

 براین وصل است. بنا 1

|𝐶 ∩ Λ𝑛,4
1 | =

𝑛2 − 10𝑛 + 23

6
. 

𝑛چون  = 3𝑘0رسیم و درنتیجه ، به تناقض می𝑛 ∉ 𝐶. 

0𝑛حال چون  ∉ 𝐶پس باید به یک رأس از ، 𝐶 ∩ Λ𝑛,1 اعضای  ۀجا که هموصل باشد. از آنΛ𝑛,1  0به𝑛  وصل هستند

𝐶|پس  ∩ Λ𝑛,1| = 𝑥. فرض کنیم 1 ∈ 𝐶 ∩ Λ𝑛,1 با توجه به تعریف مکعب لوکاس .𝑥 طور دقیق به  به𝑛 − 3 

Λ𝑛,1وصل است. از طرفی اعضای  Λ𝑛,2رأس از  ∖ {𝑥} ید به اعضای با𝐶 ∩ Λ𝑛,2  وصل باشند که چون هر رأس از

Λ𝑛,2  به دو رأس ازΛ𝑛,1 براین وصل است، بنا 

|𝐶 ∩ Λ𝑛,2 | =
𝑛 − 1

2
. 

𝑛)دانیم که به تعداد می Λ𝑛,2تا کنون در مورد اعضای  − 𝑛قرار دارند و  𝐶طور مستقیم در  ها بهاز آن 2/(1 − تا  3

𝐶اعضای آن به اعضایی از  ۀوصل هستند. حال باید بقی 𝑥ها نیز به ناز آ ∩ Λ𝑛,3 وصل باشند. تعداد این اعضا برابرند با 
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|Λ𝑛,2 | −
𝑛 − 1

2
− (𝑛 − 3) =

𝑛2 − 6𝑛 + 7

2
. 

 وصل است، داریم Λ𝑛,2به سه رأس از  Λ𝑛,3چون هر رأس از 

|𝐶 ∩ Λ𝑛,3 | =
𝑛2 − 6𝑛 + 7

6
. 

𝑛، که Λ𝑛های لوکاس ح نیست که این تناقض است. درنتیجه کد تام برای مکعباما مقدار فوق عدد صحی ≥ وجود  4

 ندارد.
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