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Introduction 

Hermitian forms over division algebras with involution appear as natural 

extensions of quadratic forms over fields. Since quadratic forms have a simpler 

nature than hermitian forms, a possible method to study hermitian forms is to 

associate some quadratic form to a hermitian forms which reflects its important 

properties. This problem seems to be very difficult in general and is solved in 

certain special cases (see for example [5], [1], [9], [2], [7] and [8]). 

Let ( , )D  be a division algebra with involution of the first kind over a field 

F  and let ( , )V h  be a hermitian space over ( , )D . In [6], for every F-linear 

map : ( , )Symd  D F , a quadratic form , : hq V F  was associated 

to h . Using the fact that V is endowed with the structure of a right vector space 

over D, some basic notions of quadratic forms were generalized in such a way 

that this additional structure is also taken into account. For this, quadratic D-

forms were introduced and their elementary properties were studied. It was 

shown that the aforementioned form ,hq  is a quadratic D-form and can be 

used to classify hermitian forms. 

The theory of quadratic forms in characteristic two generalizes into two 

different theories over division algebras with involution; hermitian forms and 

generalized quadratic forms (which are equivalent otherwise). Considering this, 

a natural question is whether there exist analogue applications of quadratic D-

forms to generalized quadratic forms over division algebras with involution of 

the first kind. This is the main object of study of this work. Let ( , )D  be a 
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division algebra with involution of the first kind over a field F of characteristic 

two and let ( , )V  be a generalized quadratic space over ( , )D . For every 

nontrivial F-linear map : /Symd( , ) p D D F , we associate a quadratic 

D-form , pq  to  . It is shown that if the restriction of p to 

( , ) / ( , )Sym Symd D D  is nontrivial, then , pq  determines the isotropy 

behaviour and the isometry class of   (see Proposition 2, Corollary 3 and 

Theorem 4). 

Main results 

From now on, we fix ( , )D  as a finite dimensional division algebra with 

involution of the first kind over a field F of characteristic two. 

We recall some definitions from [6]. Let V be a finite dimensional right vector 

space over F. We say that a quadratic form : q V F  is a  quadratic D-form 

if W  is a vector space over D for every D-subspace W of V, where  

= { | ( , ) = 0 for all }.  qW v V v w w Wb  

In this case, we call the pair ( , )V q  a quadratic D-space. 

A quadratic D-space ( , )V q  is called D-isotropic if there exists a nonzero 

vector v V such that | = 0vDq  and D-anisotropic otherwise. We say that 

( , )V q  is  D-metabolic if (i) q is nonsingular, i.e., = {0}V ; (ii) there exists a 

totally isotropic D-subspace L of V such that 
1

=dim dim
2

D DL V . The 

subspace L is also called a D-lagrangian of ( , )V q . Let ( , )V q  and ( , ) V q  be 

two quadratic D-spaces. We say that q is D-isometric to q , denoted by 

Dq q , if there is an isomorphism : f V V  of right vector spaces over 

D such that ( ( )) = ( )q f v q v  for every v V . 

Set 

Symd( , ) ={ ( ) | }.  D x x x D  

For d D , the element ( , )Symd d D  in the quotient /Symd( , )D D  

will be denoted by d . 

Let V be a finite dimensional right vector space over D. A  generalized 

quadratic form on V is a map : /Symd( , ) V D D  satisfying  

   (i) ( ) = ( ) ( )     v v  for all v V  and  D ;  

   (ii) there is a hermitian form h  on V such that  

( ) ( ) ( ) = ( , ) for all , .     u v u v h u v u v V  

The pair ( , )V  is called a generalized quadratic space over ( , )D . 
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According to [3, (1.1)], the form h  is uniquely determined by . Also,  

( , ) = ( ), for all ,    h v v v V  

where  D is any representative of the class ( ) /Symd( , ) v D D , i.e., 

( ) = v . A generalized quadratic form   is called  nonsingular if h  is 

nondegenerate. The form   is called  isotropic if ( ) = 0 v  for some nonzero 

vector v V  and  anisotropic otherwise. A nonsingular generalized quadratic 

space ( , )V  is called  metabolic if there exists a D-subspace W of V such that 

1
=dim dim

2
D DW V  and | W  is trivial. 

We now fix a nonzero F-linear map : / ( , ) .Symd  p D D F  Let ( , )V  

be a generalized quadratic spaces over ( , )D . Define a map , : pq V F  

via  

, ( ) = ( ( )). pq v p v  

We call , pq  the p-invariant of ( , )V .  

Lemma 1. Let ( , )V  be a generalized quadratic space ( , )D . Then the map 

, : pq V F  is a quadratic D-form with the polar form  

, ( , ) = ( ( , )) for all , .  p u v p h u v u v Vb  

Notation. We denote by p  the restriction of the map p to the subspace 

Sym( , ) / ( , )Symd D D  of / ( , )Symd D D .  

Proposition 2. Let ( , )V  be a generalized quadratic space over ( , )D . If 

  is isotropic then , pq  is D-isotropic. The converse is also true if p  is 

nontrivial.  

Corollary 3. Let ( , )V  be a generalized quadratic space over ( , )D . If   

is metabolic then , pq  is D-metabolic. The converse is also true if p  is 

nontrivial.  

Theorem 4.  Let ( , )V  and ( , ) V  be generalized quadratic spaces over . 

If    then , , p D pq q . The converse is also true if p  is nontrivial. 
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 یافتهتعمیم مربعی هایفرم در مربعی هایفرم-D از کاربردهایی

  1امیر حسین نخودکار 

 a.nokhodkar@kashanu.ac.ir :پست الکترونیکیایران. ، کاشان، کاشان دانشگاه، ریاضی علوم دانشکدۀ ،محض ریاضی گروه، مسئول نویسندۀ .1

 

 چکیده       اطلاعات مقاله
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 10/90/1900تاریخ بازنگری: 

 11/19/1900  تاریخ پذیرش:

 91/90/1491 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،مربعی فرم

 ، یافتهتعمیم مربعی فرم

 ،برگردان با تقسیم جبر

 .راست برداری فضای

 

 

 

 

 وع اولن با برگردان میجبر تقس کی یرو افتهیمیتعم یمربع یهافرم عةمقاله به مطال نیدر ا

 یرو یفرم مربع کی افتهیمیتعم یم مربعفر منظور به هر نیا ی. برامیپردازیدر مشخصة دو م

با توجه به اینکه این فضای برداری به ساختار یک فضای . میدهینسبت م نهیزم یبردار یفضا

 توانیرا م ی مذکورفرم مربع میدهینشان مبرداری راست روی یک جبر تقسیم مجهز است، 

 به کار برد. افتهیمیتعم یمربع یهافرم یبندرده زیو ن بودن زوتروپیا نییتع یبرا

 
 

 

 .292-210(، 9) 8، های ریاضیپژوهش .یافتهتعمیم مربعی هایفرم در مربعی هایفرم-D از کاربردهایی (.1491) ؛امیرحسین ،نخودکار: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه. 1

ها ظاهر های مربعی روی میدانطبیعی از فرمهای هرمیتی روی جبرهای تقسیم با برگردان به عنوان تعمیمی فرم

  ةهای هرمیتی دارند، یک روش برای مطالعتر نسبت به فرمهای مربعی ماهیتی سادهکه فرمشوند. با توجه به اینمی

ها ای که خواص مهم آنها را بازتاب دهد. نخستین تلاشنسبت دادن یک فرم مربعی به آنهاست به گونه ی هرمیتیهافرم

پذیر یا یک [ انجام شد. وی به هر فرم هرمیتی روی یک گسترش میدانی مربعی جدایی4] ین رابطه توسط جیکوبسندر ا

توان دید ده از این تناظر می( یک فرم مربعی نسبت داد. با استفا0 مخالف ةجبر کواترنیون با برگردان کانونی )در مشخص

د. اما در نیابهای مربعی تقلیل میفرمبه  4 کوچکتر یا مساوی ةرجهای هرمیتی روی جبرهای تقسیم با برگردان از دفرم

حالت کلی، مسأله به این سادگی نیست. در واقع، نسبت دادن یک فرم مربعی روی میدان زمینه به یک فرم هرمیتی روی 

بسیار دشوار بوده و ای مسأله ای که خواص مهم آن را بازتاب دهد،دلخواه، به گونه ةیک جبر تقسیم با برگردان از درج

 [ را ببینید.8و ][ 7] ،[0] ،[9] ،[1] [،5ده است. به عنوان مثال مراجع ]تنها در حالات بسیار خاصی مطالعه و حل ش

)فرض کنید  , )D  یک جبر تقسیم با برگردان نوع اول روی میدانF  و( , )V h  یک فضای هرمیتی روی( , )D 

)Sym:خطی -F[، برای هر نگاشت 6باشد. در مرجع ] , )  D F یک فرم مربعی ،, : hq V F  بهh  نسبت

های دارد، مفاهیم اساسی فرم Dساختار یک فضای برداری راست روی  Vکهه شد. همچنین با استفاده از این مطلب داد

های ای از فرمردهد. بدین منظور، اضافه هم مورد استفاده قرار بگیرای تعمیم داده شدند که این ساختار مربعی به گونه

مذکور  hq,عریف و خواص ابتدایی آنها بررسی شدند. پس از آن نشان داده شد که فرم های مربعی تفرم-D مربعی به نام

 های هرمیتی به کار رود.فرم بندیتواند برای ردهمربعی بوده و میرم ف-Dیک 

 ةمربعی )که در مشخص هایهای دوخطی و فرمشود: فرمبه دو نظریه مجزا تقسیم می 0 ةمشخص های مربعی درفرم ةنظری

نیز دو  0 ةبا هم یکسانند(. به طور مشابه، با جایگزینی میدان زمینه با یک جبر تقسیم با برگردان در مشخص 0مخالف 

طبیعی  ةیافته. با توجه به این مطلب، یک مسألهای مربعی تعمیمهای هرمیتی و فرمآید: فرممتفاوت به دست می ةنظری

به کار برد؟ هدف  0 ةیافته در مشخصهای مربعی تعمیمفرم ةتوان برای مطالعهای مربعی را میرمف-Dاین است که آیا 

)تر، فرض کنید این مسأله است. به بیان دقیق ةاز این مقاله مطالع , )D  یک جبر تقسیم با برگردان نوع اول روی میدان

F  و  0 ةاز مشخص( , )V  یافته روی یک فرم مربعی تعمیم( , )D   باشد. برای هر نگاشتF - خطی مانند

: / Symd( , ) p D D Fیک ، D-مربعی  رمف, pq  را به نشان خواهیم داد اگر تحدید  دهیم.نسبت میp  به

Sym( , ) / Symd( , ) D D  نابدیهی باشد، فرم, pq  ایزوتروپ بودن ایزومتری آن را مشخص  ةرا بازتاب داده و رد

 .را ببینید( 7 ةقضیو  6 ةنتیج ،5 ةکند ) گزارمی

  

 یمربع یهافرم-Dو   یمربع یهافرم. 2

 Vروی  فرم مربعیباشد. منظور از یک  Fیک فضای برداری با بعد متناهی روی  Vیک میدان و Fفرض کنید

:نگاشتی مانند  q V F   :با خواص زیر است 
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211 

vبرای هر الف( V و هر F ،2( ) = ( ) q v q v . 

:نگاشت  ب(  qb V V F ةبا ضابط ( , ) = ( ) ( ) ( )  qb u v q u v q u q v  .یک فرم دوخطی است 

)در این صورت   , )V q  نامیم. فرم می فضای مربعیرا یکqb  فرم قطبیرا نیز q نامیم.می 

)فرض کنید  , )V q یک فضای مربعی باشد. برای هر زیرفضایW ازV دهیم: قرار می 

= { | ( , ) = 0, }.


  q
qW v V v w w Wb 

=است هرگاه  منظم qگوییم می {0}
qV  است هرگاه  تماماً نامنظموqb .بدیهی باشد 

)فضای مربعی , )V q   نامیم هرگاه بردار ناصفرمی ایزوتروپراv V  که یوجود داشته باشد به طور( ) = 0q v .  اگر

( , )V q نامیم. فضای مربعی منظم می آنیزوتروپ  ایزوتروپ نباشد آن را( , )V q  نامیم هرگاه زیرفضایمی متابولیکرا

W ازV 1کهوجود داشته باشد به طوری

2
dim = dimD DW V و| 0Wq.  دو فضای مربعی( , )V q  و( , ) V q  را

:نامیم هرگاه یکریختی فضاهای برداری می ایزومتر f V V  روجو vد داشته باشد که برای ه V ،

( ( ))= ( )q f v qv. 

یک فضای برداری راست با بعد متناهی روی Vو Fیک جبر تقسیم مرکزی با بعد متناهی روی میدان Dفرض کنید

D باشد. در این صورتV توان به عنوان یک فضای برداری رویرا میF  نیز در نظر گرفت. فرض کنید: q V F 

V ،از  Wیرفضایز-D رگاه برای هراست ه مربعی فرم-D یک  qگوییم یک فرم مربعی باشد. می
qW   نیز یک        

D-یرفضایزV  باشد. در این حالت( , )V q را یک D-گوییم نامیم. میمی مربعی فضای( , )V q، D-است  روپوتایز

vهرگاه بردار ناصفر V طوریکه  وجود داشته باشد به| = 0vDqچنین برداری را یک بردار . D-برای وتروپ ایز( , )V q 

)نامیم. اگر می , )V q ،D-زوتروپ نباشد آن را ایD-فضای گوییمنامیم. همچنین میمی زوتروپنیآ ( , )V q، D-بولیکمتا 

1وجود داشته باشد به طوریکه  Vاز  Lیرفضایز-D منظم بوده و  qاست هرگاه 

2
=dim dimD DL V   و| = 0Lq .

)برای گرانژین لا-Dچنین زیرفضایی را یک  , )V q  نامیم. دومی D-ضای مربعی ف( , )V q   و( , ) V q   راD-یزومترا 

:مانند  Dنامیم اگر یک یکریختی فضاهای برداری راست روی می f V V ی هر اروجود داشته باشد به طوریکه ب

v V ،( ( )) = ( )q f v q v واضح است که .D-یزوتروپ و اD-تابولیک بودن تحت مD-شوند. یزومتری حفظ میا 

 

 یافتهی تعمیممربع یهافرم. 3

نگاشتی است  Aروی برگردانباشد. منظور از یک  Fمرکزی روی ةیک جبر ساد Aمیدان و یک Fفرض کنید 

:مانند  A A کند:  که در شرایط زیر صدق می 

,برای هر  الف( x y A ،( ) = ( ) ( )   x y x y . 

,برای هر  ب( x y A ،( ) = ( ) ( )  xy y x . 

xبرای هر  ج( A ،2 ( ) = x x . 

|اگر   = id F م.نامیمی نوع دومو در غیر این صورت آن را از  نوع اول، آن را از 
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)فرض کنید  , )V b یک فضای دوخطی ناتبهگون روی میدانF  و( )EndF V هایریختیجبر درونV  باشد. برگردان

)روی  Adbیکتای  )EndF V ی هربرا که, x y V و هر( )End Ff V ةدر رابط  

 ( , ( )) = ( ( )( ), )Adx f y f x ybb b 

)برگردان الحاقیکند را صدق می )EndF V  نسبت بهb نامیم.می 

)گیریم , )A  یکF- گوییماول باشد. میجبر با برگردان نوع ةاست هرگاه برای هر میدان شکافند همتافتهL  ازA 

 و هر یکریختی 

 ( , ) ( ( ), ),End Ad LLA V b  

vمتناوب باشد )یعنی برای هر bفرم دوخطی  V ،( , ) = 0v vbدرغیر این صورت .) ةشود )گزارنامیده می متعامد 

 [ را ببینید(.5از ] ۲.۱

)فرض کنید  , )D یکF-جبر تقسیم با برگردان نوع اول وV یک فضای برداری راست با بعد متناهی رویD  .باشد

 نگاشتی است دوجمعی مانند  Vروی هرمیتی فرممنظور از یک 

 : , h V V D 

,که برای هر u v V 1و هر 2, d d D کند: وابط زیر صدق میدر ر 

 1 2 1 2( , ) = ( ) ( , ) ,h ud vd d h u v d 

 ( , ) = ( ( , )).h v u h u v 

)فرض کنید  , )A یکF- :جبر با برگردان باشد. قرار دهید 

 Sym( , ) ={ | ( ) = }, A a A a a 

 Symd( , ) ={ ( ) | }.  A a a a A 

)Symdواضح است که  , ) Sym( , ) A A. 

)و  ۲ ةیک میدان از مشخص Fاین مقاله منظور از  ةدر ادام نمادگذاری. , )D تقسیم مرکزی از بعد متناهی  یک جبر

dاست. برای هر  Fبا برگردان نوع اول روی  Dنصر، ع Symd( , ) /Symd( , )  d D D D   را باd   نمایش

 دهیم.می

 Vروی یافتهفرم مربعی تعمیمباشد. منظور از یک  Dیک فضای برداری راست با بعد متناهی روی Vفرض کنید

:انند نگاشتی م / Symd( , ) V D D طوریکه  است به 

vبرای هر الف( V و هر D ،( ) = ( ) ( )     v v . 

:فرم هرمیتی ب(  h V V D وجود دارد به طوریکه برای هر, u v V  

 ( ) ( ) ( ) = ( , ).    u v u v h u v 
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)در این حالت، زوج  , )V  روی  یافتهفضای مربعی تعمیمیک( , )D [، فرم 3از ] 1.1لم  شود. بنابرنامیده میh  به

vشود. همچنین برای هرمشخص می طور یکتا توسط  V  داریم 

 ( , ) = ( ),   h v v 

که در آن  D ةای دلخواه از ردنماینده ( ) /Symd( , ) v D D  است، یعنی( ) = v فرم شبه مربعی .  را

 بدیهی باشد. hشود اگر خوانده می تماماً نامنظم ناتبهگون باشد. همچنین  hنامیم هرگاه می منظم

)فرض کنید  , )V یافته روی یک فضای مربعی تعمیم( , )D باشد. بردار ناصفرv V  برای  ایزوتروپرا یک بردار 

)نامیم هرگاه می ) = 0 vگوییم . می است هرگاه حداقل یک بردار ایزوتروپ ایزوتروپv V  وجود داشته باشد. در

)نامیم. فضای شبه مربعی می آنیزوتروپرا   غیر این صورت , )V شود هرگاهنامیده می متابولیک D-فضاییرزW از

V 1وجود داشته باشد به طوریکه

2
dim = dimD DW V  و| = 0 W . 1برای عناصر, ,  n D فضای شبه مربعی ،

( , )nD ةکه توسط رابط  

 1

=1

(( , , )) = ( ) ,  
n

n i i i

i

d d d d 

1شود را با نماد تعریف می ( , ), ,   n D دهیم.نمایش می 

: ،این مقاله ةر ادامدنمادگذاری.  / Symd( , ) p D D F یک نگاشتF- ناصفر استخطی . 

)فرض کنید  .تعریف , )V یافته روی یک فضای مربعی تعمیم( , )D  باشد. نگاشت, : pq V F ةبا ضابط  

 , ( ) = ( ( )), pq v p v 

)فضای  pیناوردا  را , )V نامیم. می 

)فرض کنید  . 1 لم , )V یافته روی یک فضای مربعی تعمیم( , )D  باشد. در این صورت نگاشت, : pq V F یک 

D-مربعی با فرم قطبی رمف , ( , ) = ( ( , )) p u v p h u vb  .است 

aبه وضوح برای هر  اثبات. F  هروv V  2داریم
, ,( ) = ( ) p pq av a q v فرض کنید ., :  p V V Fb  نگاشتی

,باشد که به صورت  , , ,( , ) = ( ) ( ) ( )     p p p pu v q u v q u q vb شود. برای هرتعریف می, u v V  داریم 

 , ( , ) = ( ( ) ( ) ( )) = ( ( , )).     p u v p u v u v p h u vb 

,واضح است که  pb یک فرم دوخطی رویF دهد است که نتیجه می, pq .یک فرم مربعی است 

,دهیم حال نشان می pq  یک D-مم مربعی است. گیریفرW   یکD-یرفضا اززV  و,



q

pw W   عنصری دلخواه

dباشد. باید ثابت کنیم برای هر D،,



q

pwd Wفرض کنید .d D وv W.  اگر( , ) = 0h w v آنگاه 

 , ( , ) = ( ( , )) = ( ( ) ( , )) = 0.  p wd v p h wd v p d h w vb 

=1در غیر این صورت، با قرار دادن  ( , ) ( , ) 
 d h w v h v w d D  داریم 

, ,( , ) = ( ( ) ( , )) = ( ( ) ( , )) ( ( , )) = ( , ) = 0.        p pwd v p d h w v p d h v w p h vd w vd wb b 

dبنابراین برای هر  D  هروv W ،, ( , ) = 0 p wd vbکند. ، که حکم را ثابت می 
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)فرض کنید   .2 لم , )V  یک فضای مربعی تعمیم یافته روی( , )D باشد و, u v V در این صورت .( , ) = 0h u v 

),اگر و تنها اگر ) 



q

pu vD . 

)اگر  اثبات. , ) = 0h u v آنگاه برای هر ،d D ،, ( , ) = ( ( , )) = 0 p u vd p h u vdbیعنی ،,( ) 



q

pu vDکس، . برع

)فرض کنید  , ) 0 h u vعنصر .x D  را چنان انتخاب کنید که( ) 0p x 1قرار دهید و= ( , )
d h u v x در این .

,صورت ( , ) = ( ( , ) ) = ( ) 0  p u vd p h u v d p xbنابراین. ب,( ) 



q

pu vD . 

)فرض کنید  . 3 ۀنتیج , )V  یافته روی یک فضای مربعی تعمیم( , )D   باشد. در این صورت   ًمنظم )تماما

,نامنظم( است اگر و تنها اگر  pq  .منظم )تماماً نامنظم( باشد 

 شود. نتیجه می 0 حکم از لم اثبات.

 

 pکاربردهایی از ناوردای. 0

 یافته به کار برد.های مربعی تعمیمبندی فرمن برای ردهتوارا می pدهیم ناوردایر این بخش نشان مید

)فرض کنید  .0 لم , )A مرکزی با برگردان نوع اول روی میدان ةیک جبر سادF وS یکF-زیرفضا ازA  .باشد

)Symd\فرض کنید عنصر  , )x S A که برای هر وجود دارد به طوریy A ، 

(1) ( ) . y xy S  

)Symدر این صورت  , ) A S . 

، کافی است حکم را در حالتی Aکالر به یک میدان شکافنده برایمتعامد باشد. با گسترش اس ابتدا فرض کنید  اثبات.

)ثابت کنیم که  , ) = ( ( ), ) nA M F tکه در آن ،t های برگردان ترانهاده روی جبر ماتریس( )nM F  است. فرض کنید

( )ij ne M F ةماتریسی باشد که درای ij  های آن صفر هستند. ادعا می کنیم برای و سایر درایه 1آن= 1, ,i n ،

iy A  وia F طوریکه  وجود دارند به 

(0) = ( ) .ii i i ie a y xy  

د فرض کنی 
,

= ij iji j
x x e که در آن برای ،, =1, ,i j n ،ijx Fاگر .r  0موجود باشد کهrrx با قرار دادن ،

= i riy e A  1و=  i rra x F  داریم 

 1 1( ) = = = , =1, , ,  
i i i rr ir ri rr rr ii iia y xy x e xe x x e e i n 

= ، iشود. در غیر این صورت برای هرو ادعا ثابت می 0iix توجه کنید که .Symd( , )A های ماتریس مجموعة همة

)متقارن در )nM F این شرطاست که قطر اصلی آنها صفر است. بنابرSymd( , )x A دهد نتیجه میr   وs  وجود

rsدارد که  srx x برای .= 1, ,i n قرار دهید ،=  i ri siy e e A   1و= ( ) i rs sra x x F در این صورت .

1 1( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) = ,      i i i rs sr ir is ri si rs sr rs ii sr ii iia y xy x x e e x e e x x x e x e eکند.که ادعا را ثابت می 

)فرض کنید  )n nI M F داریم  (0( و )1روابط ) ماتریس همانی باشد. با استفاده از 

=1 =1

= = ( ) .  
n n

n ii i i i

i i

I e a y xy S 
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yدهد برای هر نتیجه می (1)همچنین  A ، 

=1 =1

( ) = ( )( ( ) ) = ( ) .     
n n

n i i i i i i

i i

y I y y a y xy y a y y xy y S 

)Symdدهد نتیجه می [6از ] 5.4 بنابراین لم , ) A Sة، مجموع(0( و )1) . توجه کنید که با استفاده ازS همة 

)Symدارد، پس در بر های قطری را ماتریس , ) A S. 

)Symپذیر همتافته باشد. عنصر وارون حال فرض کنید  , ) \Symd( , ) u A A  را چنان انتخاب کنید که( ) = u u 

=و قرار دهید  I ( )  nt u[، 5از  ] 0.7 گزارة . بنابر   یک برگردان متعامد رویA  است و 

Sym( , ) = Sym( , ), Symd( , ) = Symd( , ).     A u A A u A 

= قرار دهید  S u S A  و  x ux S در این صورت .Symd( , ) x A زیرا ،Symd( , )x Aبا استفاده از . 

yبرای هر  (1) رابطة A  داریم 

 1( ) = ( ( ) )( ) = ( ) = .     y x y u y u ux y u y xy u S S 

)Sym دهداستدلال حالت متعامد نشان می , )  A S بنابراین ،Sym( , ) A S . 

)Symبه زیرفضای  pتحدید  .نمادگذاری , ) / Symd( , ) D D  از/ Symd( , )D D  را باp دهیم. می  نمایش 

)فرض کنید   .۵ گزاره , )V یافته روی یک فضای مربعی تعمیم( , )D  باشد. اگر گاه نایزوتروپ باشد آ, pq،  

D- ایزوتروپ است. اگرp تر، اگران دقیقنابدیهی باشد، عکس این موضوع نیز صحیح است. به بیp  نابدیهی باشد، هر

,از  ایزوتروپ-D بردار pq  یک بردار ایزوتروپ برای  .است 

,ایزوتروپ برای -Dیک بردار  به وضوح هر بردار ایزوتروپ  اثبات. pq  است. بر عکس، فرض کنیدp  نابدیهی بوده

vو بردار ناصفر  V  موجود است که, | = 0 p vDq عنصر . D  را چنان انتخاب کنید که( ) = v فرض کنید .

0  یعنی ،Symd( , )  D قرار دهید . 

 = { | ( ) = 0}.S d D p d 

ز  Sدر این صورت  dاست. برای هر   شامل   Dیک زیرفضا ا D   تساوی, ( ) = 0 pq vd  دهد نتیجه می

( ( ) ) = 0 p d d بنابراین برای هر .d D ،( )  d d Sگیریم نتیجه می 1 . طبق لمS ( , ) ym D S   که با

 تناقض دارد.  pنابدیهی بودن 

)فرض کنید   .۶ نتیجه , )V یافته روی یک فضای مربعی تعمیم( , )D  باشد. اگر ،فرم متابولیک باشد , pq ،D-

 موضوع نیز صحیح است. نابدیهی باشد، عکس این  pبولیک است. در صورتیکه متا

 آید. به دست می 3 ةنتیج و 5حکم به سادگی از گزارة  اثبات.

یک  Qدر حالت کلی درست نیست. به عنوان مثال، فرض کنید  6ة و نتیج 5بدیهی باشد، عکس گزارة  pاگر  .تذکر

,1)کواترنیون  ةبا پای Fجبر تقسیم کواترنیون روی  , , )i j k  باشد، یعنی 

2 2, , = = .   i i F j F k ij ji j 
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xبنابراین برای هر باشد.   Qبرگردان کانونی روی   گیریم Q ،( ) Trd ( )  Qx x x که در آن ،Trd ( )Q x   رد

)دوبعدی  ةیافتفرم مربعی تعمیم است. Qدر 1xیافتةتحویل , ):= ,    Qi j ةبا پای ( , )u v  را در نظر بگیرید که در آن 

( ) = , ( ) = , ( , ) = 0. u i v j h u v 

dتوجه کنید که برای هر Q  داریم( ) S ( , ) d jd ym Qکه . با توجه به اینS ( , )i ym Qعنصر ،d Q  وجود

)ندارد که  ) = 0 u vd بنابراین .  است. از طرفی، اگرآنیزوتروپp  بدیهی باشد برای هرd D ، 

, ( ) = ( ( )) = ( ( ) ) = 0.  pq vd p vd p d jd 

,یزوتروپ ا-Dیک بردار  vپس pq دهداست که نشان می, pq ،D-و در نتیجه یزوتروپ اD-بولیک است. متا 

د .۷ ۀقضی )فرض کنی , )V   و( , ) V  یافته روی دو فضای مربعی تعمیم( , )D  ر باشند. اگ   گاه آن

, , p D pq q اگر .p شد، عکس این موضوع نیز صحیح است.نابدیهی با 

:اگر  اثبات. ( , ) ( , )  f V V گاهیک ایزومتری باشد، آنf یک یکریختی فضاهای برداری راست رویD  است که

vبرای هر V در رابطة 

, ,( ( )) = ( ( ( )) = ( ( )) = ( ),   p pq f v p f v p v q v 

,بنابراینکند. صدق می ,: ( , ) ( , ) p pf V q V q  یکD-برعکس، فرض کنید یزومتری است.اp نابدیهی و یک 

D-زومترییا , ,: ( , ) ( , ) p D pf V q V q کنیم موجود باشد. ثابت می: ( , ) ( , )  f V V  .یک ایزومتری است

:که جااز آن f V V یک یکریختی فضاهای برداری راست رویD است، کافی است ثابت کنیم برای هرv V ،

( ( )) = ( )  f v v .های تساوی, ,( ( ( )) = ( ( )) = ( ) = ( ( ))   p pp f v q f v q v p v  دهد برای هرنتیجه میv V ،

(3) ( ( )) ( ) ker .   f v v p  

ر vفرض کنید بردا V   وجود دارد که( ( )) ( )  f v v عنصر .x D   را چنان انتخاب کنید که

( ( )) ( ) =  f v v x قرار دهید .= { | ( ) = 0}S d D p d . برای هر ( 3)بنابرd D  داریم 

( ) = ( )( ( ( )) ( )) = ( ( )) ( ) ker .        d xd d f v v d f vd vd p 

)بنابراین  ) d xd S  برای هرd D 0. با توجه به اینکهx داریم ،Symd( , )x A .شودنتیجه می 4 ماز ل

Sym( , ) ker D p 0، که تناقض با p برای هر  دارد. پسv V ،( ( )) = ( )  f v v کند. که حکم را ثابت می 

)بدیهی است برقرار نیست. به عنوان مثال، فرض کنید  pدر حالتی که  7ة عکس قضی .تذکر , )Q  یک جبر کواترنیون

,1)و  Fبا برگردان کانونی روی  , , )i j k کواترنیون برای ةیک پایQ یک بعدی  ةیافتهای مربعی تعمیمباشد. فرم 

( , ) ( , )= , = , 
      Q Qi i j 

dبدیهی باشد. در این صورت برای هر  pرا در نظر بگیرید. فرض کنید  uو  uهای با پایه D ،( ( ) ) = 0p d jd .

,بنابراین  ,( ) = ( )  p pq ud q u d   برای هرd D یعنی ،, , p D pq q اما .  زیرا در غیر این صورت ،

                                                      
1 Reduced trace 
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d D  وجود خواهد داشت که( ) = d id i jشود دو طرف را حساب کنیم نتیجه می ةیافت. اگر نرم تحویل 

(4) 2( ) ( ) = ( ).Nrd Nrd Nrd Q Q Qd i i j  

)دهد ای ساده نشان میبهمحاس ) = ( ) ( )Nrd Nrd Nrd Q Q Qi j i j قرار دهید .= ( ( ) 1)Nrd   Qy d i j Q از  .

)گیریم نتیجه می (4) ) = 0 y y که تناقض با فرض جبر تقسیم بودن ،Q  .دارد 
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