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Introduction 

Human immunodeficiency virus (HIV), which leads to acquired 

immunodeficiency syndrome, is a pandemic which is almost very dangerous 

and fatal if untreated and uncontrolled. HIV targets, among others, the CD4+ T 

lymphocytes, which are the most abundant white blood cells of the immune 

system. It is thought that HIV, although attacking many different cells, wreaks 

the most havoc on the CD4+ T-cells by causing their destruction and decline, 

and decreasing the body’s ability to fight infection. 

Mathematical modeling has been useful in analyzing various diseases 

dynamics, such as HIV, Tuberculosis and Malaria. Also, plays an important role 

in the better understanding of epidemiological patterns for diseases control. 

Recently, many mathematical models have been developed to describe the 

immunological respect to infection with human immunodeficiency virus. The 

large amount of work done on modeling the HIV infection has been restricted 

to integer order ordinary differential equations. Since fractional order 

derivatives possess a memory effect, the fractional calculus and their 

applications have been widely used in various fields. In 2013, Rihan provided 

a class of fractional order differential models of biological system with 

memory, such as dynamics of tumor-immune system and dynamics of HIV 

infection of CD4+ T cells. In this paper we consider a fractional order model of 

HIV infection consist of three components: the healthy CD4+T-cell (T(t)), 

infected CD4+T (I(t)) and free virus (V(t)). This model is a system of fractional 
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order ordinary differential equations and is equivalent to a system of weakly 

singular volterra integral equations.  

Numerical method 

At first, we transform the model of HIV to a system of weakly singular volterra 

integral equations. Then we consider a set of grid points on desired interval and 

collocate the system on these points. By approximate the integrals with 

extrapolation and product integration methods; we obtain a nonlinear system of 

algebraic equations in each step that can be solved by using an iterative method 

or by using a suitable software package such as Matlab. 

Results and discussion 

Using Gronwall inequality and some manipulation leads to convergence of the 

proposed method. In order to confirm the theoretical results, we solve a test 

example by using presented technique and compare the obtained results with 

the Runge-Kutta and Bessel collocation methods. 

Since most of the numerical methods are efficient only for intervals of small 

length (say [0, 1] or [-1,1]), we also apply the introduced method for 100 days. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research:  

 For a given step size h, the order of convergence for the introduced 

method is at least h5. 

 The proposed method in this paper is one of the most suitable methods 

for large intervals. 

 As compared with the well-known methods, the computation time for 

this method is small. 

 The proposed method has a simple structure for application. 
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گیریم را در نظر می T+CD4 هایسلول 3ویآیاچکسری از عفونت  ۀدر این مقاله یک مدل مرتب

و این مدل را که یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه کسری است به دستگاه معادلات 

رای ب نیسترومسپس یک روش عددی از نوع  .ضعیف تبدیل خواهیم نمودانتگرال منفرد بطور

یکتایی جواب دستگاه معادلات  و نماییم که با استفاده از شرایط وجودمی ئهحل این دستگاه ارا

. در کردهمگرایی روش معرفی شده را اثبات خواهیم  ۀهمگرایی و مرتب ،ضعیفطوره منفرد ب

و نتایج حاصل را  دهیممورد آزمای قرار میهای عددی نهایت کارایی روش را با استفاده از مثال

ل مقایسه سی بکانو روش هم م کوتا-صحیح باشد با روش رانگ ۀتگاه از مرتببرای حالتی که دس

هایی با طول کوچک کارا های عددی تنها برای بازهجایی که اکثر روشعلاوه از آنه کنیم. بمی

 .کنیمآزمایش میروز نیز  300زمانی  ۀهستند، کارایی روش را برای باز

 

 

 .301-338(، 3) 8، های ریاضیپژوهش. CD4+T هایسلول ویآیاچ عفونت کسری مدل عددی حل (.3403؛ )رقیه ،تانیک: استناد

               

     نویسندگان. ©                                                                                                                                      خوارزمیناشر: دانشگاه 

                                                           
1 Human Immunodeficiency Virus (HIV) 
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 . مقدمه1

گیر شود. ایدز یک بیماری همهوی( منجر به سندروم نقص ایمنی اکتسابی )ایدز( میآیویروس نقص ایمنی انسان )اچ

 T+CD4های است که در صورت عدم درمان و کنترل بسیار مهلک و خطرناک است. این ویروس با تحلیل بردن سلول

ترتیب، بدن  شود و به اینضعیف دستگاه ایمنی بدن میترین گلبول سفید سیستم ایمنی بدن هستند، باعث تکه فراوان

برای واکنش ایمنی ضروری است  T)های )لنفوسیت Tهای شود. وجود سلولطلب میهای فرصتبتدریج مستعد عفونت

 های سرطانی را از بین ببرد.ها مقابله کند و یا سلولتواند با عفونتو بدون آنها، بدن نمی

ش چنین نقهای مختلف مانند ایدز، مالاریا و سل مفید است. همیه و تحلیل دینامیک بیماریسازی ریاضی در تجزمدل

های ریاضی بسیاری های گذشته مدلها دارد. در دههمهمی در درک بهتر الگوهای اپیدمیولوژیک برای کنترل بیماری

اولین مدل ریاضی برای بیماری ایدز توسط اند. ه شدهئوی اراآیبرای توصیف پاسخ ایمونولوژیک به عفونت یا ویروس اچ

[ یک مدل معادله دیفرانسیل معمولی از ویروس 61[. بعد از آن پرلسون و همکاران ]3شد ] ارائه 6891اندرسون در سال 

سالم،  T+CD4های لفه تشکیل شده بود: سلولؤوی در جریان خون را پیشنهاد دادند که این مدل از چهار مآیاچ

وی. این مدل در زمینه آیآلوده فعال و ویروس آزاد اچ T+CD4های به تازگی آلوده شده، سلول T+CD4های سلول

. اندهای دیگر با الهام از این مدل بدست آمدهوی بسیارمهم بوده است و بسیاری از مدلآیبندی ریاضی عفونت اچمدل

آلوده و ویروس  T+CD4های سالم، سلول T+CD4ی ها[ کالشاو و همکاران مدل پرلسون را به سه جز شامل سلول1در ]

 وی ساده کردند و یک تأخیر زمانی گسسته را به مدل اضافه کردند.آیآزاد اچ

، 61، 1وی محدود به معادلات دیفرانسیل معمولی با مرتبه صحیح هستند  ]آیشده برای اچ ارائههای بسیاری از مدل

بندی بسیاری از رانسیل با مشتقات مرتبه کسری ابزاری ارزشمند برای مدل[؛ در حالی که امروزه معادلات دیف61-61

، بویژه های واقعیهای دنیای واقعی هستند. ارزشمندی مشتقات مرتبه کسری در توانایی آنها برای توصیف موقعیتپدیده

های اساسی رفتار ژگی[. مشتقات کسری وی61، 63، 66برای مسایلی است که دارای حافظه یا خاصیت وراثتی هستند  ]

چنین نشان داده شده [. هم9اند ]دهند و بیشترین موفقیت را در زمینه رئولوژی کسب کردهرئولوژیکی سلول را نشان می

مغز با استفاده از معادلات دیفرانسیل معمولی کسری نسبت  6اوکولوموتور-های وستیبولوسازی رفتار نوروناست که مدل

های شناسی نتیجه شده که غشاهای سلول[. در زیست1از مزایای بیشتری برخوردار است ]به مرتبه صحیح کلاسیک 

بندی صحیح طبقههای غیرهایی از مدل[ و بنابراین در گروه1ارگانیسم بیولوژیکی دارای هدایت الکتریکی کسری هستند  ]

 شوند.می

در  های با حافظه در ارتباط هستند کهطور طبیعی با سیستمه کسری ب ۀمعادلات دیفرانسیل معمولی مرتب به طور کلی

ی فراوانند  های بیولوژیکها هستند که در سیستمچنین آنها نزدیک به فراکتالهای بیولوژیکی وجود دارند. هماکثر سیستم

د. رسه نظر میوی ارجح بآیسازی عفونت اچ[. از اینرو یک سیستم معادلات دیفرانسیل از مرتبه کسری برای مدل6]

های بیولوژیکی با حافظه نظیر دینامیک سیستم های دیفرانسیل مرتبه کسری از سیستم[ یک رده از مدل69ریحان ]

                                                           
1 Vestibulo-oculomotor 
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را فراهم کرده است. وی برای یافتن یک روش بدون قید و  T+CD4های وی سلولآیایمنی تومور و پویایی عفونت اچ

، تقریب اویلر ضمنی را برای یافتن جواب دستگاه حاصل شده پیشنهاد αرتبه شرط پایدار، با استفاده از مشتقات کسری م

و  ارائه T+CD4های وی سلولآی[ یک مدل مرتبه کسری برای عفونت اچ1داینگ و همکاران ] 1008کرد. در سال 

جزیه آدومیان، [ به ترتیب روش لاپلاس ت16، 60، 8چنین در منابع ]های جواب این مدل را بررسی نمودند. همویژگی

وی آیمونتز و روش موجک لژاندر برای حل عددی مدل کسری اچ-های لژاندرایمکانی بر پایه چند جملهروش هم

وی را در نظر گرفته و یک روش عددی برای حل آن آیپیشنهاد شده است. در این مقاله یک مدل کسری از عفونت اچ

دست آمده را ه آزماییم و نتایج بوش عددی، کارایی آن را بر روی مثال می. به دنبال اثبات همگرایی رکردخواهیم  ارائه

 ها مقایسه خواهیم نمود و نقاط قوت آن را مشخص خواهیم کرد.با نتایج سایر روش

 ویآیاچ . مدل مرتبه کسری اپیدمی ایدز /2

 کنیم:در ابتدا مفهوم مشتق و انتگرال مرتبه کسری را یادآوری می

f:برای تابع  α>0[. انتگرال کسری مرتبه 61، 1] 1 تعریف R R  بصورت 

 

 
 

   
1

0

1
,

t

I f t t f d


   




 
   

 وار تعریف شده باشد.بصورت نقطه   R+که سمت راست رابطه بالا روی شود، در صورتیتعریف می

[. مشتق کسری کاپوتو از مرتبه 61، 1] 2تعریف  1,n n   برای تابع پیوسته:f R R   توسط رابطه

   ( ) n nd
D D f t I D f t

dt

   شود.تعریف می 

 صورته [ ب11را از مرجع ] T+CD4های وی سلولآیحال مدل مرتبه کسری عفونت اچ

 

     
 

   

       

     

1

max

1

( )
1 ,

, 0

,

T

I

b V

T t I t
D T t S T t rT t k V t T t

T

D I t k V t T t I t t R

D V t N I t V t











 

  
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  


     


 



                )6( 

0.5گیریم که در آن در نظر می 1  0) برای 0.5  توانند به طور تقریبی نرخ تغییر مشتقات کسری نمی

آلوده  T+CD4های غلظت سلول t ،I(t)سالم در زمان  T+CD4های غلظت سلول  T(t)(، ]1 [در تعداد را نشان دهند

دهند. تعابیر سایر متغیرها و پارامترها به همراه مقادیر آنها در را نشان می tوی آزاد در زمان آیغلظت ویروس اچ V(t)و 

 صورت ه آمده است. شرایط اولیه دستگاه معادلات دیفرانسیل کسری بالا ب 6جدول 

     0 00 , 0 0, 0 ,T T I V V    
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شود که در آن در نظر گرفته می
 

1
2 1 2

max

0 1

max

4

2

T Tr r rsT
T

rT

  



    
  .است 

 

 ویآیپارامترهای مدل اچ: متغیرها و 1جدول 
 متغیرها و پارامترها  مقدارها واحد

[1] [11] 

 T سالم T+CD4های غلظت سلول   

 I آلوده T+CD4های غلظت سلول   

 V وی آزادآیغلظت ویروس اچ   
1-day  

 T+CD4های نرخ مرگ طبیعی سلول 10/0 10/0
T 

1-day  
 های آلودهنرخ مرگ سلول 3/0 11/0

I 
1-day  1/1 1/1 ویآینرخ مرگ ویروس اچ 

V 

1-day  
 های آلودهنرخ مرگ لیتیک در سلول 3/0 11/0

b 
1-day3mm 1-06*1/1 00011/0 های وی به سلولآیسرعت انتقال ویروس اچT+CD4 1k 

1-day3mm 1-06*1 00011/0 های آلوده به سلول فعال آلودهسرعت تبدیل سلول 
1k 

1-day 
 T+CD4 rهای میزان تکثیر سلول 3 30/0

 T+CD4تعداد ویروس تولید شده توسط هر سلول  60 900 

 آلوده در طول عمر خود

N 

3-mm 
 T+CD4 maxTهای حداکثر غلظت سلول 6100 0061

3-mm1-day 
 S سالم T+CD4های میزان تولید سلول 6/0 06

3-mm 
 0T سالم T+CD4های غلظت اولیه سلول 6/0 0006

3-mm 3-06 6/0 0 ویآیغلظت اولیه ویروس اچV 

3-mm 0 0 های غلظت اولیه سلولT+CD4 0 آلودهI 

 

 . تبدیل دستگاه معادلات دیفرانسیل کسری به دستگاه معادلات انتگرال3

 له مقدار اولیهأمس

    
       0

, ,

0 , 0,1,..., 1, 1
K k

D y t f t y t

y y k n n n





 


     

 

 توان به معادله انتگرال ولترارا می
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تبدیل نمود که در آن    
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 بنابراین با تعریف
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 وی را به صورت دستگاه معادلات انتگرال منفرد بطور ضعیفآیتوان مدل کسری اچمی
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                                  )1( 

 

 توان به فرم برداری( را می1دستگاه معادلات ) نوشت.

               (3) 

 

 در نظر گرفت که در آن
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 

g K f f f f
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پیوسته و  gبه این ترتیب چون  ,K f  نسبت بهf کند، پس دستگاه معادلات انتگرال شیتز صدق میدر شرط لیپ

 [.10مورد نظر دارای جواب یکتاست ]

 

 روش عددی .0

باشد. به عبارت  1که تعداد نقاط شبکه، مضربی از کنیم طوریزمانی مورد نظر را تعریف می ۀای یکنواخت از فاصلشبکه

,دیگر فرض کنید برای  0,1,...,it ih i N   که در آن طول گامh  برابر با
4

R R
h

n N
   است. به این ترتیب

     
0

, , ,
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خواهیم داشت که البته با افزایش مضرب نقاط شبکه، قابل تعمیم به روشی با مرتبه همگرایی  5hروشی با مرتبه همگرایی

 بالاتر نیز هست.

,چنین فرض کنید هم  ,  i i iI V T هایی از توابع مجهول در نقاط شبکه تقریبit ( 1باشند. در این صورت برای دستگاه )

 توان نوشتدر نقاط شبکه می

     (1) 
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     
 

 


 

 


 

  
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 
 
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4 4 4
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1
1

4 3

0

1
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m t t

m i
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N
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
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
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






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
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( در بازه1های دستگاه )برای تقریب انتگرال 4 4 4,j jt t  ای بر پایه سیمپسون از قاعده برونیابی ریچاردسون یک مرحله

 کنیم. در این صورت داریماستفاده می
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4 1 45
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
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 


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  




       )1(  

 

توان از همین قاعده برای تقریب باشد، نمیضعیف میطوره نظر، منفرد بکه دستگاه معادلات انتگرال موردبه دلیل این

ها در بازه انتگرال 4 4,m m it t 
 شودگیری حاصلضربی نتیجه می. بنابراین در این بازه از تکنیک انتگرالکرداستفاده  

     (1) 
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 که در آن 
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 
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( قابل محاسبه خواهد بود. به عبارت 1) ۀای لاگرانژ هستند. به این ترتیب انتگرال حاصل شده در رابطچندجملهتوابع 

 توان نوشتدیگر می
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 ( داریم1( در دستگاه معادلات انتگرال )1( و )1های )با جایگذاری تقریب
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                    )1( 

در صورتی که 
4

ji
عدد صحیح نباشد،  i=1,2,3,4و   j=0,1,…,4برای  

4
4

4
4

ji
m

ji
t mh h


   به نقاط شبکه

 تعریف شده در ابتدای بخش تعلق نخواهد داشت و بنابراین محاسبه 

4 4 4 4
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K t T I V
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 
 
  

با مشکل مواجه خواهد شد. برای حل این مساله، در مواردی که 
4

ji
عدد صحیح نباشد از درونیاب در نقاط   

4 4 4 1 4,..., ,m m mt t t  کنیم. به عبارت دیگر( استفاده می1) ۀهای رابطبرای تقریب هسته 
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 توان رابطه بالا را به صورت خلاصه زیر نوشتبا محاسبه ضرایب لاگرانژ می
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 

4 1

4

1

4 1 1,0 1,1 1,2 1,3 4 4 4 4

1,1 1,2 1,3 1,4 4 1 4 1 4 1 4 1

1,1 1,2 1,3

1155 35 195
, , , , , ,
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2iبرای   نیز بطور مشابه تقریب درونیاب 
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3iو برای    های درونیابنیز تقریب 
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خطی، در هر گام کنیم. در نهایت با حل این دستگاه غیرمی ( جایگذاری1خطی )در دستگاه غیر را

 0, 1, ..., 1
4

N
m
 

  
 

خطی حاصل شوند. برای حل دستگاه غیرنقطه از شبکه حاصل می 1مقادیر توابع مجهول در  

 سرعت همگرایی توان استفاده کرد و از آنجایی که انتخاب مقدار اولیه درهای تکراری مانند روش نیوتن میشده، از روش

 مرحله بعد در نظر گرفت. ۀتوان مقدار حاصل شده در هر مرحله را به عنوان مقدار اولیحائز اهمیت است، می

 

 . آنالیز همگرایی5

گیریم و بردار خطا را به صورت ( را در نظر می3شده، فرم برداری ) ارائهبرای اثبات همگرایی روش عددی 

 4 4 4:m i m i m it   e f f کنیم که تعریف می 3 3

4 4,m i m iR t R  f f  به ترتیب جواب دقیق و تقریبی

4mدستگاه معادلات انتگرال را در نقطه  it  توان نوشت( می1دهند. با استفاده از رابطه )نشان می 
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2که در آن  1 3 0 4
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45 45 45
w w w w w    ( برای مواردی که 1. به طور مشابه از رابطه )

4

ji
صحیح  

 نباشد، داریم
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 cکافی کوچک ثابت  ۀبه انداز hشود که برای [ نتیجه می68از تعمیم نابرابری گرانول گسسته ] بنابراین با استفاده

5 موجود است طوری که  hمستقل از 

i che. 

 

 . نتایج عددی6

به کار  6بر پایه مقادیر و پارامترهای داده شده در جدول  ویآیشده را برای حل مدل اچ ارائهدر این بخش روش عددی 

وی معلوم نیست، در ابتدا نتایج بدست آمده را با نتایج سایر مقالات آیجایی که جواب واقعی مدل اچبریم. از آنمی

. دهد[ نشان می13کوتا مرتبه چهار و روش هم محلی بسل ] –این مقایسه را با روش رانگ  1نماییم. جدول مقایسه می

1اند، به همین علت شده ارائهوی آیها برای حل مدل مرتبه صحیح اچ[ این روش13در مرجع ]   در نظر گرفته

طور که از نتایج گزارش شده در جدول برای مقادیر شده است. همان      ,  ,V t I t T t  مشخص است، دقت جواب

تری توان نتایج دقیقمی باشد. بعلاوه با کاهش طول گامهای مذکور میحاصل از روش معرفی شده، قابل مقایسه با روش

رارهایی افبدست آورد. در ضمن سرعت و کارایی از امتیازات قابل توجه این روش است و به سادگی با برنامه نویسی در نرم

 باشد.مانند میپل و متلب قابل اجرا می

0.1h. مقایسه نتایج عددی برای 2جدول   
  [13روش هم محلی بسل ] [13] 1 ۀکوتا مرتب-روش رانگ در این مقاله شده ارائهروش 

V(t) I(t) T(t) V(t) I(t) T(t) V(t) I(t) T(t) it 

6/0 0 6/0 6/0 0 6/0 6/0 0 6/0 0 

0169901/0 0/1030*60-1 109198/0 0169189/0 0/1031*60-1 10990/0 0169188/0  0/ 1111*60-1 103916/0 1/0 

0391811/0 0/6311*60-1 101610/0 0391819/0 0/6361*60-1 10111/0 039181/0 0/6183*60-1 390330/0 1/0 

0131811/0 0/1616*60-1 111111/0 0131011/0 0/1611*60-1 11111/0 013101/0 0/1031*60-1 181111/0 1/0 

0611111/0 0/3061*60-1 163116/6 0611903/0 0/3061*60-1 16101/6 061118/0 0/1931*60-1 111811/6 9/0 

00801131/0 0/3889*60-1 180168/1 0086009/0 0/1003*60-1 18618/1 013101/0 0/3180*60-1 393111/1 6 

 

 006زمانی  ۀاند، نقاط شبکه را برای بازگزارش شده 6[ که در جدول 1برای مدل و مقادیر پارامتر داده شده در مرجع ]

0.1hروز با طول گام   های گیریم. نمودار غلظت سلولدر نظر میT+CD4  سالم(T)  آلوده ،(I)  و غلظت ویروس

به ترتیب در  α( در طول این دوره زمانی با استفاده از روش عددی معرفی شده، برای مقادیر متفاوت Vوی )آیاچ

برای ویروس  mm3-V=10-3اولیه  شود برای غلظت طور که مشاهده میاند. هماننشان داده شده 3و  1، 6های شکل

یابد و به همان نسبت غلظت سالم به سرعت کاهش می T+CD4های وی بعد از گذشت تقریبا ده روز غلظت سلولآیاچ

های وی افزایش سریع دارند و بعد از گذشت تقریبا بیست روز غلظت سلولآیآلوده و ویروس اچ T+CD4های سلول

 چنان بالاست.وی همآیهای آلوده و ویروس اچکه غلظت سلولرسد، در حالیسالم تقریبا به صفر می
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 سالم T+CD4های . میزان تغییرات غلظت سلول6شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 آلوده T+CD4های . میزان تغییرات غلظت سلول1شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ویآیاچ . میزان تغییرات غلظت ویروس3شکل 
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 گیری. نتیجه7

های توی لنفوسیآیهای بیولوژیکی دارای حافظه هستند، در این مقاله مدل کسری برای عفونت اچجایی که سیستماز آن

T+CD4 گیری در نظر گرفته شد. بعد از تبدیل مدل به یک دستگاه معادلات انتگرال، از یک روش عددی که شامل انتگرال

ریچاردسون و حاصلضربی و از مرتبه همگرایی پنج بود، برای حل عددی دستگاه استفاده شد. البته مرتبه همگرایی روش 

گیری حاصلضربی قابل افزایش است. در پایان نتایج بدست لبا افزایش مراحل روش ریچاردسون و تعمیم قاعده انتگرا

های بسل مقایسه کردیم که ایآمده از روش پیشنهادی را با نتایج روش رانگ کوتا و روش هم مکانی بر پایه چند جمله

را برابر یک در نظر گرفتیم. برای بیشتر  αچون این دو روش برای معادلات دیفرانسیل از مرتبه صحیح کارایی دارند، 

هایی با ها برای بازهشود و این روش( در نظر گرفته می-6و 6( و یا )016هایی با طول کوچک )های عددی تنها بازهروش

 ۀازک، بهای بزرگتر از یباشند، بنابراین برای نشان دادن کارایی روش پیشنهادی در بازهطول بزرگتر  قابل استفاده نمی

وی را در طول آیهای سالم و آلوده و تغییرات غلظت ویروس اچروز را در نظر گرفتیم و تغییرات غلظت سلول 600زمانی 

 در نمودارها نمایش دادیم. αروز برای مقادیر متفاوت  600این 
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