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 چکیده
مقدار‌-E پذیر‌فضای‌تمام‌توابع‌با‌خنر‌انتگرال‌         یک‌مشبکه‌باناخ‌‌و E یک‌فضای‌اندازه‌متناهی،‌‌        فرض‌کنید‌

دارای‌این‌خاصیت‌‌‌Eاگر‌و‌تنها‌اگر‌استای‌فاتو‌فضا‌یا‌دارای‌خاصیت‌دنباله-KBیک‌‌         دهیم‌فضای‌در‌این‌مقاله،‌نشان‌می‌.باشد

‌.‌،‌با‌استفاده‌از‌ساختار‌ترتیبی‌آن،‌ارائه‌شده‌است‌         در‌این‌میان،‌برخی‌نکات‌در‌مورد‌همگرایی‌در‌فضای.‌باشد

 .فضا،‌خاصیت‌فاتو،‌مشبکه‌باناخ-  انتگرال‌باخنر،‌‌:کلیدی های واژه

 

 مقدمه و مفاهیم اولیه

به‌توابع‌‌برداری‌مقدار‌(‌انتگرال‌لبگ‌یا‌ریمان)انتگرال‌معمولی‌انتگرال‌باخنر‌یکی‌از‌بهترین‌راه‌ها‌برای‌توسیع‌

‌است ‌بررسی‌جنبه. چنین‌تحقیق‌در‌مورد‌چگونگی‌ارتباط‌ساختارهای‌مختلف‌آن‌به‌‌های‌مختلف‌آن‌و‌هم‌بنابراین،

‌.چنین‌حال‌بوده‌است‌ن‌در‌زمان‌گذشته‌و‌همادیگر،‌موضوعی‌مورد‌توجه‌محقق‌یک

‌‌ۀفضای‌اندازیک‌‌        فرض‌کنید ‌و‌ۀیک‌مشبک‌ متناهی، فضای‌تمام‌توابع‌باخنر‌          باناخ‌

از‌توابع‌‌    ‌ۀپذیر‌باخنر‌است‌اگر‌دنبال‌انتگرال‌     کنیم‌که‌‌تابع‌‌یادآوری‌می.‌مقدار‌باشد-Eپذیر‌‌انتگرال

‌ ‌از ‌شده ‌تعریف ‌‌ ساده ‌که‌ به ‌باشد ‌انداز‌تقریباً‌    ‌موجود ‌به ‌نسبت ‌جا ‌و‌  ‌ۀهمه

یک‌‌                    تحت‌نرم‌‌         در‌این‌صورت،.‌                   ‌

‌.مراجعه‌کنید[‌6]تر‌به‌‌برای‌توضیحات‌بیش.‌استمشبکه‌باناخ‌

 ای‌فاتو‌را‌دارد‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌فضا‌است‌و‌یا‌خاصیت‌دنباله-KBیک‌‌          دهیم‌در‌این‌مقاله،‌نشان‌می

E دارای‌خاصیت‌متناظر‌باشد‌.‌

‌بیش ‌اجازه‌دهید‌با‌استفاده‌از‌مثال،‌اهمیت‌موضوع‌را ‌تر‌روشن‌کنیم‌ابتدا مشهور‌است‌که‌در‌برخی‌از‌فضاهای‌.

،‌     چنین،‌در‌فضای‌‌هم.‌استوار‌‌همگرایی‌معادل‌همگرایی‌نقطه-  ،‌‌  و‌          کلاسیک‌مانند‌

‌دنباله-   ‌تقریباً‌همگرایی ‌همگرایی ‌معادل ‌است‌‌ای ‌جا ‌بیش)همه ‌توضیحات ‌بخش‌مقدم‌برای ‌به ‌[5]‌منبع‌ۀتر،

‌دکنیمراجعه‌ ‌بنابراین(. ‌توسیعی‌از‌همگرایی‌نقطه-  ، ‌های‌باناخ‌است‌وار‌به‌مشبکه‌همگرایی، توجه‌کنید‌که‌برای‌.

توسیع‌دادن‌برخی‌قضایا‌در‌فضاهای‌رو،‌‌از‌این.‌استهمگرایی‌معادل‌با‌همگرایی‌ترتیبی‌-  تورهای‌کراندار‌ترتیبی،‌

‌قضی ‌مشبکه‌ۀکلاسیک‌مانند ‌به ‌‌همگرایی‌یکنوا ‌از ‌استفاده ‌با ‌حالت‌کلی، ‌در ‌اهمیت‌-  های‌باناخ ‌حائز همگرایی،

‌.‌زیادی‌است
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‌    تور‌.‌یک‌مشبکه‌باناخ‌باشد‌Eفرض‌کنید‌.‌کنیم‌ها‌را‌یادآوری‌می‌در‌این‌مرحله،‌برخی‌از‌نکات‌و‌پیش‌زمینه

‌‌‌Eدر ‌به ‌ترتیبی ‌می‌   همگرای ‌‌گفته ‌‌به)شود ‌خلاصه،   طور

 
  ‌‌ )‌ ‌تور ‌باشد‌‌Eدر‌    هرگاه موجود

‌𝛽و‌برای‌هر‌‌    طوری‌که‌‌به ،𝛼
 

𝛼برای‌هر‌         وجود‌داشته‌باشد‌که‌‌  𝛼 ‌ که‌‌شوددقت‌.

‌.‌       نزولی‌است‌و‌‌‌    یعنی‌تور‌‌    

‌‌هم ‌تور ‌‌    چنین، ‌غیرکراندار ‌ ‌ترتیبی ‌همگرا-  )همگرای ‌می‌   به( ‌هر‌نامیده ‌برای ‌هرگاه شود

        :‌،‌داشته‌باشیم    
 
همگرایی‌و‌مطالب‌مرتبط‌به‌-‌  تر‌در‌رابطه‌با‌‌برای‌توضیحات‌بیش.‌  

‌[6]و‌[‌0]تواند‌به‌‌برای‌مطالب‌مرتبط‌با‌انتگرال‌باخنر‌و‌نکات‌مربوطه،‌خواننده‌می‌چنین،‌هم‌.جوع‌کنیدر[‌5]و‌[‌0]

‌کند ‌ .مراجعه ‌می‌   مجموعه ‌نامیده ‌ترتیبی ‌کراندار ‌بازرا ‌هرگاه ‌‌ۀشود ‌باشد‌‌ در‌     ترتیبی موجود

‌    ،‌ در‌‌    شود‌هرگاه‌برای‌هر‌تور‌‌پیوسته‌ترتیبی‌نامیده‌می‌ مشبکه‌باناخ‌.‌       که‌‌طوری‌به

نتیجه‌را‌‌        ‌‌ۀرابط ،    نامیم‌هرگاه‌‌پیوسته‌ترتیبی‌می-𝜎را‌‌‌ چنین،‌‌‌هم.‌        نتیجه‌دهد‌

‌.دهد

𝜀شود‌هرگاه‌برای‌هر‌‌کراندار‌ترتیبی‌نامید‌می‌تقریباEً از‌مشبکه‌باناخ‌ A کنیم‌زیرمجموعه‌یادآوری‌می   ‌،

 .‌است‌Eمعرف‌گوی‌بسته‌واحد‌در‌‌  ،‌که‌در‌آن‌  𝜀         که‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌    

 .،‌همگرا‌باشد  صعودی‌وکراندار‌در‌‌ۀشود‌هرگاه‌هر‌دنبال‌فضا‌نامیده‌می-KBیک‌‌Eمشبکه‌باناخ‌

‌نرم‌هم هرگاه‌برای‌هر‌(‌فاتو‌دارد-𝜎خاصیت‌‌ Eبه‌بیان‌معادل،)ای‌فاتو‌است‌دارای‌خاصیت‌دنباله E چنین،

‌.‌            نتیجه‌دهد‌‌    ،‌       دنباله‌

 

 نتایج اصلی

‌        فرض‌کنید. 1لم  ‌و ‌متناهی ‌اندازه ‌باشد‌Eیک‌فضای ‌باناخ ‌یک‌مشبکه ‌یک‌نشانند. ‌صورت، ‌این ‌ۀدر

‌.وجود‌دارد‌‌          به‌Eای‌و‌توپولوژیکی‌از‌‌مشبکه

یک‌تابع‌‌  .‌       در‌نظر‌بگیرید‌که‌در‌آن‌‌       ‌ۀبا‌ضابط           به‌Eرا‌از‌Tعملگر‌.برهان

‌چنین،‌هم.‌استپذیر‌‌اندازه‌رو،‌از‌اینساده‌است‌

                                 

 .‌شود‌،‌حکم‌ثابت‌می             جاکه‌‌از‌آن.‌ریختی‌توپولوژیکی‌است‌سان‌یک‌هم‌  بدیهی‌است‌که‌‌

پیوسته‌ترتیبی‌‌Eدر‌این‌صورت،‌.‌یک‌مشبکه‌باناخ‌باشند‌Eیک‌فضای‌اندازه‌متناهی‌و‌‌         فرض‌کنید.‌2لم 

‌.‌پیوسته‌ترتیبی‌باشد‌        است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌

‌.استفاده‌کنید‌0برای‌طرف‌دیگر‌از‌لم‌.‌ثابت‌شده‌است[‌3]‌آخر‌ۀنتیجه‌مستقیم‌در‌گزار‌.برهان

‌.یمکن‌را‌ثابت‌می‌2ای‌‌پیوسته‌ترتیبی‌بودن‌از‌لم‌‌دنبالهاکنون،‌نسخه‌
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‌        فرض‌کنید‌.7لم  ‌یک‌مشبکه‌باناخ‌باشند‌Eیک‌فضای‌اندازه‌متناهی‌و .‌ ‌این‌صورت، پیوسته‌-E‌ 𝜎در

‌.پیوسته‌ترتیبی‌باشد-‌‌‌𝜎         ترتیبی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌

‌‌.برهان ‌Eفرض‌کنید ،𝜎-‌ ‌و ‌ترتیبی‌باشد ‌در‌    پیوسته ‌          یک‌دنباله ‌    باشد‌که این‌نتیجه‌.

‌شود‌که‌بنابراین،‌با‌استفاده‌از‌فرض،‌نتیجه‌می.‌       ،‌   برای‌همه‌تقریباً‌دهد‌که‌‌می

           . 

‌:شود‌می‌همگرایی‌یکنوا‌نتیجه‌ۀاکنون‌از‌قضی

                        . 

 .‌شوداستفاده‌‌0برای‌طرف‌دیگر،‌از‌لم‌

‌.کنیم‌را‌یادآوری‌می‌[6]‌از‌‌2.6ۀجا‌گزار‌در‌این

‌        فرض‌کنید. 1گزاره  ‌پیوسته‌ترتیبی‌باشد-𝜎یک‌مشبکه‌باناخ‌‌Eیک‌فضای‌اندازه‌متناهی‌و چنین،‌‌هم.

‌          ،‌   همه‌برای‌‌تقریباًکه‌‌طوری‌پذیر‌باشد‌به‌از‌توابع‌باخنر‌انتگرال‌ای‌دنباله‌    فرض‌کنید‌

‌پذیر‌است‌و‌نیز‌باخنر‌انتگرال  در‌این‌صورت،‌.‌‌                و

                . 

‌.‌به‌مثال‌زیر‌توجه‌کنید.‌تواند‌حذف‌شود‌پیوسته‌ترتیبی‌بودن،‌ضروری‌است‌و‌نمی-𝜎بالا،‌شرط‌‌ۀدر‌گزار

‌‌ۀبا‌ضابط‌      ،‌تابع‌‌   برای‌هر‌.‌‌    لبگ‌و‌ۀبا‌انداز‌       فرض‌کنید‌‌.مثال

                      

.‌است‌  دنباله‌ثابت‌    که‌در‌آن‌‌          وضوح،‌‌به.‌بار‌تکرار‌شده‌است‌t‌،nرا‌در‌نظر‌بگیرید‌که‌در‌آن‌

‌قرار‌دهید :𝛼              ‌ ‌باشد‌Eام‌تعریف‌شده‌روی‌- تصویر‌خطی‌مرتبه‌‌  حال‌فرض‌کنید‌. از‌.

‌:داریمبا‌استفاده‌از‌خواص‌انتگرال‌باخنر‌‌ پیوسته‌است،‌برای‌به‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌‌  جاکه‌‌آن

    𝛼                                 
 

 

 

 

 

 .‌   𝛼بنابراین،‌

‌.دهیم‌را‌تعمیم‌می‌‌0ۀاکنون،‌گزار

چنین،‌‌هم.‌پیوسته‌ترتیبی‌باشد-𝜎باناخ‌‌‌ۀیک‌مشبک‌ متناهی‌و‌‌ۀیک‌فضای‌انداز‌       فرض‌کنید‌‌.1 ۀقضی

  که‌‌طوری‌باشد‌به‌ به‌‌‌ پذیر‌باخنر‌از‌‌کراندار‌ترتیبی‌از‌توابع‌انتگرال‌تقریباً‌ۀیک‌دنبال‌    فرض‌کنید‌
  
   ‌.

‌:و‌داریمپذیر‌است‌‌نیز‌باخنر‌انتگرال‌ در‌این‌صورت،‌

          . 
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     شویم‌که‌با‌توجه‌به‌فرض،‌ابتدا‌این‌نکته‌را‌متذکر‌می.‌برهان
  
با‌استفاده‌.‌   همه‌‌برای‌تقریباً‌      

‌،[6]‌‌0.26ۀبنابراین‌با‌استفاده‌از‌قضی.‌همگرا‌است‌    نسبت‌به‌نرم‌به‌‌‌       ‌ۀ،‌دنبال[5]‌در‌‌3.7ۀاز‌گزار

کراندار‌است،‌با‌استفاده‌از‌لم‌‌       ‌ۀ،‌دنبال‌   جا‌برای‌همه‌‌از‌آن.‌است‌پذیر‌اندازه‌ گیریم‌که‌‌نتیجه‌می

‌:داریم‌[5]‌در‌3.6

                          . 

 :آید‌دست‌می‌بهنتیجه‌این‌لم‌فاتو‌بر‌اساس‌کراندار‌است،‌بنابراین،‌    دقت‌کنید‌دنباله‌

                                                        

نیز‌‌        ،‌3توجه‌کنید‌با‌استفاده‌از‌لم‌.‌پذیر‌است‌نیز‌باخنر‌انتگرال‌ ،‌[6]‌‌0.29ۀ،‌با‌توجه‌به‌قضیرو‌از‌این

𝜎-کند‌،‌حکم‌زیر‌را‌تضمین‌می[5]‌در‌‌3.7ۀمجدد‌از‌گزار‌ۀاستفاد.‌ترتیبی‌استپیوسته‌. 

                               

‌قضی ‌در ‌اگر ‌این، ‌بر ‌‌0ۀعلاوه ‌همگرایی‌ترتیبی‌جای-‌  ، ‌با ‌میکنگزین‌‌همگرایی‌را کراندار‌‌توان‌شرط‌تقریباً‌یم،

 .ترتیبی‌بودن‌را‌از‌مفروضات‌نادیده‌گرفت

چنین،‌‌هم.‌پیوسته‌ترتیبی‌باشد-σیک‌مشبکه‌باناخ‌‌ یک‌فضای‌اندازه‌متناهی‌و‌‌       فرض‌کنید‌‌. 1نتیجه 

  که‌‌طوری‌باشد‌به‌ به‌‌‌ پذیر‌باخنر‌از‌‌ای‌کراندار‌از‌توابع‌انتگرال‌دنباله‌    فرض‌کنید‌
 
‌ در‌این‌صورت،‌.‌  

‌:پذیر‌است‌و‌داریم‌نیز‌باخنر‌انتگرال

          . 

     شود‌که‌‌ابتدا‌از‌فرض‌نتیجه‌می‌‌.برهان
 
پیوسته‌-𝜎با‌استفاده‌از‌فرض‌.‌   ‌ۀهم‌برای‌تقریباً.‌     

چون‌همگرایی‌ترتیبی،‌.‌   ‌ۀهم‌برای‌تقریباً‌                  گیریم‌که‌‌،‌نتیجه‌می‌ ترتیبی‌بودن‌

 .‌شود‌حکم‌ثابت‌می‌‌0ۀدهد،‌با‌برهانی‌‌مشابه‌با‌برهان‌قضی‌همگرایی‌را‌نتیجه‌می‌-  

‌حذف‌‌ضروری‌است‌و‌نمی‌‌0ۀقضیکراندار‌ترتیبی‌بودن‌در‌‌دقت‌کنید‌که‌شرط‌تقریباً ‌دکرتوان‌آن‌را به‌مثال‌زیر‌.

‌.‌توجه‌کنید

‌        صورت‌‌به‌ به‌‌ را‌از‌‌    دنباله‌.‌         لبگ‌و‌‌ۀبا‌انداز‌       فرض‌کنید‌‌.مثال

‌ ‌آن ‌در ‌که ‌بگیرید ‌نظر ‌می‌دینب‌  در ‌تعریف ‌شود‌صورت ‌باز‌ :    ‌ۀروی
 

 
‌جاها‌  ‌بقیه ‌در ‌صفر ‌و وضوح،‌‌به.

        ‌.‌

،‌[0]‌در‌‌3.5ۀطبق‌نتیج‌رو،‌از‌این،‌است‌ ضعیف‌برای‌‌ۀکه‌در‌آن‌تابع‌ثابت‌یک،‌یک      مشاهده‌کنید‌که‌

  

  
‌پذیر‌نیست،‌تقریباً‌طور‌یکنواخت‌انتگرال‌به‌    ‌ۀتوجه‌کنید‌چون‌دنبال.‌             اما‌.‌   

طور‌یکنواخت‌‌به‌       ‌مجموعه‌یک‌،        ۀفضای‌انداز‌برای‌که‌کنیم‌یادآوری‌می.‌نیستکراندار‌ترتیبی‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌751برخی‌نکات‌در‌مورد‌ساختار‌مشبکه‌ای‌فضای‌توابع‌باخنر‌انتگرال‌پذیر‌مشبکه‌باناخ‌مقدار

‌می‌انتگرال ‌نامیده ‌‌پذیر ‌هر ‌برای ‌هرگاه 𝜀شود   ‌ ‌به‌   ، ‌باشد ‌‌طوری‌موجود  که
 
            𝜀‌

 .‌دشومراجعه‌[‌0]‌در‌‌5.2.9ۀتر‌به‌قضی‌برای‌توضیحات‌بیش.‌      ‌ و‌   زمانی‌که‌

فضا‌‌-KBیک‌‌ در‌این‌صورت،‌.‌مشبکه‌باناخ‌باشد‌ یک‌فضای‌اندازه‌متناهی‌و‌یک‌       فرض‌کنید‌. 2 ۀقضی

‌.‌فضا‌باشد-‌KB،‌‌‌        است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌

نتیجه‌.‌باشد‌        صعودی‌مثبت‌و‌کراندار‌در‌‌ۀیک‌دنبال‌    فضا‌‌است‌و‌-KBیک‌‌ فرض‌کنید‌‌.برهان

‌هر‌که‌گیریم‌می ‌‌              ،   برای ‌یک ‌    برای ‌دنبال. ‌که ‌باشید ‌داشته ‌ۀتوجه

𝛼لوی،‌به‌یک‌‌ۀبا‌توجه‌به‌قضی‌رو،‌از‌ایناست‌‌ نیز‌صعودی‌و‌کراندار‌در‌               ست،‌ا‌همگرا‌   

‌‌             بنابراین،
 

    
     ‌ .‌ستا‌نرم‌همگرا‌              ‌ۀدهد‌که‌دنبال‌این‌نتیجه‌می.

          اما‌چون‌این‌دنباله،‌صعودی‌است،‌بنابراین،
 

    
این‌به‌نوبه‌خود،‌نتیجه‌.‌‌   ‌ۀهم‌برای‌تقریباً‌ 

‌تقریباً‌می ‌دنباله، ‌این ‌که ‌همگرا‌دهد ‌جا ‌ا‌همه ‌اینست ‌است‌تقریباً‌رو،‌از ‌کراندار ‌جا ‌همه ‌این. ‌‌از ‌ۀدنبالرو،

‌ 𝛼     ‌ۀرا‌با‌ضابط‌     تابع‌.‌همگراست‌  𝛼کراندار‌و‌صعودی‌است‌و‌بنا‌به‌فرض‌به‌یک       

علاوه‌.‌پذیر‌است‌،‌اندازه[6]‌در‌‌0.26ۀاست،‌با‌استفاده‌از‌قضی‌    ‌ۀحد‌نقطه‌وار‌دنبال‌ جاکه‌‌از‌آن.‌در‌نظر‌بگیرید

‌ ‌توجه‌به‌گزار‌          بر‌آن، ‌با ‌لذا ‌‌0ۀو ‌انتگرال‌ ، ‌‌باخنر ‌نیز ‌استپذیر ‌قضی. همگرایی‌یکنوا‌‌ۀاکنون‌از

 شود‌که‌‌نتیجه‌می

                              . 

‌.‌دشواستفاده‌‌0برای‌جهت‌عکس،‌از‌لم‌

طور‌‌به‌ در‌این‌صورت،‌نرم‌.‌مشبکه‌باناخ‌باشد‌ یک‌فضای‌اندازه‌متناهی‌و‌یک‌‌       فرض‌کنید‌. 7قضیه 

‌.خاصیت‌مشابه‌را‌داشته‌باشد‌        اگر‌و‌تنها‌اگر‌نرم‌‌ای‌فاتو‌است‌دنباله

که‌‌طوری‌هبباشد‌‌        مثبت‌در‌‌ۀیک‌دنبال‌‌    ای‌فاتو‌باشد‌و‌‌دارای‌خاصیت‌‌دنباله‌ فرض‌کنید‌‌.برهان

با‌توجه‌به‌فرض،‌.‌          ،‌   ‌ۀهم‌در‌این‌صورت،‌برای‌تقریباً.‌‌   ‌ۀهم‌برای‌تقریباً‌     

‌می ‌‌نتیجه ‌که ‌                  گیریم ‌دنبال. ‌طرفی، ‌و‌‌           ‌ۀاز ‌صعودی ‌حقیقی ‌اعداد ‌در نیز

‌به‌بیان‌دیگر،.‌                  ،‌‌   ‌ۀهم‌برای‌تقریباًرو،‌‌از‌اینکراندار‌است‌

                                     . 

‌همگرایی‌یکنوا،‌ۀبنابراین،‌با‌استفاده‌از‌قضی

                        . 

‌:توان‌عبارت‌زیر‌را‌نتیجه‌گرفت‌میرو،‌‌از‌این

                                             

‌یعنی
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌752
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

                  ‌.  

 .‌دشواستفاده‌‌0برای‌طرف‌دیگر،‌از‌لم‌
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