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Introduction 

It is naturally useful to compare two normally or elliptically 

symmetric distributed random vectors by some stochastic orders. 

Stochastic orderings of multivariate normal random vectors have 

been carried out by Mosler (1984), Scarsini (1998), Müller 

(2001) and Arlotto and Scarsini (2009) among others. Landsman 

and Tsanakas (2006) studied conditions under which bivariate 

elliptical distributions are classified. Recently, Pan et al. (2016) 

provided more general results for the multivariate elliptical 

distributions.  

There are numerous situations where the assumption of 

normality or the property of elliptically symmetric is violated in 

terms of the fluctuations exhibited in the data histogram. Several 

examples of such cases have been presented by Genton (2004). 

Due to the deficiency of the elliptical distributions in capturing 

the skewness arisen out of any data set in practice, consideration 

of more general flexible distributions is thought to be impressive.  

The multivariate normal distribution holds at the disposal of the 

huge class of the mean-variance mixtures of multivariate normal 

distribution in the case when the mixing distribution is allowed 

to be a special one. The Generalized Hyperbolic (GH) family of 

distributions, introduced by Barndorff-Nielsen and Blaesild 

(1981), comes up with the Normal mean-variance mixture 

distribution as a particular case. Recently, the GH distributions 

have been applied by many researchers to fit financial data; see, 

for example, Rydberg (1999), Bibby and Sorensen (2003) and 

Cont and Tankov (2004). 

 Material and methods 

In this paper, using some hessian stochastic orderings, we 

compare random vectors having generalized hyperbolic 

distributions. By considering the random vectors from the 

generalized hyperbolic distributions, we derive necessary and/or 

sufficient conditions for their comparisons on the basis of the 

hessian stochastic orderings. By virtue of some concepts 
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established on the basis of closed convex cones and their duals, a 

number of necessary and sufficient conditions for the convex, the 

supermodular, the directionally convex, the componentwise 

convex, the copositive and the completely positive stochastic 

orderings are acquired. 

Results and discussion 

It is verified that the linear convex order and the positive linear 

convex order correspond with some kinds of hessian orderings. 

The linear orderings are considered to be appropriate because of 

the substantial reduction in the dimension they make as to their 

multivariate counterparts. The results can be potentially applied 

to the Normal Mean-variance mixture family of distributions. In 

a special case, stochastic orders for the symmetric GH and the 

scale mixture of the multivariate normal (SMN) distributions are 

characterized. It is noteworthy that some of the achieved results 

related to the SMN family are new as they have not been attained 

by Pan et al. (2016) for the elliptical families.  

In terms of copulas induced by the GH family, dependence 

orderings of GH distributions with fixed marginal distributions 

are fulfilled by the hessian stochastic orderings. Interpretations of 

the results in a number of insurance and economic applications 

have been rendered. 

We characterize the riskiness of portfolios by ordering the 

average of their correlations, in the sense of the stop-loss order. 

The elliptical distributions do not inspire such property as the 

frequency curves of components exhibit skewed trends. Dhaene 

and Goovaerts (1996) showed that riskiness of a portfolio 

consisting of two positive random variables increases, in the 

sense of the stop-loss order when two risks become more 

correlated. Landsman and Tsanakas (2006) derived an analogues 

result for the bivariate elliptical distributions. The results 

undertaken can be useful for slightly broader audiences as the 

considered the family of distributions entertain arbitrary values 

in their domain, the dimension, the skewness and the kurtosis. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

• The positive linear convex order and the supermodular order 

are equivalent. 

• The riskiness of a generalized hyperbolic distributed portfolio, 

in the sense of the stop-loss order, increases (decreases) as the 

average of correlations of portfolio increases (decreases) and vice 

versa. 

• In terms of copulas generated by the GH family, dependence 

orderings among GH distributions with fixed marginal are 

characterized by the hessian stochastic orderings. 

• By considering two random bundles of commodities sharing 

the GH-generated copula signalized by a common unknown price 

vector, the bundle with less correlated components is preferred, 

as a result of the less riskiness it brings into account. 
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 های کلیدی: واژه

  ،هسیان ترتیب

 ، محدب مخروط

 ، خطی محدب ترتیب

 .یافتهتعمیم هذلولوی توزیع

 

 

 را( GH) چندمتغیره  یافتهتعمیم هذلولوی هایتوزیع خانواده از برگرفته تصادفی بردارهای نوشتار، این در

 هایوزیعت از ایگسترده طیف شامل GH هایتوزیع خانواده. کنیممی مقایسه هسیان تصادفی ترتیب غالب در

 نیز و چوله هایداده برازش و تحلیل در توانندمی که بوده متفاوت هایبرجستگی با و نامتقارن و متقارن

 محدب مخروط چند گرفتن نظر در با مقدماتی، مفاهیم برخی یادآوری و معرفی ضمن. روند کاره ب سنگیندم

 اننش. آوریممی دسته ب را اهمیت با تصادفی ترتیب چند برای کافی و لازم شرایط ها،آن هایدوگان و بسته

 معادل هسیان نوع از ایچندمتغیره هایترتیب با محدب خطی هایترتیب شرایطی، تحت که داد خواهیم

 همبستگی ساختار ترتیب که دید خواهیم آشکارا ،GH خانواده توسط شده تولید هایمفصل اساس بر. هستند

 و یمهب هایزمینه در نتایج کاربرد، عنوان به. است خانواده این در هسیان تصادفی هایترتیب از برخی با معادل

 .اندشده تفسیر اقتصاد
 

 .آن کاربردهای و چندمتغیره یافتهتعمیم هذلولوی هایتوزیع در هسیان تصادفی ترتیب (.1431) ایزدخواه، سلمان؛ ؛احد، جمالیزاده؛ مهدی، امیری: استناد

 .1-23(، 1) 8، های ریاضیپژوهش

                  

ویسندگان.ن ©                                                                                                                                           خوارزمیاشر: دانشگاه ن  
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 مقدمه . 1

تر برای مقایسه متغیرهای تصادفی )بردارهای تصادفی( نسبت به بخشتر و اطلاعهای تصادفی ابزاری پیشرفتهترتیب

طور ه های تصادفی بامروزه ترتیبها هستند. های آماری نظیر آنمیانگین، واریانس یا شاخص ۀوسیل به آنها صرفاً ۀمقایس

سترده شاخهگ صاد، نظریای در  سی، طراحی گیر، همهصف ۀهای مختلف آمار، تحقیق در عملیات، علوم بیمه و اقت شنا

های تصوووادفی، خواننده را به موور و کاربردهای گوناگون ترتیب ۀشووووند. برای ملاحظکار گرفته میه ها و... بآزمایش

های (، که دو منبع اسوواسووی و م تبر در خصووو  مبحب ترتیب2007، 4991( و شووی د و شووانتی ومار )2002اسووتویان )

لی از امید ریاضی تبدی ۀبر اساس مقایس های تصادفی غاوباًمهم و وسی ی از ترتیب گروهدهیم. تصادفی هستند ارجاع می

 . شوو ک کلی این نوعشوووندسووازی میقرار دارند مشووخصووه ی ویژه از تبدیلاتارده متغیر)بردار(های تصووادفی که در

موور  ۀوسوویله ( و سوو س ب4991های تصووادفی انتگراوی در ابتدا توسووت ویت )های تصووادفی تحت عنوان ترتیبترتیب

(a4997بنا نهاده شد که ت ریف آن ب ) صورت زیر است: ه 

S,(فرض کنید  A( یک فضووای اندازه وF  پذیر مانند از توابع اندازه ردهیکf : S باشوود. اگرP وP  دو

ضای احتمال  ۀانداز S,(احتمال دوخواه بر روی ف A(  شند، آن 4ۀگاه رابطبا FP P ست اگر به ازای هر fبرقرار ا F 

fۀرابط d f d  P P .در صورت وجود انتگرال برقرار باشد 

های مرب ی باشوود ویک مخروط محدب از ماتریس Hۀاگر مجموع
HF همه تواب ی باشوود که ماتریس هسوویان  ۀرد

توابع ۀردبردارهای تصادفی در  ۀگاه مقایسگیرد، آنقرار می Hها درآن
HF  را ترتیب تصادفی هسیان گویند که توست

نرمال چندمتغیره  ۀهسوویان را در خانوادهای ( م رفی شوودند. آنها انواع مختل ی از ترتیب2009آرووتو و اسوو ارسووینی )

 . کردندبررسی 

ا های تصووادفی بترتیب ۀوسوویله که ب د متغیرها بالا باشوود، در انجام مقایسووه ب ویژه زمانیدر حاوت چندمتغیره به

ست اده از آنها را ام انمش لاتی مواجه می ( و 4999سم سون و ویتاکر ) ،کند. برای نمونهناپذیر میشویم که در عمک ا

جای انجام  ( را ببینید. در چنین شوورایطی اسووت اده از ترکیبی خطی از متغیرها در ب د واحد به4994ووکاس و رایت )

سه شتری پیدا میمقای سیل ههای آماری چندمتغیره، تحلیک بکند. در تحلیکهای چندمتغیره در ب د بالاتر اهمیت بی  ۀو

جاد کاهش ب د در فضووای مشوواهدات به عنوان یک امر مطلوب از جایگاه دویک م طوف بودن به ایه های خطی بترکیب

های مقدار دارو )دوز(، از گروه ۀهای باوینی برای مقایسها نظیر انجام آزمایشخاصی برخوردار است. در بسیاری از زمینه

ست اده می ۀوسیله گیری کلی بیک اندازه صادفیشود که در آن ترکیبی خطمیانگین وزنی از دوزها ا به  ی از بردارهای ت

سه در نظر گرفته می صاد، ارزش ریاوی )پووی( کلی یک  (. به2001شود )ب ک و تال، منظور انجام مقای علاوه در بحب اقت

نوان عه یک ترکیب خطی با در نظر گرفتن قیمت هر واحد از آن کالاها ب ۀوسوویل بسووته متشوو ک از کالاهای مختلف به

ز تبدیک ج . در نظر گرفتن هر نوع تابع )یا تبدیلی( دیگر بهشووودت )ت داد( کالاها بیان میضوورایب ترکیب خطی از کمی

 (.4999ها هستند )اس ارسینی، خطی فاقد م هوم و م نی خاصی در این حوزه

است اده شده است و عمده  4های متقارن و چندمتغیره بیضویصورت م مول از توزیعه های چندمتغیره بدر مقایسه

(، 4991های تصوووادفی نرمال چندمتغیره توسوووت موزور )ج در این حوزه مربوط به همین خانواده اسوووت. ترتیبنتای

سینی ) س ار سینی )2004(، موور )4999ا س ار ست. نتایجی از ترتیب2009( و آرووتو و ا های ( مورد مطاو ه قرار گرفته ا

                                                           
1 Elliptical 
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 32                                                                                                                                                                                                                                                 ...یافتهتعمیم هذلولوی هایتوزیع در هسیان تصادفی ترتیب

           

 

صادفی در خانواد سمن و زان س ) ۀت ست لاند ضوی دومتغیره تو ه تری در حاوت چندمتغیره بصورت کلیه ( و ب2001بی

 ه است. شد( بحب 2041پان و هم اران ) ۀوسیل

 اً های بیضوی غاوبهای متقارن مانند توزیعها چووگی وجود داشته باشد، توزیعدر شرایطی که در منحنی فراوانی داده

های مت ددی از این موارد در کتاب گنتون لها فراهم نخواهند نمود. مثاکارسووواز نبوده و برازش مناسوووبی برای داده

هایی که در مورد ام ان وجود تغییرات در چووگی و توزیع ۀ( مهیا شده است. در چنین شرایطی است اده از خانواد2001)

ستگی داده ست. ی ی از این خانوادهبرج شند از اهمیت زیادی برخوردار ا شته با  GHهای ها، خانواده توزیعها ان طاف دا

ها در حاوت کلی با غاوب توزیع ( م رفی شوودند. این خانواده از توزیع4994نیلسوون و بلازید )سووت که توسووت باندورفا

د. گیرنها را در بر میای از انواع توزیعشوند که طیف گستردهسازی مینرمال تووید و مشخصه 4واریانس-آمیخته میانگین

گیری های مرتبت رشود چشومیع خا  به ویژه در اقتصواد و سوایر زمینههای اخیر اسوت اده از این خانواده توزدر سوال

(، کانت و 2003(، بیبی و سووورنسوون )4999توان در ریدبرگ )را می داشووته اسووت. برخی موارد کاربردی برای این توزیع

 نمود. ( ملاحظه 2049( و یوشیبا )2041نیک و هم اران )(، مک2042(، کریستوفرسن و هم اران )2001تان وف )

گیری رتر با قابلیت دربای گستردههای تصادفی انتگراوی و هسیان در خانوادهدر این مقاوه هدف بررسی نتایج ترتیب

ستگی و یا هردو به عنوان دو جنب سیار مهم از داده ۀچووگی یا برج ست که از این نظر ب توان تا حدودی میهای آماری ا

های تصووادفی این اسوواس ترتیب . برکردها را برطرف بیضوووی در تحلیک ۀنوادهای مهم متقارن نظیر خاضوو ف خانواده

س ضاء خانواده توزیع ۀمختل ی برای مقای شرایت لازم و )یا( کافی برای برقراری مورد بحب قرار می GHهای اع گیرند و 

ب ۀها در خانوادآن ترتیب با در نظر گرفتن مخروطدسوووت میه مذکور  ند.  های مختلف، ترتیب های محدب از نوعآی

ت و ترتیب مثبگوناگونی نظیر ترتیب محدب، ترتیب محدب سوئی، ترتیب سوپرمدولار، ترتیب محدب جزئی، ترتیب هم

 هایسوووازی آن با ی ی از انواع ترتیبهای خطی محدب و مشوووخصوووهآیند. همچنین ترتیبدسوووت میه کاملاً مثبت ب

آید که در دسوووت میه متقارن نیز نتایج ب GHر حاوت خا  خانواده گیرند. دچندمتغیره هسووویان مورد بحب قرار می

ستند. برخی از این نتایج برای خانوادغاوب توزیع ضوی قابک کاربرد ه ضوی تاکنون در متون مربوطه در بحب  ۀهای بی بی

ها نیز صکر اساس م های تصادفی بباشند. مقایسههای تصادفی مورد مطاو ه قرار نگرفته و بنابراین قابک توجه میترتیب

سینی )در زمینه س ار ستند.  برای نمونه به موور و ا سوم ه صاد مر ( و 2004، 2000های کاربردی مختل ی نظیر بیمه و اقت

های تصادفی در آن خانواده ، اهمی از مقایسهGHهای ( مراج ه کنید. براساس م صک موود خانواده توزیعb4997موور )

نهایتاً ت سیرهایی در زمینه علوم بیمه و اقتصاد در این نوشتار ارائه  شوند.ود م رفی میبر حسب ساختار همبستگی موج

 .شدخواهند 

های تصووادفی مورد کار رفته، ترتیبه م اهیم مورد نیاز در ادامه بحب شووامک انواع توابع ب 2بدین ترتیب، در بخش 

صه مرور میه ب GHهای نظر و خانواده توزیع صادفی ارائه نتایجی کلی در مورد ترتیب 3بخششوند. در طور خلا های ت

های خطی محدب آیند و ترتیبدست میه های مختلف هسیان بشرایت لازم و کافی برای ترتیب 1شوند. در بخش می

در چارچوب خانواده  1شووووند. در بخش های چندمتغیره از نوع هسووویان هسوووتند م رفی میکه م ادل با برخی ترتیب

 GHبردارهای تصووادفی دارای توزیع  ۀمانند، به مقایسووای بدون تغییر میهای حاشوویهکه درآن توزیع  GHهایم صووک

ستگی موجود )بر ساختار همب سب  سون( می برح ستگی پیر ساس ماتریس همب سیری از نتایج با ست هپردازیم و ت ا  د

 نماییم.آمده در بیمه و اقتصاد ارائه می

                                                           
1 Mean-variance mixture 
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 مفاهیم مورد نیاز .2

طور مختصوور ه های احتمال را بهای تصووادفی و توزیعتوابع، ترتیب ۀت اریف و م اهیم مورد نیاز درباردر این بخش 

ست. برای بردارهای "غیرنزووی"تابع  "ص ودی"کنیم. منظور از تابع مرور می a، نمادهای bو aب دی –dا b و

a b را بترتیب برای نمایش
i ia b و

i ia b  به ازای,...,di 1 گیریم. فضایکار میه بd فضای اقلیدسیd

dب دی و  -


 گیریم.با مقادیر نامن ی در نظر می dرا زیرفضای 

 توابع مورد نیاز 1.2

4( نشوووان دادند که در ترتیب2002دنویی و موور ) FP P ۀکافی اسوووت رابط f d f d  P P  برای توابع به

fکنیم توابع برقرار باشووود. بنابراین فرض می Fردهدر  fاندازه کافی هموار : d  های جزئی دارای مشوووتق

 کنیم:ده مینوشتار از نمادهای زیر است ا ۀنویسی در ادامدوم پیوسته باشند. برای خلاصه ۀمرتب

(i) (ij)f ( ) f( ), f ( ) f( ).
i i jx x x

 
 
  

x x x x
2

  

 شوند:صورت زیر ت ریف میه ب fصورت بردار گرادیان و ماتریس هسیان تابع در این

(4)                                   .
( ) ( )

f( ) f( ) ,
f ( ) , f ( )

d d
i ij

i i j 
        x xx H x

1 1
 
  

Ttدوم آن ی نی ۀگوییم اگر شوو ک درج 4مثبتم ینرا نیمه Aکنیم که ماتریس متقارنیادآوری می At به ازای
dt  مثبتم ین ضوورب دو ماتریس نیمه اثر حاصووکنامن ی باشوود. همچنینA وB  مقداری نامن ی اسووت ی نی

[ ]trace AB 0 . 

fاگر  .1تعریف  : d  گاهدوم پیوسته باشد، آن ۀهای جزئی مرتبدارای مشتقf: 

)fص ودی است اگر و تنها اگر (4 ) x 0. 

)fمحدب است اگر و تنها اگر (2 )xH مثبت باشد.م یننیمه 

)fمحدب ص ودی است اگر و تنها اگر (3 ) x )fو 0 )xH مثبت باشد.م یننیمه 

iاست اگر و تنها اگر به ازای هر 3ی نوایا شبه 2سوپرمدولار (1 j d  1 ،( )f ( )ij x 0 . 

i,محدب سوئی است اگر و تنها اگر به ازای هر (1 j d 1 ،( )f ( )ij x 0. 

)fاست اگر و تنها اگر 1محدب جزئی (1 )xH .دارای عناصر قطری غیرمن ی باشد 

a,در ادامه نوشووتار به طور قراردادی نماد b را برای نمایش عملگر ضوورب داخلی دو بردارa وb بریم کار میه ب

,که      Ta b a b صورت ذیک در نظر خواهیم گرفت:ه خطی از توابع را ب رده. همچنین چند 

                                                           
1 Positive semi-definite 
2 Supermodular 
3  Quasi monotone 
4 Component-wise convex 
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:gاگر  .2تعریف  یمیگاه گو، آنf : d  ۀبا ضابط f( ) g ,t a tدارای خاصیت 

 باشد.dtص ودی و g( ص ودی خطی است هر گاه 4

 باشد.dtمحدب و  g( است هر گاه lcx( محدب خطی )2

dمحدب و  g( است هر گاه plcx( محدب خطی مثبت )3

t .باشد 

 باشد. dtمحدب ص ودی و g( است هر گاه ilcx( محدب ص ودی خطی )1

kمحدب ص ودی و g( است هر گاه iplcx( محدب ص ودی خطی مثبت )1

t.باشد 

 کنیم. ابتدا ت اریف زیر را ارائه میکنیم. های محدب را مرور میدر ادامه م اهیمی در مورد مخروط

xبه ازای هر گوییم اگر 4را یک مخروط Wاز فضوای برداری Cۀ . زیرمجموع3تعریف  C  و 0 داشوته باشویم

x C .ع به ازای هر  C ۀهمچنین مجمو حدب گوییم اگر  ,را مخروط م  0  وx, y C  جه بگیریم نتی

x y  C  . 

باشوود.  .,.با ضوورب داخلی  Wبردارییک مخروط محدب بسووته از فضووای Cۀ . فرض کنید زیر مجموع0تعریف 

ۀگاه مجموعآن * : ,y x y x    0C W C ۀ مجموع 2را دوگانCنامیم.می*C  نیز یک مخروط محدب

C*بسته است. درصورتی که Cگاه ، آنC گوییم.  3را خود دوگان 

سمت فرض می Wکنیم در این ق S کهS ضای برداری ماتریس dهای متقارنف d ست ضرب ا . همچنین 

 گیریم:صورت زیر در نظر میه برداری ب داخلی را روی این فضای

 , [ ] [ ]
d d

T

ij ij

i j

trace trace a b
 

  A B A B AB
1 1

  

ijaکه   A وijb   B دو عضو دوخواهS باشند. می 

dگوییم اگر شوو ک درجه دوم آن به ازای  1مثبترا هم Aماتریس متقارن 

t  ،(. 4949نامن ی باشوود )مازکین

قارن ماتریس مت بت  Aهمچنین  کاملا مث نامن ی  1را  ماتریس  ب  Bگوییم اگر  باشووود  ته  که  طوریه وجود داشووو
TA B B. 

شوند. خوانندگان علاقمند برای و دوگان آنها م رفی می Sدر پایان این قسمت، چند مخروط محدب بسته از فضای

 ( مراج ه نمایند. 2009توانند به آرووتو و اس ارسینی )مطاو ه بیشتر می

 باشند:صورت زیر میه ها بو دوگان آن Sمحدب بسته از فضای چند مخروط. 1 ۀملاحظ

گاهمثبت باشد آنم ینهای نیمهمخروط ماتریس psdCاگر (4
*

psd psdC C، 

                                                           
1 Cone 
2 Dual 
3 Self-dual 
4 Copositive 
5 Completely positive 
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اگر (2
C گاهنامن ی باشد آنهای مخروط ماتریس*

 C C، 

اگر  (3
offC های نامن ی با عناصر غیرقطری ص ر باشد آنگاهمخروط ماتریس 

 *

off : b , . ,    ii ijbB 0C S  

 گاههای با قطر اصلی نامن ی باشد آنمخروط ماتریس diagCاگر  (1

 *

diag : b , . ,      ii ijb i jB 0C S  

*گاه مثبت باشد آنهای هممخروط ماتریس copCاگر  (1

cop cpC C، 

*گاههای کاملا مثبت باشد آنمخروط ماتریس cpCاگر  (1

cp copC C. 

 های تصادفی تعریف ترتیب 2.2

توابع رده
HF کهH زیرفضایS صورت زیر در نظر بگیرید:ه است را ب 

(2)                                 . f( )f : : ,    d d

xH xHF H  

صورت ه ب YوXب دی -dصورت ترتیب تصادفی انتگراوی و هسیان برای مقایسه تصادفی بردارهای تصادفی در این

 (:2009شوند )آرووتو و اس ارسینی، زیر ت ریف می

fرا متشوو ک از توابع Fو فضووای برداریYوXب دی  -dدو بردار تصووادفی .5تعریف  : d  .در نظر بگیرید

Xرا با گوییم و آن Yبردار تصادفیتر از را کوچک Xبردار تصادفی Fردهگاه در آن YF4 دهیم اگر نمایش می 

(3)                                         [f( )] [f( )] , f .E E  X Y F  

به این نوع ترتیب تصووادفی، ترتیب انتگراوی گوییم. اگر  HF F  کهH S  آنگاه به این ترتیب تصووادفی، ترتیب

 هسیان گوییم.

 آیند:دست میه زیر ب های چندمتغیره انتگراوی و هسیان، ترتیب2و  4های بر ت ریف بنا

 .6تعریف 

ترتیب م مووی:  (4
stX Y4 ( به ازای هر تابع ص ودی3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

ترتیب محدب:  (2
cxX Y4 ( به ازای هر تابع محدب3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

ترتیب محدب ص ودی:  (3
icxX Y4 ( به ازای هر تابع ص ودی و محدب3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

ترتیب سوپرمدولار: (1
smX Y4 ( به ازای هر تابع سوپرمدولار3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

ترتیب محدب سوئی: (1
dcxX Y4 ( به ازای هر تابع محدب سوئی3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

ترتیب محدب جزئی: (1
ccxX Y4 ( به ازای هر تابع محدب جزئی3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

ترتیب سوپرمدولار ص ودی: (7
ismX Y4 ( به ازای هر تابع سوپرمدولار و ص ودی3) ۀاگر رابطf ،برقرار باشد 

copXمثبت: ترتیب هم (9 Y4 ( به ازای هر3) ۀاگر رابط
cop

f  CF ،برقرار باشد 
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ها مرتب نمود. در این قسمت کاربردهایی و هؤبراساس ساختار همبستگی بین م GH ۀبردار تصادفی با توزی ی از خانواد

 کنیم.های علم بیمه و علم اقتصاد بیان میاز نتایج را در زمینه

ردهفرض کنید  , ,..., d dF F F 1 2< صادفی  ۀشامک هم > بردارهای ت , ,..., dX X XX 1 شد که توابع توزیع  2 با

، ...، X1ای تجم ی حاشوویه
dXهای مشووخصترتیب تابع توزیعه بF1 ،... ،

dF ردهباشووند. به می 
d< 4فضووای فرشووه 

 (. 4914گویند )فرشه، 

اگر    , ,..., ~ , , ,d dX X X GHX μ γ Σ η1 i، به ازای 2 ۀگاه با است اده از ملاحظ، آن2 ,...,d1، 

 ~ , , , .i i i iiX GH    η1  

س  ستن از کلیت م کنیم وه، فرض میأبدون کا
i 0  و

ii 1صورت ماتریس  . در اینΣ  ستگی یک ماتریس همب

ها، در این مقاوه بر اساس م صک GH ۀهای تصادفی در خانواددهیم. همچنین در مقایسهنمایش می ρرا با  بوده که آن

ساس  سون می شودبیان می ρشرط م ادل بر ا ستگی پیر ساس ماتریس همب شرط برا شد، بدین که م ادل با همین  با

جای ه های بیان شووده، بم نی که در شوورط
ij  وij توان ترتیب میه ب ,i jCorr X X  و ,i jCorr Y Y  را قرار

ستگی ه داد. ب شخیص تمایز ماتریس همب ستگی ت میم ρدویک ت سون، به آن ماتریس همب ستگی پیر  از ماتریس همب

 (.2001یافته گوییم )لاندسمان و زان س، 

 که طوری موجود است به C(، تابع م صک ی تای4919اس لار )اس لار،  ۀبا است اده از قضی 

      , ,..., ; , ; , ,..., x ; , ; ,d d d dF x x x C F x F γ ρ η η γ ρ1 2 1 1 1  

که در آن  ; ,i iF t  η ای تابع توزیع حاشیه
iX  و , ,..., ; ,dF x x x γ ρ1 تابع توزیع توام  2

iX ها است. بنابراین به

توانیم تابع نتیجه میعنوان یک  :[ , ] ,dC 01  صورت ه را که ب 01

       , ,..., ; , ; , ,..., ; , ; , d d d dC u u u F F u F u γ ρ η η γ ρ1 1
1 2 1 1 1  

آن  در نظر بگیریم که در GHتابع م صک توزیع  شودت ریف می .; ,

i iF  η1
تابع چندک مربوط به 

iX .است 

بوده و در فضای  GHهای توزیع ۀمت لق به خانواد Yو Xفرض کنید توزیع بردارهای تصادفی 
d< باشند ی نی 

(41)                        
      

      

,..., ; , ; , ,..., x ; , ; , ,

,..., ; , ; , ,..., ; , ; , .

d d d d

d d d d

F x x C F x F

F y y C F y F y

 

 



 

X

Y

γ ρ η η γ ρ

γ ρ η η γ ρ

1 1 1 1

1 1 1 1

  

 گیرند.انجام می ρو  ρی نی Yو Xهای تصادفی فقت براساس ساختار همبستگی بردارهای بنابراین تمام مقایسه

 بس-ترتیب تصادفی زیان 1.5

صادفی زیان ص ودی یک متغیره در علوم احصائی و نیز بیمه ترتیب ت صادفی محدب  شود. نامیده می 2بس-ترتیب ت

صوووورت ه ب Xبس متغیر تصوووادفی-تبدیک زیان   {X t, }X t E max   گذاری این . دویک نامشوووودت ریف می 0

                                                           
1 Fréchet space 
2 Stop-loss 
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ادل ها م بس مجموعه با ترتیب همبسووتگی در مجموعه-مقادیر مثبت را در نظر گرفتند و نشووان دادند که ترتیب زیان

سمان و زان س ) ست. لاند شابهی در حاوت دومتغیره برای ۀ( نتیج2001ا ضوی بتوزیع م ست آوردند. نتیجه های بی  ۀد

ار تری برقرها در طیف وسیعو هؤ، از حیب اب اد مجموعه و چووگی یا چووگی توام با برجستگی در م1 ۀارائه شده در قضی

 است.

 ترتیب سوپرمدولار و محدب خطی مثبت 2.5

تصوادفی سووپرمدولار تنهوا سواختار باشوند. ترتیوب هوای مختلوف دارای کواربرد مویهوا در زمینوهاین نوع ترتیب

هوای مختل وی گیورد. در زمینوههوای ی سوان در  نظور مویهای بردارهوای تصوادفی را بوا حاشویهو هؤوابستگی بین م

( و میسوتر و 4997ارل ). بویشوودکه احتیوا  بوه مقایسوه سواختار وابسوتگی باشود از ایون نووع ترتیوب اسوت اده می

هووای ( کوواربرد ایوون نوووع ترتیووب را در موودل2004و موووور و اس ارسووینی )( 4991(، موووزور )4993شووانتی ومار )

( در علوووم احصووائی و بیمووه بیووان b4997( و موووور )4999ارل و موووور )تصووادفی و تحقیووق در عملیووات  و بووی

 پردازیم.و سوپرمدولار و ارتباط آنها با هم می plcxکردند. در این قسمت، نخست به بررسی ترتیب 

 گاه موارد زیر م ادل ی دیگرند:( را در نظر بگیرید. آن41) ۀدر رابط GHاز توزیع  Yو Xای تصادفی . برداره5 ۀقضی

4) X Yplcx4، 

2) ij ij ، 

3) 
smX Y4. 

plcxXهای، ترتیب1با اسوووت اده از فرع  اثبات. Y4  وcpX Y4 م ادل ی دیگراند. همچنینcpX Y4  اگر و تنها

اگر  ρ ρ شد. اگر هم ijمثبت با ij  گاه آن ρ ρ ست. باو  س اگر هم مثبت ا ρ ρ شد، بردارهم  aمثبت با

 صورت  ها برابر ص ر باشند. در اینآن برابر یک و سایر درایه jو  iهایرا طوری درنظر بگیرید که داریه

    ,    T

ij ij a ρ ρ a 2 0  

و بنابراین  ρ ρ ست اگر و فقت اگر هم ijمثبت ا ij ست اده  "(2"و  "(4"های . پس عبارت م ادل ی دیگراند. با ا

                                                باشند.                                می نیز م ادل "(3"و  "(2"های ، عبارت3از فرع 
□ 

ست کالا انتخاب نماییم و dتصادفی از ۀاگر ب , ,..., dX X XX 1 وزن، حجم، ت داد و... ( و مقادیر این کالاها )مثلاً 2

 , ,..., d  π 1 شد، آن 2 سته برابر با قیمت آنها با π,گاه ارزش کک ب X شد. وجود اختلاف بین مقادیر در می با

کالا را  dهای مختلف ازباشد. بنابراین منطقی است که ارزش کک بستههای ی سان یک فرض رایج در اقتصاد میبسته

صادفی با همه ب سه نماییم. فرض می صورت ت صادفی مقای شامک مقادیری از یک  Yو Xکنیم بردارهای ت هر کدام 

ست شامک ۀب صادفی  شند. در این dت س کالای ی سان با π,ۀصورت با مقای X و,π Y ستهمی ها را با توانیم ارزش ب

ها ثابت نیسووتند و بسووته به شوورایت بازار و عوامک مختلف مم ن اسووت تغییر جایی که قیمتهم مقایسووه کنیم. از آن

نووامشوووخص مقووایسووووه نموواییم، ی نیهووای را بووا قیمووتYو   Xنموواینوود، منطقی اسووووت ارزش دو بسوووتووه
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