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Introduction 
Let ܩ be a simple connected graph with vertex set ܸሺܩሻ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ . . . ,  .௡ሽݒ
The topological distance between vertices ݒ௜ and ݒ௝ of ܩ is the length of a 
shortest path joining ݒ௜ and ݒ௝. Let ܶ be tree with ݇ pendant (= vertices of 
degree one), labelled by ݒଵ, ,ଶݒ . . . ,  ௞. The terminal distance matrix of ܶ, isݒ
the square matrix of order ݇ whose ሺ݅, ݆ሻ െentry is the topological distance 
between ݒ௜ and ݒ௝. 
The class of Kragujevac trees emerged in several studies addressed to solve 
the problem of characterizing the molecular graphs with respect to some 
topological indices such as the atom-bond connectivity index.   

Definition 1. Let ଷܲ be the 3-vertex tree, rooted at one of its terminal 
vertices. For ݇	 ൌ 	2,3, . . ., construct the rooted tree ܤ௞ by identifying the 
roots of k copies of ଷܲ . The vertex obtained by identifying the roots of ଷܲ-
trees is the root of ܤ௞ . 

Definition 2. Let ݀	 ൒ 	2 be an integer. Let ߚଵ, ,ଶߚ … ,  ௗ be rooted treesߚ
specified in Definition 1. A Kragujevac tree ܶ is a tree possessing a vertex 
of degree ݀, adjacent to the roots of ߚଵ, ,ଶߚ … ,  ௗ. This vertex is said to beߚ
the central vertex of T, whereas ݀	is the degree of ܶ. The subgraphs 
,ଵߚ ,ଶߚ … ,  ௗ are the branches of ܶ. If all branches of ܶ are isomorphic, ܶ isߚ
called regular Kragujevac tree. 

 

Results and discussion 

Let Фீሺߣሻ and ܲீ ሺߣሻ denote the characteristic polynomial of the adjacency 

matrix and the Laplacian matrix of ܩ. The following results are obtained in 

this paper. 
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Theorem 1.  Let ݇, ݀ ൒ 2 and ௞ܶ,ௗ be a regular Kragujevac tree of order ݇ 
and degree ݀. Then 
Ф்ೖ,೏ሺߣሻ ൌ ሺߣଶ െ 1ሻሺ௞ିଵሻௗሾߣሺߣଶ െ ݇ െ 1ሻሿௗିଵሺߣସ െ ሺ݇ ൅ ݀ ൅ 1ሻߣଶ ൅ ݀ሻ, 

்ܲೖ,೏ሺߣሻ ൌ ଶߣሺߣ െ ߣ3 ൅ 1ሻௗሺ௞ିଵሻሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ2݇ ൅ 4ሻߣ

െ 1ሻௗିଵ																								 
	ሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ ݀ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ݇݀ ൅ 2݇ ൅ 3݀ ൅ 4ሻߣ െ 2݇݀ െ ݀ െ 1ሻ. 

 

Corollary 1.  Let ܶ be a Kragujevac tree of degree ݀, ρ denote the spectral 

radius and		Δ denote the maximum  degree of (non-central) vertices of ܶ, 
then 

ρ ൑
ඩΔ൅ ݀ ൅ 1 ൅ ටሺΔ൅ ݀ ൅ 1ሻଶ െ 4݀

2
. 

 
Corollary 2.  Let ܶ be a Kragujevac tree of degree ݀ and ܧሺܶሻ denote the 
energy of ܶ, then 

ሺܶሻܧ ൑ ඨ2Δ൅ 2݀ ൅ 2 ൅ 2ට൫Δ ൅ ݀ ൅ 1൯
ଶ
െ 4Δ

൅ඨ2Δ൅ 2݀ ൅ 2 ൅ 2ට൫Δ൅ ݀ ൅ 1൯
ଶ
െ 4Δ

൅ 2݀൫Δ െ 1൯ ൅ 2ሺ݀ െ 1ሻටΔെ 1. 

 
Corollary 3.  Let ݇, ݀ ൒ 2 and ௞ܶ,ௗ be a regular Kragujevac tree of order ݇ 
and degree ݀. The Kirshhof index of ௞ܶ,ௗ is given as follows: 
 
൫݂ܭ ௞ܶ,ௗ൯ ൌ െ݀ଶሺ10݇ଶ ൅ 7݇ ൅ 1ሻ െ 4݀ሺ݇ଶ ൅ ݇ሻ. 
 

Conclusion 
●  The characteristic polynomial of adjacency and Laplacian matrix of the 
regular Kragujevac tree of order ݇ and degree ݀ is computed. 
● An upper bound for the spectral radius and the energy of the Kragujevac 
trees is obtained. 
●  The Kirshhof index of  Kragujejac tree of order ݇ and degree ݀ is 
computed. 
 

How to cite: Heydari, Abbas,, (2023). On the characteristic polynomial and the spectrum of Kragujevac trees.  
Mathematical Researches, 9 (2), 63 - 74. 
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هاي مولكولي است كه در چند هاي مورد استفاده در نمايش گرافدرخت كراگوجواچ نوعي خاص از درخت
ف اي مشخصه و طيسال گذشته مورد توجه محقيقين در نظريه گراف قرار گرفته است. در اين مقاله چندجمله

عنوان كاربردي از نتايج بدست شود. بههاي مجاورت و لاپلاسي درخت كراگوجواچ  منتظم محاسبه مييسماتر
هاي كراگوجواچ محاسبه خواهد براي شعاع طيفي،  انرژي و شاخص كيرشهوف درخت آمده، يك كران بالا

  .شد
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .74 - 63)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. كراگوجواچاي مشخصه و طيف درخت چندجمله). 1402؛ (عباس، حيدري: استناد
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  مقدمه
ሻܩሺܸيك گراف همبند ساده با مجموعه رئوس  ܩكنيم فرض مي ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ ,ଷݒ … ,  ሻܩሺܧهايو مجموعه يال ௡ሽݒ

)، هرگاه توسط يك يال از گراف به يكديگر متصل ݒ~ݑناميم (با نماد  از اين گراف را مجاور مي ݒو   ݑباشد. دو رأس 
تريس مجاورت باشد. ماهاي متصل به آن رأس ميلبرابر تعداد يا ሻݒሺ	degاز اين گراف با نماد  ݒشده باشند. درجه رأس 

ܣ ، با نمادGگراف  ൌ ሺܽ௜௝ሻ ، ماتريسي مربعي از مرتبهn  ܽاست كه در آن௜௝ ൌ ، در غير اين ௝ݒ~௜ݒبا شرط  1
௜௝ܽصورت  ൌ Фሺλሻ. در سراسر اين مقاله از نماد 0 ൌ det	ሺλI െ AሺGሻሻ  اي مشخصه براي نمايش چندجمله

ሻܩሺܮ، با نماد Gاستفاده خواهيم كرد. ماتريس لاپلاسي گراف  Gماتريس مجاورت گراف  ൌ ሺ݈௜௝ሻ  نيز يك ماتريس
  باشد كه به صورت زير تعريف مي شود:مي nمربعي از مرتبه 

݈௜௝ ൌ ൝
degሺݒ௜ሻ , ݅ ൌ 	اگر	݆
െܽ௜௝, ݅ ് .اگر	݆

 

ሻܩሺܲرا با نماد  Gاي مشخصه ماتريس لاپلاسي گراف جملهچند ൌ detሺܫߣ െ نشان خواهيم داد. مجموعه   ሻሻܩሺܮ
 ܩرا طيف گراف و مجموعه مقادير ويژه ماتريس لاپلاسي را طيف لاپلاسي گراف  ܩمقادير ويژه ماتريس مجاورت گراف 

توان به انرژي و شعاع طيفي گراف اشاره هاي مولكولي) ميها (گرافگرهاي عددي گرافناميم. از مشهورترين توصيفمي
شود. همچنين نشان داده مي  ሻܩεሺ، انرژي گراف ناميده و با نماد ܩق مقادير ويژه ماتريس مجاورت كرد. مجموع قدرمطل

  دهيم.نشان مي ሻܩρሺناميده و  با نماد  ܩبزرگترين مقدار ويژه اين ماتريس را شعاع طيفي

اي مشخص شده باشد، ريشهشود. اگر يك رأس از گراف به عنوان رأس يك گراف همبند بدون دور، درخت ناميده مي
هاي مولكولي در هاي توپولوژيك گرافنامند.  درخت كراگوجواچ به دليل كاربرد آن در شاخصمي 1داردرخت را ريشه

  . در ادامه اين درخت معرفي مي شود.[3‐1]ساليان اخير مورد مطالعه محققين قرار گرفته است 

ازاي                 اي آن يكي از رئوس انتهايي آن است. بهدار باشد كه رأس ريشهدرخت سه رأسي ريشه ଷܲكنيم فرض مي . 1تعريف 
݇ ൌ تكرار  ݇ ايرئوس ريشه 2دار باشد كه از يكي گرفتننشان دهنده يك درخت ريشه ௞ܤكنيم فرض مي …,2,3,4

بدست  ଷܲهاي اي درختز يكي گرفتن رئوس ريشهرا كه ا ௞ܤ). آن رأس از 1بدست آمده باشد (شكل  ଷܲاز درخت 
  ناميم.مي ௞ܤاي آمده، رأس ريشه

݀كنيم مي فرض .2تعريف  ൒ هاي معرفي شده در دار از درختهايي ريشهدرخت ௗߚ، …، ଶߚ، ଵߚعددي صحيح و  2
هاي اي درختكه با هر يك از رئوس ريشه݀ درختي است شامل يك رأس درجه  3درخت كراگوجواچباشند. يك  1تعريف 
، ଵߚهاي ناميم. هر يك از درختكراگوجواچ مي درخت رأس مركزي مجاور شده باشد. اين رأس را  ௗߚ، …، ଶߚ، ଵߚ
هاي اين درخت يكسان باشند. در شوند. ممكن است برخي از شاخهنيز يك شاخه از اين درخت ناميده مي ௗߚ، …، ଶߚ

ناميم. يك درخت مي درخت كراگوجواچ منتظمهاي درخت كراگوجواچ يكسان باشند، اين درخت را مام شاخهصورتي كه ت

                                                            
1 Rooted tree 
2 Identifying 
3 Kragujevac tree 
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نشان  ௞ܶ,ௗباشد، با نماد  ௞ܤهاي آن گرافو هريك از شاخه ݀كراگوجواچ منتظم را كه درجه رأس مركزي آن برابر 

    ).2دهيم (شكل مي

  
 1. درخت ساخته شده در تعريف 1شكل 

  
  ଷܶ,ସ. درخت كراگوجواچ منتظم  2شكل 

  

ܩو  ݊يك گراف ساده مرتبه  ܪكنيم فرض مي ൌ ሼܩଵ, ,ଶܩ ,ଷܩ … , دار و به هاي ساده ريشهيك دنباله از گراف ௡ሽܩ
1ازاي هر   ൑ i ൑  ௜ܩاي گراف باشد. گراف حاصل از يكي در نظر گرفتن رأس ريشه ௜ܩاي از گراف رأس ريشه ௜ݔ، ݊

1، به ازاي هر	ܪام گراف-݅با رأس  ൑ i ൑  ሻܩሺܪناميده و با نماد  ܩتوسط دنباله  ܪگراف  1ايضرب ريشه، حاصل	݊
ابراين تر ساخت. بنهايي سادهتر را از گرافهاي با ساختار پيچيدهتوان گرافشود. با استفاده از اين عملگر مينشان داده مي

ه توان با استفادتر را ميهاي پيچيدهاي مشخصه و طيف براي گرافلهمحاسبه برخي مفاهيم نظريه گراف مانند چندجم
تر انجام داد. با استفاده از اين روش، مفاهيم مذكور را براي درخت كراگوجواچ منتظم هاي سادهاز آن مفاهيم براي گراف
اي مشخصه جملهسبه چندمحاسبه خواهيم كرد. ابتدا يك قضيه اساسي در ارتباط با محا ݀ و ݇بر حسب اعداد صحيح 

 كنيم.ها بيان مياي گرافضرب ريشههاي مجاورت و لاپلاسي حاصلماتريس

                                                            
1 Rooted product 
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دهيم. نشان مي ᇱܩرا با نماد 	ݔگاه گراف حاصل از حذف رأساي آن باشد، آنرأس ريشه ݔدار و يك گراف ريشه ܩاگر  

.دهيم گراف تك رأسي باشد، قرار مي ܩدر صورتي كه  Фீᇲሺߣሻ ൌ ماتريس حاصل از حذف  ሻܩሺܮهمچنين اگر  1
  دهيم:گاه قرار ميباشد، آن ܩاولين سطر و اولين ستون از ماتريس لاپلاسي

Pீ ሺߣሻ ൌ det ቀܫߣ െ  .ሻቁܩሺܮ

Pீدهيم گراف تك رأسي باشد، قرار مي ܩ توجه شود اگر ሺߣሻ ൌ 1.  

ܩو  ܪماتريس مجاورت  ሻܪሺܣ، ݊يك گراف ساده مرتبه  ܪكنيم فرض مي [4].1قضيه  ൌ ሼܩଵ, ,ଶܩ ,ଷܩ … ,  ௡ሽܩ
ሻߣФுሺீሻሺدار باشد. در اين صورت هاي ساده ريشهيك دنباله از گراف ൌ ሺെ1ሻ௡det	ሺܯሻ  با تعريف  ܯكه ماتريس
  شود:زير مشخص مي

௜௝ܯ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
݅															,ሻߣെФீ೔ሺۓ ൌ 																					اگر		݆
Ф

೔ீ
ᇲሺߣሻ,																݅ ് ݆	, ሻ௜௝ܪሺܣ ൌ اگر	1
0,																		݅ ് ݆	, ሻ௜௝ܪሺܣ ൌ اگر0

 

ሻߣுሺீሻሺܲهمچنين  ൌ det	ሺܰሻ كه در آن  

௜ܰ௝ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ீܲۓ ೔

ሺߣሻ, ݅ ൌ 																								اگر		݆
ܲ

೔ீ
ᇲሺߣሻ, ݅ ് ݆	, ሻ௜௝ܪሺܣ ൌ اگر	1

0, ݅ ് ݆	, ሻ௜௝ܪሺܣ ൌ .اگر						0
 

  

 نتايج اصلي .1

ي اجملهتر بيان و در ادامه چندهاي سادهفاي گراضرب ريشهاز حاصلدر اين بخش ابتدا درخت كراگوجواچ را با استفاده 
  محاسبه خواهيم كرد. 1هاي مجاورت و لاپلاسي اين درخت را با توجه به قضيه مشخصه و طيف ماتريس

ܩاگر  ൌ ሼ ଶܲ, ଶܲ, … , ଶܲሽ  (شامل دو رأس و يك يال) و  2هايي از مرتبه تايي شامل مسير-݇يك دنبالهܵ௞ାଵ راف گ
݇ستاره مرتبه  ൅ ضرب توان با استفاده از حاصلمعرفي شد، مي 1را كه در تعريف  ௞ܤباشد، در اين صورت گراف  1

  به صورت زير ساخت: ܩتوسط دنباله  ௞ାଵܵاي ريشه

௞ܤ ൌ ܵ௞ାଵሺ ଵܲ, ଶܲ, ଶܲ, … , ଶܲሻ. 

تغييري  ௞ାଵܵ، رأس مركزي ௞ܤكه در ساخت به دليل اين  ଵܲلازم به ذكر است كه در تساوي بالا گراف تك رأسي
  كند در نظرگرفته شده است. نمي

݊ گاه فرمولي صريح براي محاسبه دترمينان ماتريس مربعي مرتبه دو متغير دلخواه باشند، آنݕ و ݔ اگر . 1لم ൅ زير  1
  آيد:بدست مي
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ተ

ݔ െ1
െ1 ݕ

… െ1
0 0

⋮ ⋮
െ1 0

⋱ ⋮
0 ݕ

ተ ൌ ݕݔ௡ିଵሺݕ െ ݊ሻ. 

  ▀به آساني قابل استنتاج است.                                                ݊با استفاده از استقراء روي عدد طبيعي  اثبات.

  شوند:هاي صريح زير محاسبه ميبا فرمول ௞ܤهاي مجاورت و لاپلاسي گراف اي مشخصه ماتريسجمله. چند1نتيجه 

Ф஻ೖሺߣሻ ൌ ଶߣሺߣ െ ݇ െ 1ሻሺߣଶ െ 1ሻ௞ିଵ, 

  ஻ܲೖሺߣሻ ൌ ଶߣሺߣ െ ሺ݇ ൅ 3ሻߣ ൅ 2݇ ൅ 1ሻሺߣଶ െ ߣ3 ൅ 1ሻ௞ିଵ.  

ሻߣФ௉మሺدانيم مياثبات.  ൌ ଶߣ െ ሻߣФ௉భሺو  1 ൌ Ф௉మكه  با توجه به اين. ߣ
ᇲሺߣሻ ൌ Ф௉భ،  ߣ

ᇲሺߣሻ ൌ و                      1
௞ܤ ൌ ܵ௞ାଵሺ ଵܲ, ଶܲ, ଶܲ, … , ଶܲሻسپس 1اي در ماتريس معرفي شده در قضيه گذاري اين دو چندجمله، با جاي ،

  داريم: 1استفاده از لم 

Ф஻ೖሺߣሻ ൌ ሺെ1ሻ௞ାଵ

ተ

ተ

െߣ	 1 1
ߣ െߣଶ ൅ 1 0
ߣ 0 െߣଶ ൅ 1

…										 	1 										1
…									 	0 										0
…									 	0 										0

			⋮ 								⋮			 								⋮

	ߣ			 				0 										0

ߣ		 				0 										0

								 	

	⋱					 										⋮		 			⋮		

				… െߣଶ ൅ 1 0

				… 								0 െߣଶ ൅ 1

ተ

ተ
 

ൌ ௞ߣ

ተ

ተ

			ߣ െ1						 െ1								
െ1			 ሺߣଶ െ 1ሻ/ߣ 	0							
െ1				 0								 ሺߣଶ െ 1ሻ/ߣ

			
…																 െ1																	 െ1
…																 		0																 			0

				…																			 	0															 			0

				⋮ 										⋮ 											⋮
െ1 										0	 											0
െ1 									0 																0					

										

	⋱																 						⋮ 										⋮

							…														 ሺߣଶ െ 1ሻ/ߣ 											0

…						 						0 ሺߣଶ െ 1ሻ/ߣ

ተ

ተ

 

ൌ ௞ߣ ቆ
ଶߣ െ 1
ߣ

ቇ
௞ିଵ

ቆߣ
ଶߣ െ 1
ߣ

െ ݇ቇ ൌ λሺߣଶ െ 1ሻ௞ିଵሺߣଶ െ ݇ െ 1ሻ. 

 1برابر  ଶܲكه درجه اين رئوس در در حالي باشدمي 2برابر  ௞ܤوسط در مسيرهاي آويخته گراف  از طرفي درجه رأس
ଶߣعبارت  ሻߣ஻ܲೖሺاست، بنابراين لازم است كه در محاسبه  െ ߣ3 ൅ ߣو عبارت  ሻߣ௉ܲమሺجاي به  1 െ جاي به  1

തܲ௉మሺߣሻ گذاري شوند. چون جايP௉భሺߣሻ ൌ  داريم: 1و لم  1، با استفاده از قضيه 1

஻ܲೖሺߣሻ ൌ
ተ

ተ

ߣ െ ݇ 1				 			1									
ߣ െ 1 ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1 0					
ߣ െ 1 0			 ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1

…																				 	1												 					1
…																				 0										 					0
…																			 0										 					0

⋮ 									⋮			 											⋮

ߣ െ 1 									0 																0

ߣ െ 1 									0 																0

												 		

⋱		 																					⋮	 					⋮

… ଶߣ										 െ ߣ3 ൅ 1 								0		

… 																					0 ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1

ተ

ተ
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ൌ ሺߣ െ 1ሻ௞

ተ

ተ

ተ

ߣ െ ݇ 1 1

1
ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1

ߣ െ 1
0

1 0
ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1

ߣ െ 1

…	 																1 																1

…	 																	0 																		0

… 																				0			 																		0

⋮										 				⋮			 																	⋮				

1									 				0			 														0

1									 			0		 																			0				

	⋱													 	⋮ 					⋮

						…												
ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1

ߣ െ 1
				0

0 0
ଶߣ െ ߣ3 ൅ 1

ߣ െ 1

ተ

ተ

ተ



ൌ ሺߣ െ 1ሻ௞ ቀఒ
మିଷఒାଵ

ఒିଵ
ቁ
௞ିଵ

ቆሺߣ െ ݇ሻ ఒ
మିଷఒାଵ

ఒିଵ
െ ݇ቇ

ൌ ଶߣሺߣ െ ሺ݇ ൅ 3ሻߣ ൅ 2݇ ൅ 1ሻሺߣଶ െ ߣ3 ൅ 1ሻ௞ିଵ.

▀شود.                                                                                                                         بنابراين اثبات كامل مي

هاي مجاورت و لاپلاسي اي مشخصه ماتريسها، چندجملهاي گرافضرب ريشهو حاصل 1در ادامه با استفاده از نتيجه 
  خت كراگوجواچ منتظم را محاسبه خواهيم كرد.در

݀و  nكنيم فرض مي .2قضيه  ൒ هاي اي مشخصه ماتريساعدادي صحيح مثبت باشند. در اين صورت چندجمله 2
  شود:به ترتيب زير محاسبه مي ௞ܶ,ௗمجاورت و لاپلاسي درخت كراگوجواچ منتظم 

Ф்ೖ,೏ሺߣሻ ൌ ሺߣଶ െ 1ሻሺ௞ିଵሻௗሾߣሺߣଶ െ ݇ െ 1ሻሿௗିଵሺߣସ െ ሺ݇ ൅ ݀ ൅ 1ሻߣଶ ൅ ݀ሻ, 

்ܲೖ,೏ሺߣሻ ൌ ଶߣሺߣ െ ߣ3 ൅ 1ሻௗሺ௞ିଵሻሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ2݇ ൅ 4ሻߣ െ 1ሻௗିଵ																								 

	ሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ ݀ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ݇݀ ൅ 2݇ ൅ 3݀ ൅ 4ሻߣ െ 2݇݀ െ ݀ െ 1ሻ. 

݀گراف ستاره مرتبه  ௗାଵܵو  ௞ܶ,ௗهاي درخت يكي از شاخه ௞ܤاگر  اثبات. ൅   گاهباشد، آن 1

௞ܶ,ௗ ൌ ܵௗାଵሺ ଵܲ, ,௞ܤ ,௞ܤ … ,  .௞ሻܤ

  داريم: 1بنابراين با استفاده از قضيه  

Ф்ೖ,೏ሺߣሻ ൌ

ተ

ተ

ተ

ߣ െ1				 െ1
െФ஻ೖ

ᇲ ሺߣሻ Ф஻ೖሺߣሻ 		0

െФ஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ 0 Ф஻ೖሺߣሻ

…						 െ1 						െ1
…						 						0			 									0
…						 						0			 									0

⋮ 								⋮								 						⋮							

െФ஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ 0 0

െФ஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ 0 0

					⋱ 						⋮ 					⋮

… 			Ф஻ೖሺߣሻ 					0

… 								0 Ф஻ೖሺߣሻ

ተ

ተ

ተ
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ൌ ൬Ф஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ൰

ௗ

ተ

ተ

ተ

ተ

									ߣ െ1			 			െ1							

െ1											
Ф஻ೖሺߣሻ

Ф஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ

		 		0		

െ1												 0
Ф஻ೖሺߣሻ

Ф஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ

… 																െ1
			0

														െ1
			0

… 																		 	 																	

… 																						0		 																	 	0

			⋮				
െ1

	 												⋮	
	0		

														 ⋮	
0		

		 							 							

െ1				 											0		 									
	
0

			

	⋱																				 ⋮							 				⋮

…														
Ф஻ೖሺߣሻ

Ф஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ

				 							0

…															 0								
Ф஻ೖሺߣሻ

Ф஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ

ተ

ተ

ተ

ተ

 

								ൌ ൬Ф஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ൰

ௗ

ቆ
Фಳೖሺఒሻ

Фಳೖ
ᇲ ሺఒሻ

ቇ
ௗିଵ

ቆߣ
Фಳೖሺఒሻ

Фಳೖ
ᇲ ሺఒሻ

െ ݀ቇ.																																																							ሺ1ሻ       

௞ܤكه ايننظر به 
ᇱ  باشد،مي 2تكرار از مسير مرتبه  ݇شاملФ஻ೖ

ᇲ ሺߣሻ ൌ ሺߣଶ െ 1ሻ௞گذاري مقدار  . با جايФ஻ೖ
ᇲ ሺߣሻ 

  داريم: ሺ1ሻ حاصل شد، در فرمول 1كه در نتيجه  ሻߣФ஻ೖሺو مقدار 

Ф்ೖ,೏ሺߣሻ ൌ ሺߣଶ െ 1ሻሺ௞ିଵሻௗሾߣሺߣଶ െ ݇ െ 1ሻሿௗିଵሺߣସ െ ሺ݇ ൅ ݀ ൅ 1ሻߣଶ ൅ ݀ሻ. 

௞ܶ,ௗكنيم ، توجه مي௞ܶ,ௗاي مشخصه ماتريس لاپلاسي جملهبراي محاسبه چند ൌ ܵௗାଵሺ ଵܲ, ,௞ܤ ,௞ܤ … , . ௞ሻܤ
  بنابراين

  داريم: 1با استفاده از قضيه  

்ܲೖ,೏ሺߣሻ ൌ

ተ

ተ

ߣ െ ݀ 				1 				1
ܲ஻ೖሺߣሻ ஻ܲೖሺߣሻ 			0

ܲ஻ೖሺߣሻ 				0 ஻ܲೖሺߣሻ

…							 1 										1
…							 0 										0
…							 0 										0

⋮ 								⋮								 			⋮				

ܲ஻ೖሺߣሻ 0 0

ܲ஻ೖሺߣሻ 0 0

	

					⋱ 								⋮ ⋮

0 	 ஻ܲೖሺߣሻ 0

… 0 ஻ܲೖሺߣሻ

ተ

ተ

 

ൌ ቀܲ஻ೖሺߣሻቁ
ௗ

ተ

ተ

ተ

ተ

ߣ െ ݀ 	1 	1

1 			
஻ܲೖሺߣሻ

ܲ஻ೖሺߣሻ
	0

1 0 	
஻ܲೖሺߣሻ

ܲ஻ೖሺߣሻ

… 																										1 																1

… 																											0 																	0

… 																											0 																	0

⋮ 									⋮									 			⋮

1	 								0							 			0

1	 							0						 			0

	⋱ ⋮ 							⋮

													…														
஻ܲೖሺߣሻ

ܲ஻ೖሺߣሻ
							0

… 0
஻ܲೖሺߣሻ

ܲ஻ೖሺߣሻ

ተ

ተ

ተ

ተ
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							ൌ ቀܲ஻ೖሺߣሻቁ
ௗ
൬
௉ಳೖሺఒሻ

௉ಳೖሺఒሻ
൰
ௗିଵ

ቆሺߣ െ ݀ሻ
௉ಳೖሺఒሻ

௉ಳೖሺఒሻ
െ ݀ቇ.																																															ሺ2ሻ    

݇برابر ௞ܤدرجه رأس مركزي  ௞ܶ,ௗاز طرفي در ماتريس لاپلاسي  ൅ است. بنابراين در ادامه محاسبات لازم است كه  1
 ݇جاي اي اصلاح شود كه در آن بهگونهحاصل شد، به 1ر نتيجهكه د ௞ܤاي مشخصه ماتريس لاپلاسي جملهچند
݇عدد ൅   صورت داريم:گذاري شود. در اينجاي 1

஻ܲೖሺߣሻ ൌ ଶߣሺߣ െ ߣ3 ൅ 1ሻ௞ିଵሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ2݇ ൅ 4ሻߣ െ 1ሻ, 

ܲ஻ೖሺߣሻ ൌ ሺߣଶ െ ߣ3 ൅ 1ሻ௞. 

  ، داريم:  ሺ2ሻرابطه گذاري روابط بالا دربا جاي

              ்ܲೖ,೏ሺߣሻ ൌ ଶߣሺߣ െ ߣ3 ൅ 1ሻௗሺ௞ିଵሻሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ2݇ ൅ 4ሻߣ െ 1ሻௗିଵ 

ሺߣଷ െ ሺ݇ ൅ ݀ ൅ 4ሻߣଶ ൅ ሺ݇݀ ൅ 2݇ ൅ 3݀ ൅ 4ሻߣ െ 2݇݀ െ ݀ െ 1ሻ. 

  ▀شود.                                                                                                           بنابراين اثبات كامل مي

  

  چند كاربرد از نتايج اصلي .2

ه از نتايج بدست آمده در بخش قبل ابتدا كراني بالا براي شعاع طيفي و انرژي ماتريس مجاورت در اين بخش با استفاد
باشد محاسبه كرده، سپس شاخص  Δهاي كراگوجواچ كه بزرگترين درجه رئوس (به غير از رأس مركزي) آنها درخت

يس لاپلاسي آن قابل محاسبه اي مشخصه ماترجملهكيرشهوف درخت كرگوجواچ منتظم كه با استفاده از ضرايب چند
 است را بدست خواهيم آورد.

اين  شعاع طيفي آن باشد. در ρو  Δكنيم بيشترين درجه رئوس غير مركزي درخت كراگوجواچ برابر فرض مي. 2نتيجه 
  صورت

ρ ൑
ඩΔ ൅ ݀ ൅ 1 ൅ ටሺΔ ൅ ݀ ൅ 1ሻଶ െ 4݀

2
. 

ر هم باشد، با توجه به قضيه د Δاگر بيشترين درجه رئوس (به غير از رأس مركزي)  يك درخت كراگوجواچ برابر  اثبات.
، بزرگترين مقدار ويژه ماتريس 2از طرفي با استفاده از قضيه   كمتر است. ௱ܶ,ௗشعاع طيفي آن از شعاع طيفي   1بافنده

  ي معادله زير است:برابر بزرگترين ريشه ௱ܶ,ௗمجاورت  

ସߣ െ ሺ߂ ൅ ݀ ൅ 1ሻߣଶ ൅ ݀ ൌ 0.  

                                                            
1 Interlacing theorem 
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ට௱ାௗାଵାඥሺ୼ାௗାଵሻమିସௗبرابر مقدار  ௱ܶ,ௗدر نتيجه بزرگترين مقدار ويژه ماتريس مجاورت  

ଶ
است. بنابراين اثبات  

                            ▀                                                                                                           شود.                                  كامل مي

ܶباشد و   ܶيك يال دلخواه از درخت  ݁اگر . [5]  3 قضيه െ  گاهباشد، آن  ܶاز ݁درخت حاصل از حذف يال  ݁

εሺܶ െ ݁ሻ ൏  .ሺܶሻߝ

و درجه رأس  Δبرابر  ܶكنيم بيشترين درجه رئوس (به غير از رأس مركزي) درخت كراگوجواچ فرض مي . 3 نتيجه
  باشد. در اين صورت داريم:  ݀برابر مركزي آن

ሺܶሻܧ ൑ ඨ2Δ ൅ 2݀ ൅ 2 ൅ 2ට൫Δ ൅ ݀ ൅ 1൯
ଶ
െ 4Δ

൅ ඨ2Δ ൅ 2݀ ൅ 2 ൅ 2ට൫Δ ൅ ݀ ൅ 1൯
ଶ
െ 4Δ ൅ 2݀൫Δ െ 1൯ ൅ 2ሺ݀

െ 1ሻටΔ െ 1. 

൫Δ݀با تعداد تكرار   േ1شامل ୢ,Δܶ، طيف ماتريس مجاورت درخت منتظم 2. با استفاده از قصيه اثبات െ 1൯ ،

േටΔ െ ݀با تعداد تكرار  		1 െ േට௱ାௗାଵേඥሺ୼ାௗାଵሻమିସ௱و  اعداد حقيقي  1

ଶ
است. نتيجه با استفاده از قضيه   

  ▀             شود. ثابت مي 4

هاي توپولوژيك آن گراف اشاره كرد. به عنوان توان به محاسبه شاخصمياي مشخصه يك گراف جملهاز كاربردهاي چند
توان شاخص كيرشهوف آن گراف اي مشخصه ماتريس لاپلاسي يك گراف همبند ميجملهمثال با استفاده از ضرايب چند

به عنوان كاربردي باشد را محاسبه كرد. در ادامه مولكولي مي هايهاي توپولوژيك پركاربرد در گرافكه يكي از شاخص
  .كنيم، شاخص كيرشهوف درخت كراگوجواچ منتظم را محاسبه مي2ديگر از قضيه 

݊يك گراف همبند مرتبه   ܩاگر  . [6]4قضيه  ൒ ீܲو  2 ሺߣሻ ൌ ௡ߣ ൅ ܽଵߣ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡ିଵاي جملهچند ߣ
  شود:با فرمول زير محاسبه مي ܩگاه شاخص كيرشهوف مشخصه ماتريس لاپلاسي آن باشد، آن

ሻܩሺ݂ܭ ൌ
െ݊ܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵ

. 

  شود:شاخص كيرشهوف درخت كراگوجواچ منتظم از فرمول زير محاسبه مي .4نتيجه 

൫݂ܭ ௞ܶ,ௗ൯ ൌ െ݀ଶሺ10݇ଶ ൅ 7݇ ൅ 1ሻ െ 4݀ሺ݇ଶ ൅ ݇ሻ.  

݊اگر اثبات.  ൌ 2݇݀ ൅ ݀ ൅ صه اي مشخ، در چند جمله2گاه با استفاده از قضيهگراف باشد، آن تعداد رئوس 1
 داريم: ௞ܶ,ௗماتريس لاپلاسي 
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  1402دوم،  ، شمارهنهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

74
ܽ௡ିଵ ൌ ሺെ1ሻௗ	݊, 

ܽ௡ିଶ ൌ ሺെ1ሻௗሺെ3݀ሺ݇ െ 1ሻ݊ െ ݊ሺ2݇ ൅ 4ሻሺ݀ െ 1ሻ െ ݇݀ െ 2݇ െ 3݀ െ 4ሻ 

ൌ ሺെ1ሻௗ݀ଶሺ10݇ଶ ൅ 7݇ ൅ 1ሻ െ 4݀ሺ݇ଶ ൅ ݇ሻ. 

  ▀                                                                 شود.      كامل مي 4بنابراين اثبات با استفاده از قضيه 
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