
 

A numerical method for solving a class of distributed order 

time-fractional diffusion with respect to Caputo-Prabhakar 

fractional derivative 

 

Alireza Ansari1 ,  Mohammad Hossein Derakhshan2  

 

1. Faculty of Mathematical Sciences, Shahrekord University, Shahrekord, Iran.  

E-mail: alireza_1038@yahoo.com  

2. Faculty of Mathematical Sciences, Shahrekord University, Shahrekord, Iran.  

E-mail: m.h.derakhshan.20@gmail.com  

 

Article Info ABSTRACT 

 

Article type: 

Research Article 

 

 

Article history:  
Received:  

9 November 2019 

Received in revised form:  

30 January 2021 

Accepted:  

2 May 2021 

Published online:  

20 June 2023  

 

 

Keywords:  
Distributed order 

time-fractional 

diffusion 

equation,  

Caputo-Prabhakar 

fractional derivative, 

Spline function, 

Finite difference. 

 

 

 

Introduction 

The study of the distributed order fractional differential equations and their 

applications in the various fields of engineering and sciences have been 

considered during the past decade in the literature. In this paper, we treat a 

new extension of the both Riemann-Liouville and the Caputo senses as the 

single and distributed order Caputo-Prabhakar fractional derivative. 

The main purpose of this paper is to present a numerical method for solving 

a class of distributed order time-fractional diffusion equation with respect 

to the Caputo-Prabhakar fractional derivative. In this respect, we use a 

numerical method based on the B-spline interpolation along with the finite 

difference method to analyze  the following  class of distributed order time- 
fractional diffusion equation  

21 u(x, t)Cω(μ) u(x, t)dμ f (x, t),
+ 2, , ,0 x0


 

   

 

where C
+, , ,0



  

and ω(μ) are the Caputo-Prabhakar fractional 

derivative and the weight function, respectively. For this purpose, we first 

consider the Caputo-Prabhakar fractional derivative as a linear combination 

of the B-spline functions, and then we approximate the second-order 

derivative in the above equation using the finite difference method. By 

substituting the associated approximations into the distributed order time-

fractional diffusion equation, the numerical solution is obtained.   We also 

state the convergence analysis and the error analysis for the proposed 

method in the sense of the Caputo-Prabhakar fractional derivative. Finally, 

we give three numerical examples for the performance and accuracy of the 

numerical method. 
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Material and methods 

For discretization of the distributed order time-fractional diffusion with 

respect to the Caputo-Prabhakar fractional derivative, we apply the 

following methods: 

1. To approximate the Caputo-Prabhakar fractional derivative, 

we use the linear B-spline interpolation, 

2. The composite midpoint quadrature rule is applied to 

approximate the distributed order fractional operator, 

3. We approximate the first order derivative and second-order 

derivative by using finite difference method. 

Results and discussion 

In this paper, numerical results of some test problems are illustrated to 

demonstrate the computational efficiency, stability and accuracy of the 

presented method. From reported numerical results in the tables and 

figures, we observe that the approximate solutions have a good accuracy. 

According to the achieved results, the established method is very effective 

and accurate in all cases. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The integral term containing the distributed order Caputo-

Prabhakar fractional derivative was discretized by implementation 

of the mid-point quadrature rule. Moreover, the distributed order 

Caputo-Prabhakar fractional derivative was approximated by 

using linear B-spline interpolation.  

 The proposed explicit spline method and the finite difference 

algorithm are convergent and unconditionally stable. 

 The experimental results are in accordance with the theoretical 

results and show that this proposed method is reliable for solving 

the fractional diffusion equations. 

 
How to cite: Ansari, A.R., Derakhshan, M.H. (2023). A numerical method for solving a class of distributed order 

time-fractional diffusion with respect to Caputo-Prabhakar fractional derivative. Mathematical 

Researches, 9 (1), 30-54.  
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-زمان پخش جزئی دیفرانسیل معادلات از کلاس یک حل برای عددی روش یک

 پربهاکار-کپوتو کسری مشتق برحسب توزیعی مرتبه از کسری
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  کلیدی:های واژه

 پخش دیفرانسیل معادله

  ،کسری-زمان

  ،ارپربهاک-کپوتو توزیعی، مرتبه

  ،اسپلاین تابع

 .متناهی تفاضل

 

 

 

 یروش تفاضل متناه به همراه یک اسپلاینیب یخط یابیبر درون یمبتن یروش عدد یکمقاله  یندر ا

کل ش به یعیمرتبه توزاز  یکسر-زمان پخش یجزئ یفرانسیلکلاس از معادلات د حل عددی یک یبرا

 زیر

21 u(x, t)Cω(μ) u(x, t)dμ f (x, t),
+ 2, , ,0 x0


 

   
 

Cکنیم، که در آن استفاده می 
+, , ,0



  
و پربهاکار -کپوتو یمشتق کسرترتیب به ω(μ)و  

ورت را به ص پربهاکار-کپوتو یمشتق کسرتابع وزن مرتبه کسری هستند. برای این منظور، ما ابتدا 

گیریم و سپس با استفاده از روش تفاضل متناهی، مشتق اسپلاین درنظرمیترکیب خطی از توابع بی

از  یکسر-زمان پخشزنیم. با جایگذاری این دو تقریب در معادله مرتبه دوم در معادله را تقریب می

برای روش پیشنهادی و  همچنین آنالیز همگرایی آوریم.یعی، جواب عددی را به دست  میمرتبه توز

 ییکارا دقت و یبرا مثال سه یاندر پاکنیم و را بیان می پربهاکار-کپوتو یمشتق کسرآنالیز خطا برای 

 .کنیمیم ارائه یشنهادی راپ یروش عدد

 
 

 مرتبه از کسری-زمان پخش جزئی دیفرانسیل معادلات از کلاس یک حل برای عددی روش یک (.1002)؛ محمدحسین، درخشان ؛علیرضا، انصاری: استناد

 .90-40(، 1) 3، های ریاضیپژوهش. رپربهاکا-کپوتو کسری مشتق برحسب توزیعی
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه-1

ز گیری اهای از مرتبه دلخواه است که مفاهیم مشتقها و مشتقنام یک نظریه در مورد انتگرال مرتبه کسری حسابگان

ای از ریاضیات است که شاخهمرتبه کسری  حسابگان دیگربه عبارت .دهدچندگانه را تعمیم می گیریو انتگرال مرتبه صحیح

دانشمندان علوم مورد توجه بسیاری از  های اخیر در سال و این موضوع ها در آن از مرتبه کسری هستندها و انتگرالمشتق

ز جمله ا و علوم مهندسی . معادلات دیفرانسیل از مرتبه کسری در بسیاری از مسائل علوم پایهقرار گرفته است پایه و مهندسی

های مختلف توسط ها در رشته. بسیاری از پدیده[1، 2] دارد یفراوان هایکاربرد غیرهو  مکانیک، الکترونیک، فیزیک، شیمی

هایی در مسائل توان به پدیده. از جمله می[3، 5] بندی هستندقابل مدل دقیقمعادلات دیفرانسیل از مرتبه کسری به طور 

های آماری، مسائل اقتصادی، الکترومغناطیس، الکتروشیمی، کیهان شناسی، صوت شناسی، انتقال گرما، خطوط کنترل، مدل

های گذشته توسعه یافته و منجر در طول دهه سازی ریاضیدر مدل اتخاذ محاسبات کسری مخابرات و علوم مواد اشاره کرد.

با توجه به پتانسیل این گونه معادلات  به تازگی .[6 ،7] در مسایل علمی مختلف شده استای پژوهش های قابل توجهبه 

به  متغیر همرتب ی وتوزیع مرتبهکسری ی مبتنی بر معادلات دیفرانسیل یهامدل های فیزیکی و ریاضی،برای توصیف پدیده

تمامی معادلات دیفرانسیل کسری از مرتبه توزیعی در  .[8 ،9] پژوهشی در حال رشد تبدیل شده است علاقمندییک 

، [11] مدلی از رفتار تنش در محیط ناکشسانبه عنوان مثال، . سازی کاربرد داردو ریاضی برای مدل یهای فیزیکزمینه

خروجی -، مدلی از روابط ورودی[12] پخشمعادلات الکتریک و های دی، مدل[11] و پیچشی  های کرویپوستهی از هایمدل

های انجام شده توسط پژوهشدر . توان برشمردرا می [11]  و مدل حرارتی [13]  برای یک سیستم خطی متغیر با زمان

،  1وویللی-برخی از آنها مانند انتگرال ریمان که شودبیان می و مشتق ، چندین تعریف متفاوت از انتگرال کسریدانشمندان

 گرفته استدر مدلهای کاربردی مورد استفاده قرار  املاً مورد مطالعه قرار گرفته ولیوویل ک-ریمان و مشتق 2کپوتو مشتق

ب شود که برحسلیوویل و کپوتو پرداخته می-ریمانکسری از نوع در این مقاله به معرفی تعمیم جدیدی از مشتقات . [15]

 توابعهای خاص در حالت این تابع .[16] شدتوسط پربهاکار معرفی که برای اولین بار  شودبیان می 3جملات تابع پربهاکار

  . [17] ددهرا نتیجه می یو دو پارامتر یتک پارامتر 1لفلر-گیتم

 کسری مشتقشامل  از مرتبه توزیعی معادله دیفرانسیل کسری معرفی شده یک نوع در این مقاله برای اولین بار است که

در علوم کاربردی و به طور کلی نبودن یک جواب به دلیل کاربرد گسترده این دسته از معادلات  .شودمطالعه می پربهاکار

 حوزه معادلات دیفرانسیل کسری نویسندگان. ای دارداهمیت ویژهرویکرد عددی برای این نوع از معادلات  ،دقیق تحلیلی

های کسری مرتبه توزیعی با استفاده از برای حل سیستم ولیوویل و کپوت-از مشتقات کسری ریماندر مطالعه خود بیشتر 

 برایروش متناهی فشرده  یک روش عددی مبتنی بر از [22] دربرای مثال، . [18، 21] اندهای عددی استفاده کردهروش

-زمان یک معادله پخش [23]  در .شودمی استفادهروی دامنه کراندار  مرتبه توزیعی از کسری-زمان حل معادلات پخش

                                                 

1 Riemann–Liouville 
2 Caputo 
3 Prabhakar 
4 Mittag–Leffler 
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 .شودهای تقریبی آن پرداخته میشود و با استفاده از روش تفاضل ضمنی به بررسی جوابکسری از مرتبه توزیعی بیان می

روش  یک [25] در  .شودکسری از مرتبه توزیعی استفاده می-زمان از روش تفاضل صریح برای حل معادله پخش [21]  در

ار به کغیرخطی  واحدکسری از مرتبه توزیعی با -زمان تقریبی از معادلات پخشهای آوردن جوابدست بهعددی صریح برای 

-زمانپخش برای حل معادله  5ای های چپیشفمبتنی بر روش چندجمله از یک روش عددی جدید [26]  در .شودمی برده

کسری از مرتبه توزیعی -زمان ها برای معادله پخشبه وجود و یکتایی جواب [27] در   .شودکسری از مرتبه توزیعی ارائه می

چپیشف برای حل معادلات کسری یک و دو بعدی از -یک روش عددی مبتنی بر روش موجک، [28] در .شودپرداخته می

معادلات پخش روی فضای دوبعدی  شاملهای کسری مرتبه توزیعی به حل سیستم [29] در  .شودمرتبه توزیعی مطالعه می

  شود.می اشارههای غیرخطی و سیستم

رکز متمپربهاکار مشتق کسری  کسری از مرتبه توزیعی شامل-پخش زمان بر روی معادلات دیفرانسیلما  ،در این مقاله

کند با این تفاوت که به جای هسته این می تبعیت لیوویل-شویم که این مشتق کسری از ساختار مشتق کسری ریمانمی

از   .[31،31]  شودمی استفاده  ،شودکه به عنوان تابع پربهاکار شناخته می یلفلر سه پارامتر-گیتمشتق کسری از تابع م

  6امینگ –از نوع هاواریلیک تصادفیدر دی الکتریک  سازیآرامهای توصیف پدیدهتوان به کاربردهای مهم تابع پربهاکار می

و  [35] نظریه احتمال ،[31]  های خطی و غیرخطیپدیده درناهمگن و اختلال یافته  هایاز سیستم ی، مدل[33،32]

 درونیابیبر  مبتنیسازی استفاده از یک روش گسسته در این مقالههدف اصلی . اشاره کرد [36]  ویسکوالاستیسیته کسری

 مرتبهکسری -زمان معادله پخشیک  های تقریبیجواب آوردن به دست   برای متناهی تفاضلروش اسپلاین و خطی بی

C شامل مشتق کسری پربهاکار توزیعی
+, , ,0



  
0از مرتبه   μ 1   استبه صورت زیر: 

(1)                                   
21 u(x, t)Cω(μ) u(x, t)dμ f (x, t),

+ 2, , ,0 x0


 

   
 

2(x, t) Ω = (0,L) (0,T] ,   

 :زیر است تحت شرایط مرزی و اولیه

u(x,0) = g(x) x (0,L),

u(0, t) φ (t), u(L, t) = φ (t), t (0,T],0 L




 
 

)ω در آن  که ) 0   کسری و مرتبه تابع وزن
1
ω( )d β > 0

0
   با توجه به کاربرد گسترده این کلاس از معادلات . است

راه حل دقیق تحلیلی، رویکرد کمبود یک  به دلیلو  ، مکانیک سیالات، پلاسما و شیمیکمانند بیولوژی در علوم کاربردی

معرفی  معادله یتقریبهای آوردن جواب به دست  این مقاله  اصلی انگیزهبنابراین  بسیار مهم است.برای حل این مساله عددی 

هایی که در . در بخش دوم تعاریف و لمشودمی این مقاله به صورت زیر سازماندهی در این جهت است. (1) شده در رابطه

                                                 

5 Chebyshev 
6 Havriliak–Negami 
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در  شود.بیان می( 1برای حل معادله ). در بخش سوم روش عددی پیشنهادی کنیمارائه میشود، های بعدی استفاده میبخش

 .پردازیممیمثال به بررسی دقت و کارایی روش پیشنهادی  سه ارایه بخش چهارم با

 و مقدمات اولیهتعاریف  -1

1عددی حقیقی باشد ویک  αفرض کنیم : 1تعریف 
f L (0,b) 0 به طوری که< t <b + . صورت انتگرال  در این

 : [15] شودبه صورت زیر تعریف می αلیوویل از مرتبه -کسری ریمان

(2   )                    
t1α α-1

I f(t) = f(u) (t - u) du f K (t), t > 0, 0 α 1,+ t0 Γ(α) 0
     

که 
1

t
K

Γ(α)



. لیوویل از مرتبه -مشتق کسری ریمان همچنینα  شود:می بیانزیر  شکلبه 

 (3 )                       
t1 dα -α

D f(t) = f(u) (t - u) du, t > 0,0 α 1.+ t0 Γ(1 α) dt 0
 


 

 :[15] شودمی معرفیبه صورت زیر  αاز مرتبه  ، مشتق کسری کپوتوfبرای تابع به طورمطلق پیوسته  علاوهبه

(1)                        
td 1 dC α 1-α -α

D f(t) = I f(t) = (t - u) f(u)du.+ +t t0 0 dt Γ(1- α) du0
      

1,1فرض کنیم  :1تعریف 
f K W [0, b]  1,1که

W [0,b] صورت فضای سوبولوف است و به 

d1,1 1 1
W [0, b] f L [0, b]: f L [0, b] ,

dt
  
 
 
 

 

,ρ,μ,ωبرای  کسری پربهاکار به صورت زیر  صورت انتگرالدر اینتعریف شده است.  γ (که طوریبهμ > 0,ρ > 0  )

 :[15] شودتعریف می

(5     )                 
tγ μ-1 γ ρ

(E f ) (t) = (t - u) E (ω(t - u) ) f(u)du f e (t),ρ ,μ+ ρ,μ,ωρ,μ,ω,0 0


  

μ-1 در آن که γ ρ
e t E (ω t )ρ ,μ,ω ρ ,μ


  وγ
Eρ ,μ صورت زیر به توسط پربهاکار 1971است که در سال  پربهاکار تابع 

 :[15] معرفی شده است

(6  )                                                
1 Γ(γ + n)γ n

E (z) = z .ρ,μ
Γ(γ) n!Γ(ρn +μ)n=0


 
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1,1و  برقرار باشد fبرای تابع  2شرایط تعریف  فرض کنیم :3تعریف 
f e (.) W [0, b]

ρ ,1 μ,ω


 


صورت در این . 

 :[15] شودزیر تعریف میکسری پربهاکار  به صورت   مشتق

(7)                                      
dγ -γ

( f ) (t) = E f(t), t > 0,+ +ρ,μ,ω,0 ρ,1-μ,ω,0dt
 

,ρ,μ,ωکه  γ  وμ > 0,ρ >  شود:می معرفیزیر  شکلپربهاکار به-همچنین مشتق کسری کپوتو .0

(8)                                   
dγ -γC

( f )(t) = E f(t), t > 0.+ +ρ,μ,ω,0 ρ,1-μ,ω,0 dt
 

Cعملگر دیفرانسیل کسری مرتبه توزیعی  :0تعریف 
+,ω( ), ,0



  
 شود:صورت زیر تعریف میبه 

(9                      )      
1C C

u(x, t) ω(μ) u(x, t)dμ,+ +,ω( ), ,0 , , ,00

 
 

     
        

)که  )  .تابع وزن است 

,ρ,μ,ωکنیمفرض  :1لم γ و μ > 0,ρ >   :[73] صورت داریمدر این .0

(11 )                                  
t μ-1 γ ρ μ γ ρ

u E (ωu )du = t E (ωt ).ρ,μ ρ,μ+1
0
 

 توزیعی ۀسازی عملگرکسری مرتبگسسته-3

معرفی  ،(1)رابطه در  داده شدهکسری مرتبه توزیعی -زمان معادله پخشسازی برای روش گسسته یکدر این بخش 

به  و است شده نشان داده Δxو Δt هاینمادترتیب با های زمان و مکان بهسازی، گاماستفاده از روش گسسته برایشود. می

  شوند:می بیانصورت زیر 

(11 )                                             

x = mΔx, m = 0,1, 2,...,M ,m

L T
Δx = , Δt = ,

M N

t = nΔt, n = 0,1, 2,..., N ,n





 

Δx,Δt درآن که


 .پربهاکار-مشتق کسری کپوتو ،3با استفاده از تعریف ابتدا  در سازیبرای استفاده از روش گسسته 

 داریم: ، که برای این نمایششودمحاسبه می tnدر نقطه 

 (21  )                        
tn uγ μ -γ ρC

u(x, t) = (t - ) E (ω(t - ζ) ) (x, ζ)dζ.n n+ ρ ,1-μρ,μ,ω,0 t0





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sاسپلاین که با نماد بی خطی درونیابیبا استفاده از  سپس (x, t)n  اول  ۀمشتق مرتب، شودمینشان داده
u

(x, t)
t




در  

 شود:به صورت زیر تقریب زده می( 12) ۀرابط

 (31 )      
t - t t - tn 1 n-1u u uk+1 k(x, t) s (x, t) s (x, t) ( (x, t ) + (x, t )).n k k k+1t t - t t t - t tk 0 k=0 k k+1 k+1 k

  
   

  
 

 :آیدزیر به دست می معادله ( 12( در رابطه )13) ۀبا جایگذاری رابط

(11)                     

tn μ -γ ρ
(t - ) E (ω(t - ζ) )s (x, ζ)dζn n nρ ,1-μ

0

t ζ - tn-1 k+1 uμ -γ ρ k+1((t - ) E (ω(t - ζ) ) dζ) (x, t )n nρ ,1-μ kt - t ttk=0 k k+1k

t ζ - tn-1 k+1 uμ -γ ρ k+ ((t - ) E (ω(t - ζ) ) dζ) (x, t ).n nρ ,1-μ k+1t t ttk=0 k+1 kk


 


 




 

 

 

 .نمودبیان  را زیر قضیه( 11) ۀمعادلبه با توجه  توانمی اکنون

,u(xفرض کنیم  :1ۀ قضی t)  3یک تابع در
C (Ω) (اول، دوم و سوم پیوسته دارندکه مشتقات  ایی از توابعمجموعه )است. 

 صورت داریم:در این

(51   )                               
n uγ 1-μ (μ)C

u(x, t ) (Δt) [ a (x, t )],n+ k,n kρ,μ,ω,0 tk=0


 


 

 درآن ضرایب مورد نظر به شکل زیر قابل محاسبه هستند:که 

(61 )

2-μ -γ ρ 1-μ -γ ρ -γ ρ
(n -1) E (ω((n -1)Δt) ) + n (E (ω(nΔt) ) - nE (ω(nΔt) ), k = 0,

ρ ,3-μ ρ , 2-μ ρ ,3-μ

2-μ2-μ -γ ρ -γ ρ
(n - k +1) E (ω((n - k +1)Δt) ) - 2(n - k) E (ω((n - k)Δt) )

(μ) ρ ,3-μ ρ ,3-μ
a =

k,n
2-μ -γ ρ

+(n - k -1) E (ω((n - k -1)Δt) ), 1 k n -1,
ρ ,3-μ

-γ
E (
ρ ,3-μ

 

ρ
ω(Δt) ), k = n.














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 ( 11) ۀبه جزء و رابط جزء گیریانتگرال با استفاده از سپس ،استفاده کنیم( 11) معادلهکافی است ابتدا از  اثباتبرای برهان: 

 رسیم.راحتی به نتیجه مورد نظر میهب

ρ,μ,ω,γکنیمفرض  :2لم ,(ρ > 0,0 μ 1)   صورت ضرایب . در این(μ)
a

k,n
شده است،  داده( 61) ۀکه در معادل  

  کنند:های زیر صدق میدر ویژگی

(μ)ضرایب  .1
a

k,n
kبرای   = 0,1,..., n 1 .مثبت هستند 

سری  .2
n 1 (μ)

a
k,nk=0


  استهمگرا و مثبت. 

1برای در ابتدا  برهان: k n 1    ضرایب(μ)
a

k,n
 گیریم:زیر در نظر می صورتبه را   

2-μ(μ) 2-μ -γ ρ -γ ρ
a (n - k +1) E (ω((n - k +1)Δt) ) - 2(n - k) E (ω((n - k)Δt) )

ρ ,3-μ ρ ,3-μk,n

2-μ -γ ρ
+(n - k -1) E (ω((n - k -1)Δt) )

ρ ,3-μ

2-μ2-μ -γ ρ -γ ρ
(n - k +1) E (ω((n - k +1)Δt) ) - (n - k) E (ω((n - k)Δt) )

ρ ,3-μ ρ ,3-μ

2-μ -γ ρ
((n - k) E (ω((n - k)Δt)

ρ ,3-μ






2-μ -γ ρ

) (n - k -1) E (ω((n - k -1)Δt) )).
ρ ,3-μ



 

μ-2 تابع پیوستهبرای  مقدار میانگین را ۀقضیحال  -γ ρ
g(x) x E (ωx )

ρ,3-μ
 با استفاده  کنیم کهبریم. توجه میکارمیبه

 ۀرابط از
d 2-μ -γ ρ 1-μ -γ ρ

(x E (ωx )) x E (ωx )
ρ ,3-μ ρ , 2-μdx


 

n)نقاطو در نظرگرفتن  k,n k 1)
1
     و

(n k 1,n k)
2
      37 [خواهیم داشت[: 

(μ) 1-μ -γ ρ 1-μ -γ ρ
a E (ω ) - E (ω ),

1 ρ,2-μ 1 2 ρ,2-μ 2k,n
     

(μ)دهد ضرایب که نشان می
a

k,n
0برای   μ 1   و

1 2
   و داریم: مثبت هستند 

n 1 (μ) 1-μ -γ ρ -γ ρ
a n E (ωn ) E (ωn ).

ρ,2-μ ρ,3-μk,nk=0


  

 شود.برهان کامل می بنابراین
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,u(xفرض کنیم  :1ۀقضی t) 3یک تابع در
C (Ω)  وt = nΔt (0,T]n ی مانندصورت ثابت مثبت. در این βμ  وجود

 کند:زیر صدق می نامساوی( در 15) ۀدارد به طوری که رابط

(71 )                  
n uγ 1-μ (μ) 1-μC

u(x, t ) (Δt) [ a (x, t )] αβ (Δt) ,n+ k,n kρ,μ,ω,0 tk=0


   


 

 در آن که
3

u 2-μ -γ ρ
max (x, η ) , 0 ,β = n ,α = E (ω(t ) )μ nρ ,1-μ0 k n-1 k3

t


   

 


ηو  
k

یک مقدار دلخواه  

 است. [T,0)در بازه 

sاسپلاین بیخطی  درونیابیبا استفاده از  برهان: (x, t)
k

اول  ۀ، مشتق مرتب
u

k (x, t)
t




t) در بازه  , t )

k k+1
به صورت  

 : شودزده میزیر تقریب 

(81)                             
3

u (t - t )(t - t ) u
k k k+1 k+1 k(x, t) s (x, t) (x, η )

k k3t 2 t
.

 
 

 
 

 ( داریم:18( و )12)های با استفاده از رابطهبنابراین 

(91)      

3t (ζ t )(ζ - t ) un-1 k+1γ μ -γ ρC k k+1 ku(x, t ) ((t - ) E (ω(t - ζ) )(s (x, ζ) (x, η ))dζn n n+ ρ ,1-μ k k3ρ,μ,ω,0 2tk=0 ζk

3t (ζ t )(ζ - t ) un k+1u1-μ (μ) μ -γ ρ k k+1 k(Δt) [ a (x, t )] ((t - ) E (ω(t - ζ) )( (x, η ))n nρ ,1-μk,n k k3t 2tk=0 k=0 ζk

 
   



  
   

 

n-1
dζ,

 

ηکه (t , t )
k k k+1
  . توان به دست آوردمی( 91) ۀمعادلاز لذا: 

(21)                   

n uγ 1-μ (μ)C
u(x, t ) (Δt) [ a (x, t )]n+ k,n kρ,μ,ω,0 tk=0

3t (ζ t )(ζ - t ) un-1 k+1 μ -γ ρ k k+1 k(t - ) E (ω(t - ζ) )( (x, η ))dζn nρ ,1-μ k32tk=0 ζk

3-μ1-μ 1-μ 1-μ2 2
n × t ×(Δt) ×α× = n × t ×(nΔt) × (Δt) ×α× = α β (Δt) ,n n μ


 



 
  



   
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 درآن که
3

u 2-μ -γ ρ
max (x, η ) ,β = n ,α = E (ω(t ) )μ nρ ,1-μ0 k n-1 k3

t


 

 


کامل  این قضیهاثبات بنابراین . 

 شود.می

,u(xفرض کنیم  :3 ۀقضی t) 3یک تابع در
C (Ω) .(9) ۀدر معادلداده شده  عملگرکسری مرتبه توزیعی صورتدر این است، 

 زیر است:دارای تقریب عددی 

(12 )                  
h2+1 n uC 2 2ω(μ) u(x, t)dμ b (x, t ) +Ο(h + (Δt) ),+ k,n k, , ,0 tk=00


 

   
 

 که 

(22)                             
1 1-ν (ν )l1-μ (μ) i ib ω(μ)(Δt) a dμ h ω(ν )(Δt) a ,

k,n k,n i k,ni=10
   

 و
1

h
l

  [0,1]اندازه گامها در بازه  ،
μ +μ

i-1 iν =
i 2

μو   = ih,i =1,2,3,..., l
i

 .است 

μ]یکسان  ۀزیرباز lرا به  [0,1] ۀابتدا باز برهان: ,μ ],i =1,2,3,..., l
i-1 i

  با دامنه
1

h
l

 سپس  کنیم.تقسیم می

 گیریم:را به صورت زیر درنظر می میانیدر این بازه نقطه 

(32)                                               
μ +μ

i-1 iν = , i = 1, 2,3,..., l .
i 2

 

 :خواهیم داشتمیانی،  ۀگیری نقطبا استفاده از انتگرال

31 l l hC C
ω(μ) u(x , t) dμ h ω(ν ) u(x , t) ( ) , (ν , ν ),m m+ +i i i i 1 i, , ,0 ,ν , ,0 4!i=1 i=10 i

3 3l h h l
max ( ) ( ) , (0,1),

1 i l i4! 4!i=1

 
           

         

 

C در آن که
( ) ω(μ) u(x , t)m+, , ,0


  

  
)و  ) ma x ( )

1 i l i
     

 
با استفاده از تعریف  در نتیجه .

 شود:زده می بالا به صورت زیر تقریب نابرابری پربهاکار-مشتق کسری کپوتو
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 (12)              

1 C
ω(μ) u(x , t) dμm+, , ,00

l γC 2
h ω(ν ) u(x , t) Ο(h )m+i ρ,ν ,ω,0i=1 i

t νl n u-γ ρ 2ih ω(ν ) (t - ) E (ω(t - ζ) ) (x , ζ)dζ Ο(h )n n mρ,1-νii=1 0 i

t uνl n-1 k+1 -γ ρ 2kih ω(ν ) (t - ) E (ω(t - ζ) ) (x , ζ)dζ Ο(h ).n n mρ,1-νi ti=1k=0 ik




  

 

 
   




    



 

 :کنیمبازنویسی میا به صورت زیر ر( 21) ۀ، رابط( 18) ۀکاربردن معادلبا به

(52 )

1 C
ω(μ) u(x , t) dμm+, , ,00

t
νl n-1 k+1 -γ ρih ω(ν ) (t - ) E (ω(t - ζ) )(s (x , ζ)n n mρ ,1-νi kti=1k=0 ik

3
(ζ t )(ζ - t ) u 2k k+1 k (x , η )dζ Ο(h )m k32 ζ

t (νn n-1 k+1u -γ ρib (x , t ) h ω(ν ) (t - ) E (ω(t - ζ) )(m n nρ ,1-νk,n k it tk=0 k=0 ik




  


   

 
 




    



3
ζ t )(ζ - t ) ul k k+1 k (x , η ))m k32i=1 ζ

2
Ο(h ),

 






 

η درآن که (t , t )
k k k+1
 .داریم( 52) ۀمعادل سازیبا ساده: 

(62)

1 n uC
ω(μ) u(x , t) dμ b (x , t )m m+ k,n k, , ,0 tk=00

3t (ζ t )(ζ - t ) uνl n-1 k+1 -γ ρ 2k k+1 kih ω(ν ) (t - ) E (ω(t - ζ) )( (x , η )) Ο(h ).n n mρ,1-νi k32ti=1k=0 i ζk


 

   

 
    


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C اکنون با فرض این که 2
ω(μ) u(x , t) C [(0,1)]m+, , ,0




  
3و 

u(., t) C [(0,T)]، ( 62) ۀرابط از در نهایت

 :شودزیر حاصل مینتیجه 

(72)         

3t (ζ t )(ζ - t ) uνl n-1 k+1 -γ ρ 2k k+1 kih ω(ν ) (t - ) E (ω(t - ζ) )( (x , η )) Ο(h )n n mρ,1-νi k32ti=1k=0 i ζk

h2+3-ν
l 22 2

(h (Δt) ) (h (Δt) ),

 
   



     

 

 درآن که
h

ν 1-
l 2
شود.. بنابراین برهان کامل می 

اول و دوم به صورت  ۀ، مشتقات مرتباولیه داده شده و تحت شرایط مرزی( 1) ۀمعادلهای تقریبی آوردن جواب برای به دست

 د:نشوزیر در نظرگرفته می

2 u(x , t ) 2u(x , t ) u(x , t )u n m n n 2m 1 m 1(x , t ) O( x ),m n2 2
x ( x)

     
  

 و

(82 )
u(x , t ) u(x , t )u m m 2n 1 n 1(x , t ) O( t ).m n

t 2( t)

    
 

 

u(xتابع  چون , t )m n صورت  به 

u(x , t ) u(x , t )m m 2n 1 n 1u(x , t ) O( t ),m n
2


    

u(xبا قراردادن تابع بنابراینشود، تقریب زده می , t )m n  در
2

u
(x , t )m n2

x




مشتق مرتبه دوم ،

2
u

(x , t )m n2
x




به  

 شود:صورت زیر بازنویسی می

(92 )                 

2 u(x , t ) u(x , t ) u(x , t ) u(x , t )u n m m nm 1 n 1 n 1 m 1(x , t )m n2 2
x ( x)

t2 2
O( x ( ) ).

x

      
 


  



 

 آوریم:می ( به دست1) ۀمعادلدر  (29( و )28(، )21)های پس با جایگذاری رابطه
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(31)         

n n 1 n 1 nk 1 k 1 u u u un u u m mm m m 1 m 1b f (x , t )m nk,n 22( t)k=0 ( x)

t2 2 2 2
O (h x t ( ) ), n 1,..., N 1, m 1,..., M 1.

x

        
 


         



 

 جملهبا نادیده گرفتن 
t2 2 2 2

O(h x t ( ) )
x


    


 :شودحاصل میبالا نتیجه زیر  عبارت در 

(13)          

bb 2 n 12 n,n k,nn 1 n n n 1 k 1 k 1
u (u u ) u (u u )m m mm 1 m 1 m 1b 2 b 2 b 2k 0n,n n,n n,n

2 t
f (x , t ), n 1,..., N 1, m 1,..., M 1,m n

b 2n,n

     
           


    

 

 

که 
t

2
x


 


 :( و شرایط اولیه و مرزی به صورت زیر13) ۀبنابراین با در نظر گرفتن رابط .

n n
u (t ), u (t ), n 0,1,..., N,n nM L0 0

0
u g (x ), m 0,1,..., M,m m

    

 
 

پیشنهادی برگرفته از یک فرآیند مشابه عددی بررسی همگرایی روش  .قابل نمایش خواهند بود  (1) ۀهای تقریبی رابطجواب

nبرای که فرض کنیم [ است. 21در مرجع ] 0,1,2, , N  وm 0,1,2, ,M ،n
Um  وn

um جواب تقریبی  ،ترتیببه

صورت زیر تعریف  بهرا خطا  مقدار صورتایندر( باشند. 1( با استفاده از روش عددی و جواب دقیق معادله )31از معادله )

 :کنیمیم

n n n
U u .m m m   

nکهفرض کنیم  n n n T
E [ , , , ]

M1 2
     وn n

E max m0 m M
 

 
 صورت داریم:. دراین

 

 

 

r r
2 2p pr 1 r 1

(h, t) E (h, t) p 2
x

r r r 1 r 1
p pp 1 p 1r 1

(h, t) p 2
x

r r 1 r 1 r
p pp 1 p 1r 1

(h, t) ,p 2
x

  
 

      
 

 
      
 

    



 
      
 

    


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 درآن که
1-ν (ν )l r 1

i i(h, t) h ω(ν )(Δt) a 0
i k,ni=1k=0


      وp {1,2, ,M}, r n 1  . با استفاده از  اکنون

 آوریم:دست می هب نابرابری زیر را ،(31و ) (31) تمعادلا

k 1 k 1
r p pr 1 r 1

(h, t) E (h, t) bp k,n 2 tk=0

k 1 k 1
r 1 p pr 1

(h, t) b .p k,n 2 tk=0

 
   

       
 

 
  

     


 

 :خواهیم داشت برای عبارت بالا کاربردن نابرابری مثلثیبا به

(32)                               

k 1 k 1
b p pr 1 k,nr 1 r 1

(h, t) E (h, t) p
t 2k=0

br 1 k,nr 1 k
(h, t) E E .

tk=0

 
   

       
 


    

 

 
 
 
 
  

,h) با توجه به مقادیر t) 0   وC max{ , }
1 2

   ،آوردتوان به دست می( 32) ۀاز معادل: 

 

br 11 k,nr 1 r 1 k
E E E

(h, t) tk=0

br 1 k,n 02 E
1 (h, t) tk=0

0 0
E 2C E ,

1 2

 
  

    

 
   

  

    
 

 
 
 
 

 

0برای هر خطای اولیه دلخواه لذا
E  یک عدد مثبت مستقل ازh ،x  وt کهطوریوجود دارد به 

r 1 0
E C E .



 

 

   بنابراین روش پیشنهادی همگرا است.
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 نتایج عددی-0

رد برای ارزیابی عملک .پردازیممیدادن و کارایی روش پیشنهادی در این مقاله مثال برای نشان سهدر این بخش به بررسی 

 گیریم:به صورت زیر در نظرمیرا و مرتبه همگرایی خطای مطلق  ماکزیمم روش پیشنهادی

n
E max u(x , t ) u ,m n m1 n N 1,1 m M 1

1
p log ,

(.) 1
2

2

       


 


 

 

که در آن 
i



i)ماکزیمم خطا برای طول گام   1,2)

i
  .است 

 :مگیریمیدر نظر  را کسری از مرتبه توزیعی زیر-زمان پخش ۀمسئل :1مثال 

21 C
(3 ) u(x, t) dμ (u(x, t))+, , ,0 20 x

γ ρ
t E (ω t )

ρ ,1
x (2 x),

(3 )


  

  





  
 

                            (33) 

 زیر ۀیشرایط مرزی و اول با

u(x,0) = 0, x (0, 2),

u(0, t) u(2, t) = 0, t (0,1].



 





                                           (31) 

 :شودمی( جواب دقیق این معادله دیفرانسیل به صورت زیر داده 31تحت شرایط بیان شده در رابطه )

γ ρ
x (2 x) t E (ω t )

ρ ,1
u(x, t) .

(3 )







 
                                           (35) 

xد شودر این مثال فرض می. کنیمحل می tو  xبا استفاده از روش پیشنهادی برای مقادیر مختلف  را این مثال h  

3های تقریبی این مثال با قرار دادن و جواب
t ( x)    2و

t ( x)   ها و نتایج عددی این جواب ندشوتقریب زده می

های تقریبی و دقیق برای تصویری از جواب. دنشونشان داده می 1 در شکل و   ،ی از پارامترهای یر مختلفدبرای مقا

0.5و  t ی ازمقادیر مختلف  ( ماکزیمم خطای مطلق و مرتبه همگرایی با 1در جدول )شود. نمایش داده می 2در شکل

2واضح است که برای 1از جدول  استفاده از روش پیشنهادی گزارش شده است.
t ( x)  3و

t ( x)    داریم 

p p 2px th
   وp p 3px th

 . 
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hهای مختلف  اندازه گام با 1های تقریبی مثال : جواب1شکل  0.0625 2و

( )t x   .(a)های از جواب ی: تصویر

,0.5 تقریبی برای  1, 0.75, 0.5       ،(b) های تقریبی برای از جواب: تصویری  

0.75, 1, 0.95, 0.5      . 

 

 

2و 0.0625hهای مختلف  اندازه گام با 1های تقریبی مثال : جواب1 شکل
( )  t xی ازبرای مقادیر مختلف 

{0.25,0.5,0.75,1}t. 
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 1پیشنهادی برای مثال ماکزیمم خطای مطلق و مرتبه همگرایی با استفاده از روش : 1جدول 
0.75, 1, 0.5, 0.95        

 

0.5, 1, 0.5, 0.75        

x h  pt 
E

3t ( x)   

 pt E
2t ( x)   

 pt E
2t ( x)   

 

- 4
7.55 10


 - 3

3.45 10


 - 3
8.43 10


 0.5 

0.25 4
4.40 10


 1.20 4

6.47 10


 0.69 3
3.23 10


 0.25 

1.29 5
2.97 10


 0.74 4

2.30 10


 0.91 4
9.09 10


 0.125 

1.04 6
3.37 10


 1.22 5

4.20 10


 0.72 4
3.31 10


 0.0625 

 

 :گیریمنظر میکسری از مرتبه توزیعی زیررا در -زمان پخشمعادله  :1مثال 

21 C
u(x, t) dμ (u(x, t)) x(x 1)+, , ,0 20 x

γ ρ
2 t E (ω t ), (x, t) (0,1) (0,1],

ρ ,1


  

  



  


                       (36) 

 

 :تحت شرایط مرزی و اولیه

u(x,0) = 0, x (0,1),

u(0, t) u(1, t) = 0, t (0,1].



 





                                             (37) 

 جواب دقیق به صورت زیر داده شده است: برای این مثال ،با توجه به شرایط اولیه و مرزی

γ ρ
u(x, t) x(x 1) t E (ω t ).

ρ ,1


 


                                            (38) 

xشود . در این مثال فرض میکنیمحل می را این مثال tو  xبا استفاده از روش پیشنهادی برای مقادیر مختلف  h ، 
3

t ( x)    2و
t ( x)  مختلفی از پارامترهای برای مقایر ی تقریبی هانتایج عددی جواب 3 . در شکل ،  و  

0.5و  tهای تقریبی و دقیق برای مقادیر مختلفی از شود. تصویری از جوابنشان داده می   نمایش داده  1در شکل

از  ماکزیمم خطای مطلق و مرتبه همگرایی با استفاده از روش پیشنهادی گزارش شده است. ،2در جدول همچنین شود. می

2واضح است که برای  2جدول
t ( x)    3و

t ( x)    داریمp p 2px th
   وp p 3px th

 . 
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0.0625hهای مختلف  با اندازه گام 1های تقریبی مثال جواب: 3شکل   2و

( )t x   .(a)های از جواب ی: تصویر

,0.5 تقریبی برای  1, 0.75, 0.5       ،(b)های تقریبی برای   از جواب ی: تصویر

0.75, 1, 0.95, 0.5      . 

 

 

0.0625hهای مختلف  با اندازه گام 1های تقریبی مثال : جواب0شکل   2و
( )t x  ی ازبرای مقادیر مختلف 

{0.25,0.5,0.75,1}t . 
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 1ماکزیمم خطای مطلق و مرتبه همگرایی با استفاده از روش پیشنهادی برای مثال : 1جدول 
0.75, 1, 0.5, 0.95        

 

0.5, 1, 0.5, 0.75        

x h  pt 
E

3t ( x)   

 pt E
2t ( x)


  

 pt E
2t ( x)   

 

- 5
8.65 10


 - 4

4.55 10


 - 4
9.53 10


 0.5 

1.32 6
5.50 10


 1.29 5

7.57 10


 0.56 4
4.33 10


 0.25 

0.14 6
4.07 10


 0.57 5

3.40 10


 0.98 511.09 10 0.125 

0.09 6
3.37 10


 1.34 6

5.30 10


 0.66 5
4.41 10


 0.0625 

 

 گیریم:درنظر می کسری مرتبه توزیعی زیر را ۀمعادل .3مثال 

21 C
ω(μ) u(x, t) dμ (u(x, t)) f (x, t),+, , ,0 20 x


 

  


 

 با شرط اولیه

u(x,0) = 0, x (0, ),  

 و شرایط مرزی 

u(0, t) u( , t) = 0, t (0,0.5],   

(μ)درآن  که ( 1),   و 

γ ρ
sin(x) t E (ω t )

ρ ,1
f (x, t) sin(x) .

( 1)




 
   

 

تحت این شرایط جواب دقیق برای این مسئله 

γ ρ
sin(x) t E (ω t )

ρ ,1
u(x, t)

( 1)





   

 کنیممیفرض  ،برای این مسئله است. 

x h  جواب عددی و u(x, t)  3با قرار دادن را
t ( x)    2و

t ( x)   های نتایج عددی جواب زنیم.تقریب می

و  و   ،پارامترهای مختلفی از تقریبی برای مقایر 
3

2
   تصویری از  . به علاوه،نشان داده شده است 5در شکل

t ،0.5های تقریبی و دقیق برای مقادیر مختلفی از جواب  و
3

2
   ماکزیمم خطا و شود. نمایش داده می 6در شکل

دهد روش نشان می 3. جدول شده است گزارش 3در جدول مرتبه همگرایی با استفاده از روش پیشنهادی برای این مسئله 
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2واضح است که برای  3از جدول  دارد. را هانوع از مسئلهمناسبی برای حل اینپیشنهادی، دقت و کارایی  
t ( x)    و

3
t ( x)    داریمp p 2px th

   وp p 3px th
 . 

 

 
0.0625hهای مختلف  با اندازه گام 3های تقریبی مثال جواب: 5شکل   2و

( )t x   .(a)های از جواب ی: تصویر

,0.5 تقریبی برای  1, 0.75, 0.5       ،(b)های تقریبی برای   از جواب ی: تصویر

0.75, 1, 0.95, 0.5      . 

 

 

0.0625hهای مختلف  با اندازه گام 1های تقریبی مثال : جواب6شکل   2و
( )t x  ی ازبرای مقادیر مختلف 

{0.25,0.5,0.75,1}t . 
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 3: ماکزیمم خطا و مرتبه همگرایی با استفاده از روش پیشنهادی برای مثال 3جدول 

3
0.75, 1, 0.5, 0.95,

2
          

 

3
0.5, 1, 0.5, 0.75,

2
          

x h  
pt 

E
3t ( x)   

 pt E
2t ( x)   

 pt E
2t ( x)   

 

- 4
3.95 10


 - 4

5.06 10


 - 4
7.43 10


 0.5 

0.42 4
1.63 10


 0.65 4

2.04 10


 0.62 4
3.13 10


 0.25 

0.76 5
3.31 10


 0.43 4

1.12 10


 0.99 5
7.88 10


 0.125 

0.67 6
8.12 10


 1.64 5

1.15 10


 0.91 5
2.22 10


 0.0625 

 گیرینتیجه-5

,پربهاکار با پارامترهای  -کسری از مرتبه توزیعی شامل مشتق کسری کپوتو-زمان در این مقاله یک معادله پخش , ,    

اسپلاین یبمبتنی بر  درونیابی  سازیمعادلات از یک روش گسسته گونه ازآوردن جواب تقریبی این به دست  . برای معرفی شد

ها درنظر گرفته شد و از نتایج عددی این مثال مثال سهروش پیشنهادی  و سنجش برای ارزیابی .استفاده شد متناهی لو تفاض

 سیاربها های تحلیلی این مثالآورده شده با استفاده از این روش به جواببه دست  های تقریبیتوان نتیجه گرفت، جوابمی

پربهاکار مورد  کسری روش پیشنهاد شده در ادامه می تواند برای بسیاری از مسایل کاربردی شامل مشتقنزدیک است. 

ی حاصل از روش پیشنهادی برای عدد تعریف شده، نتایج [T,0]( در بازه زمانی 1با توجه به اینکه معادله ) استفاده قرار گیرد.

 [ انتقال داد.1،1ها را با یک نگاشت به بازه ]توان بازهمقادیر زمانی بزرگتر از یک نیز از دقت کافی برخوردار است، چون می

 سپاس و قدردانی

 .حمایت مالی شده است 98GRD30M1328این کار توسط دانشگاه شهرکرد تحت شماره گرنت 
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