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Introduction 

The directed power graph of a semigroup S was defined by Kelarev and 

Quinn  as the digraph ( )S with vertex set S , in which there is an arc from x

to y if and only if mx y  or my x for some positive integer .m  Motivated 

by this, Chakrabarty et al. defined the (undirected) power graph ( )S , in which 

distinct x  and y  are joined if one is a power of the other. The concept of 

power graphs has been studied extensively by many authors.  

Let   be a graph. We denote ( )V  and ( )E  for vertices and edges of  , 

respectively.  

The (open) neighborhood ( )N a of vertex ( )a V   is the set of vertices 

adjacent to .a  Also the closed neighborhood of a , [ ] ( ) { }N a N a a . 

Throughout this paper, all groups and graphs are assumed to be finite and the 

following 

notation is used: ( )Aut G  denotes the group of automorphisms of G ; 
mZ  the 

cyclic group of 

order m ; n

mZ the direct product of n  copies of 
mZ . 

Results and discussion 

The power graph of a group is the graph whose vertex set is the set of nontrivial 

elements of the group and two elements are adjacent if one is a power of the 
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other. We introduce some ways to find the automorphism groups of some 

graphs. Let L  be a graph and 

{ ( ) | [ ] [ ]}x y V L N y N x   . 

We define the weighted graph L as follows: 

( ) { | ( )}V L x x V L 
, 

( ) | |weight x x
, 

And two vertices x  and 
y

 are adjacent if x  and y are adjacent in L . As an 

application, we describe the automorphism group of the power graph of a finite 

group G as: 

| |( ( ))
( ( )) ( ( )) .xx V P G

Aut P G Aut P G S


   

Let G  be a finite nilpotent group, 1 2

1 2| | tnn n

tG p p p and 

1 2 tG P P P     where | | in

i iP p .We obtain the automorphism group of 

the power graph of abelian and 

nilpotent groups by their sylow subgroups which is:       

1 2 | |( ( ))
( ( )) ( ( ( )) ( ( )) ( ( ))) .t xx V P G

Aut P G Aut P P Aut P P Aut P P S


      

Finally, we calculate the automorphism group of the power graph of 

homocyclic group ( )m

n

p
G Z , 1n  as:  

1
2 1 ( )1

( ( )) (( ( ) ) ) ( ( ) ),i
i i

m

m r

k k k p pi
Aut P G S S S S 

   

 

How to cite: Jafari, H., (2022) Automorphism Group of Power Graphs of Finite Groups. Mathematical 

Researches, 8 (3), 56-67 
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 متناهی هایگروه توانی گراف خودریختی گروه

  1سید حیدر جعفری

 Jahangiri@khu.ac.ir: پست الکترونیکی، ایران. شاهرود، صنعتی شاهرود دانشگاه، ریاضی علوم دانشکدۀ ،ریاضی گروه ،مسئول نویسندۀ .1
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 11/01/1931 تاریخ دریافت:
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 05/10/1933  تاریخ پذیرش:
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 های کلیدی: واژه

  ،توانی گراف

 ، خودریختی گروه

 ،آبلی گروه

 .توانپوچ

 

 

 

مجاور  سأو دو ر ،های عناصر نابدیهی گروهیک گروه گرافی است با مجموعه راسگراف توانی 

 ۀاسبمحکلی برای  روشیهستند اگر و تنها اگر یکی توانی از دیگری باشد. در این مقاله ابتدا 

توصیفی برای گروه دهیم. سپس با استفاده از این قضایا ه میئها اراگروه خودریختی گراف

 هایگروه خودریختی گراف توانی گروه آوریم. همچنیندست میه های گراف توانی بخودریختی

خودریختی  کنیم. در انتها گروهمیهای آنها محاسبه زیرگروه توان را برحسب سیلوآبلی و پوچ

 آوریم.دست میه های همودوری را به طور دقیق بگراف توانی گروه

 

 .27-76(، 9) 1، های ریاضیپژوهش. متناهی هایگروه توانی گراف خودریختی گروه (.1401) ؛سید حیدر، جعفری: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 .مقدمه1

[ به صورت زیر تعریف شد. آنها مجموعه 7و کویین در ]ف اولین بار توسط کلار Sنیم گروه دارجهتگراف توانی 

xوصل کردند درصورتی که  yبه راسدار  یال جهتیک با را  xدر نظر گرفتند و راس  Sها را  راس y وy  

های ای از گرافعریف کردند. برای مطالعه تاریخچه[ گراف توانی را ت6چاکرابارتی و همکارانش در ] باشد. xتوانی از

 جع کرد.[ مرا01-5و  2توان به ]توانی می

)هاییال ۀها و مجموعسأر ۀبه ترتیب با مجموع یک گراف Lفرض کنیم )V L  و( )E L .ما علامت باشدa b  را

)و  Lاز  Hهمچنین برای زیرگراف بریم.کار میه ب bو aبرای مجاورت )a V H نماد ،H a ا برای زیرگراف ر

)هایتولید شده با راس )V H a کنیم. همسایگی باز ده میااستفa  که با( )N a ۀهم ۀدهیم مجموعنمایش می 

)است.  aهایهمسایه ) { }N a a  را همسایگی بستهa نامیم و با می[ ]N a گروه همچنین دهیم.نشان می 

) را با Gگراف خودریختی گروه یا )Aut G  ۀگروه دوری از مرتبو n را باnZ دهیم.نشان می 

)که با   Gیک گروه باشد. گراف توانی Gفرض کنیم تعریف. )P G های آن  سأدهیم گرافی است که رنمایش می

 س مجاورند اگر یکی توان مثبتی از دیگری باشد.أ، و دو رGهمه عناصر

های دوری مجاورند گروه Gحداقل یک عنصر نابدیهی هستند که با همه عناصرشامل  گراف توان آنها هایی کهتنها گروه

 و های متناهی عضو همانی تنها عنصری است که با همه مجاور است،یا کواترنیون تعمیم یافته هستند و دربقیه گروه

)گذاریم و همه جااین مقاله عنصر همانی را کنار میدر  لذا . ها نداردگروه خودریختی ۀثیری در محاسبأت )P G  را بدون

 .گیریمعضو همانی در نظر می

 دهیم. سپس با استفاده از این قضایاه میئها اراگروه خودریختی گراف ۀمحاسب در این مقاله ابتدا قضایایی کلی برای

  ختی گرافگروه خودری ۀآوریم. در انتها راهی برای محاسبدست میه های گراف توانی بتوصیفی برای گروه خودریختی

  ه می دهیم.ئتوان اراهای آبلی، همودوری و پوچتوانی گروه

 ها . گروه خودریختی  گراف2

های ها و یالسأر ۀاز مجموع  fتابع دهیم. ه میئها اراگروه خودریختی گراف ۀهایی را برای محاسبدر این بخش راه  

و یک  2Lو   1Lهایسأیک تناظر دوسویی بین ر  fرا یک خودریختی گرافی می نامیم هرگاه 2Lو   1Lدو گراف 

 ها را حفظ کند.ها و عدم مجاورتبرقرار کند طوری که مجاورت 2Lو   1Lتناظر دوسویی بین  یال های 

)از  Kمجموعهزیر )V L  را  یکM- نامیم در صورتی که هر دو عضومجموعه میK سته های بدارای همسایگی

)ماکزیمال باشد. در این صورت برای ۀها مجموعویژگی نبا ای Kیکسان باشند و )x V K،K  را باx  نمایش

 گیریم.ر میرا به صورت زیر در نظ Lدهیم. گراف وزنیمی

( ) { | ( )}V L a a V L  سأو دو رa وb  مجاورند اگر و تنها اگرa  وb درL مجاور باشند و وزنa برابر را

| |a کنیم.تعریف می 
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[ که 4ای از ]قضیه  ۀها را نیز حفظ کند. در ادامگیریم که وزنهای وزنی را طوری در نظر میهمچنین خودریختی گراف

 آوریم.کامل میبه صورت   را زیادی از آن خواهیم کرد ۀدر ادامه استفاد

 ،Lراف متناهی( برای گ2. 2[ قضیه 4)]. 1 .2 ۀقضی

| |( )
( ) ( ) ,BB V L

Aut L Aut L S


  

 ها است.گروهنیم مستقیم همان ضرب  "" آنکه در 

فوقدر مقاله  ۀبا توجه به اثبات قضی ( ) | ( )Aut L f f Aut L   که در آن برای هر( )x V L  و

( )f Aut L ،( ) ( )f x f x. 

Lهای مجزا باشند. در این صورتدو گراف با رأس Kو  Lفرض کنیم  K تماع های آن اجگرافی است که رأس

ای از ژوردان در ادامه قضیه است. Kو یال های Lمجموعه یال های آن نیز اجتماع یال هایاست و  Kو Lهایرأس

 آوریم.ه زیادی در این مقاله دارد را میکه استفاد

1فرض کنیم ژوردان(  ۀ)قضی .2. 2 ۀقضی  2 tL L L L یک گراف متناهی باشد ،iL و ها همبند باشند

1 2 tL L L  .  در این صورت 

1( ) ( ) ,tAut L Aut L S 

  .ها استهمان ضرب حلقوی گروه "" که در آن

 های متناهیهای توانی گروه. گروه خودریختی گراف3

 توان را توصیف می کنیم.ین بخش گروه خودریختی ضرب گروه های متناهی و گروه های پوچدر ا

 [ است.5اصلی فنگ و همکارانش در ] ۀآید که مشابه قضیدست میه زیر ب ۀ، قضی0.  2 ۀبا استفاده از قضی

 ،Gبرای گروه متناهی . 1. 3 ۀقضی

| |( ( ))
.xx V P G

S
  ( ( )) ( ( ))Aut P G Aut P G 

aهای گروه دوریمولد ۀهم ۀمجموع   را باaT  زیر را که نقش پر رنگی در چند نتیجه دهیم. در ادامه نمایش می

 وریم.آمی [3به صورت مستقیم از ] اثبات قضایای اصلی دارند را

aیک گروه باشد و G( فرض کنیم8. 2[، گزاره 3)] .2. 3لم  G در این صورت اگر .| ( ) |GC a  توانی از یک عدد

)در مجموعه- Mیک  aTگاهاول نباشد آن )P G .است 

a( فرض کنیم 9. 2[، گزاره 3]) .3. 3لم   ماکزیمال گروه متناهیدوری روه گزیرG  اگر باشد. دراین صورت

( )GC a a  ،  آنگاه برای هرb a  ،bT یکM-  .مجموعه است 

 ، لم زیر را داریم.[4]لم فوق در  ی مشابهاثبات با
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)اگر باشد. دراین صورت در pعدد اول یک عنصری از مرتبه توانی از aفرض کنیم .0. 3لم  )GC a حداقل  شامل

bگاه برای هرآن عضوی باشد-pدو زیرگروه a   که( ) ( )o b o a ،bT یکM- .مجموعه است 

 آوریم.را با اثبات  می 01. 2ۀ ضیدر لم بعدی فرم اصلاح شده ق

)در مجموعه-Mیک Kیک گروه متناهی باشد. در این صورت G( فرض کنیم01. 2 ۀ[، قضی3]) .5. 3لم  )P G 

 در یکی از شرایط زیر صدق کند: Kاست اگر و تنها اگر

a ،aKالف( برای عنصری مانند T  

aمانند  npاز مرتبه ماکزیمال ب( برای زیر گروهی دوری  ،
tpK a a      1،  که در آن t n  ،

1

[ ]
tpN a a


     و[ ]
tpN a a  . 

bمجموعه باشد که در شرط الف صدق نکند و -Mیک  Kفرض کنیم  برهان. K  از مرتبه ماکزیمم باشد. بنا بر

)،2. 3لم  )o b مانند توانی از یک عدد اولp  1در نتیجهاست وpb  وpb K.  4. 3و  2. 3های لم بنابر ،( )C b 

p- ۀروه دوری از مرتبفقط یک زیرگگروهی است کهp  .در نتیجهدارد( )C b یاp- گروه با گروه دوری است یا

)کواترنیون تعمیم یافته یکریخت است. اگر )C b گاهبا گروه کواترنیون تعمیم یافته یکریخت باشد آنb  باید عضو

)مرکزی نابدیهی )C b است که با انتخاب 2 ۀاز مرتب یباشد که عضوb تناقض دارد. پس( )C b  دوری است. حال

]عنصری از مرتبه ماکزیمم در  aفرض کنیم  ]N b باشد. پسb a  از اینجا .( )C b a   نتیجه ، 4. 3. از لم

)شود کهمی )C a a  در نتیجه .[ ] [ ]N a N b روو از این a Kپس .b   .زیرگروه دوری ماکزیمال است

 است. [3]بقیه اثبات مشابه 

,و  یک گروه متناهی باشد Gفرض کنیم .6. 3لم  {1}a b G .  در این صورت اگرa  دق ص)ب(  5. 3شرط لم در

)کند و  )b N a آنگاهb  کند.( صدق میالف) 5. 3در شرط لم 

)فرض کنیم برهان. ) ( )o b o a وb  بر لم قبل بنا)الف( صدق نکند.  5. 3شرط لم در
1 1

tpa a a      و

1 1

sqb b b    1 ، که در آنa  1وb  1اما باید .دوری ماکزیمال هستند 1[ ]b N a 1و در نتیجه 1b a  

1bبا دوری ماکزیمال بودن که  تناقض است .■ 

m|دو عدد طبیعی باشند و nو  mفرض کنیم تبصره. nاین صورت  . در( ) ( )m n  تابع( )علاوه ه . باویلر

2nعددی فرد باشد و mتساوی زمانی برقرار است که  m. 

 زیر را داریم. ۀهای بالا و تبصره فوق نتیجبا استفاده از لم

xو یک گروه متناهی باشد Gفرض کنیم  .7. 3 ۀنتیج  G.  اگرx در یکM-ب( 4. 3لم  ویژگیبا   مجموعه( 

)دریختی گرافیهر خو گاه آنقرار نگیرد  )f P G مرتبهx یعنی کندرا حفظ می( ) ( ( ))o x o f x.  

)یک خودریختی گرافی  fفرض کنیم رهان.ب )P G و باشدx در یکM-ب( قرار  5. 3لم  ویژگیبا  مجموعه(

] در این صورت اگر نداشته باشد. ]b N a وb برای زیر گروهی دوری از گاه )ب( صدق کند آن 5. 3در شرط لم
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aمانند  npۀمرتب  ،
tpb a a     که در آن  ،

1

[ ]
tpN a a


   و[ ]
tpN a a  . و 3. 3، 2. 3های از لم  

3 .5 a  ماکزیمال است. در نتیجهدوری  زیر گروه یکx a فرض کنیم .( ) so x p کهs t حال .

1 1 1| | ( 1) ( 1) | | .s n n n n tx p p p p p p p p b           

|درنتیجه اگر | | |b x  آنگاهb x . گیریم.ر را در نظر میدو حالت زیکامل کردن اثبات،  برای 

]برای هر  حالت اول( ]b N x  کهb x ،| | | |b x.  برای هر در این صورت[ ( )]c N f x نیز این شرط 

اما . باشدبرقرار  باید 
: [ ],| | | |

1 ( )
b b N x b x

x b
 

       و در نتیجه
: [ ],| | | |

( ) 1 | |
b b N x b x

o x b
 

 چون .f 

)کند پس ها را حفظ میهمجموع-Mها و وزنهمسایگی ) ( ( ))o x o f x . )حالت دوم x 2ۀعضوی از مرتبm 

] فرده عضو منحصر ب عددی فرد است. در این صورت mباشد که ]b N x وجود دارد کهb x ،| | | |b x  و

( )o b m . چون( ) 2o x m  پسa   مانند 2 ۀاز مرتبفرد ه منحصر بشامل یک عنصرy ۀ است و چون مرتب

| ی غیر اول است پسعدد yسازمرکز | 1y  اما .[ ]N b در نتیجه  عنصری نیست. نشامل چنی( )f x  نیز باید در

|صدق کند یعنی xشرایط ( ) | | ( ) |f x f b  و [ ( )]N f x باشد 2 ۀفردی از مرتبه عنصر منحصر ب باید شامل 

، kلذا برای عددی فرد مانند .استعضوی  ، تک2 ۀمتناظر با یک عضو مرتبۀ مجموع-Mفقطتوجه شود که 

( ( )) 2o f x k  و( ( ))o f b k. طرفی زا 
: [ ],| | | |

( ) 1 | |
c c N x c x

o x c
 

    و چونf  ها را حفظ نوز

)کند پسمی ) ( ( ))o x o f x  و.( ) ( ( ))o b o f b■ 

 . در این صورتیک گروه متناهی باشد Gفرض کنیم. 8. 3لم 

{.f  مرتبه عناصرG را حفظ کند( ( )) { |Aut P G f  

بر  بنا گاهآن گروه نباشد-pگروه دوری باشدکه Gحکم واضح است. اگر گاهآن گروه دوری باشد-G، pاگر برهان.

)گروه دوری نباشد و  Gفرض کنیم، حکم برقرار است. 7. 3جه نتی ( ))f Aut P G.  به برهان خلف فرض کنیم

)برای هر ( ))g Aut P G  کهg f ،g 1 کنیم بعضی از عناصر را حفظ نکند. فرض ۀمرتبg  طوری باشد که

 Kمانند ایمجموعه-Mرا حفظ نکند. لذا bۀمرتب 1gفرض کنیم  باشد.داشته  عناصر ۀکمترین تغییرات را در مرتب

bکه وجود دارد)ب(  5 .3با شرط لم  K. فرض کنیم.
tpK a a       پس گراف القایی متناظر با[ ]N b K

]در نتیجه گراف متناظر بایک گراف کامل است.  ( )]N f b .1اگر  نیز کامل است
tpa ، آنگاه [ ]N b K  یک

)مؤلفه همبندی  )P G  .ما گراف القایی متناظر با یک همسایگی ااست که کامل نیز می باشد[ ]N c  یک مؤلفه کامل

cاست اگر و تنها اگر    فقط در یکq-لذا  قرار گیرد. ماکزیمال وه دوری منحصربفردگر( )f b  نیز در یکq- گروه

yدوری منحصربفرد ماکزیمال مانند    قرار می گیرد. اما| [ ] | | [ ( )] |N b N f b 1. پس 1n mp q    که در

)آن  ) mo y q از این جا .p q  وm n 1. حال با تغییر تعریفg روی a  ، از یکریختی گروهی به صورت

a  بهy 2 یک خودریختی گرافی جدید ، بهg 1دهد از اصری که مرتبه آن ها را تغییر میرسیم که تعداد عنمیg 

و کمتر است
2g f.1پس که تناقض است

tpa  1چون

1g  است کهیختی گرافی نیز یک خودر 
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1

1 1 1( ( ( )) ( ( ))o g g b o g b   1پس( )g b نیز در شرایطb زیرگروه دوریکند یعنی صدق میy   وجود دارد

که 
1 1( )

sqg b K y y      ،( ) mo y q  1و
sqy  .1در نتیجه| [ ( )] | | [ ( )] | 1mN f b N g b q  

 ■ مشابه حالت قبل به تناقض می رسیم.

Gفرض کنیم  .9. 3 ۀضیق H K   و(| |,| |) 1H K در این صورت . 

( ( )) ( ( )) ( ( )).Aut P H K Aut P H Aut P K   

گر .برهان ا Hا ه Kی بدی اشند حکم واضح است. پس فرض میگروه  ب  Kو هم Hکنیم  همی 

اشند. ب بدیهی  ا )فرض کنیم ن , )a b G و ( ( ))f Aut P G که در آن ( ( ))f Aut P G.  ین ا در 

)صورت , ) ( ) ( )G H KC a b C a C b  .1گراa  1وb  هآن )گا , )Ga b C a b   .همچنین  

( ,1) ( )G HC a C a K   1)و, ) ( )G KC b H C b  .  در هر صورت| ( , ) |GC a b  .توانی از یک عدد اول نیست

)مرتبه هر عنصر را حفظ می کند یعنی   f،7. 3ه و نتیج 2. 3بنابر لم  ) ( ( ))o x o f x .اص ضرب مستقیم بنابر خو

)های متباین،گروه های با مرتبه )f H H   و( )f K Kعناصری از (G عدد آنها   ۀکه مرتب| |H  را عاد

)فرض کنیم  هستند(. Hکنند فقط عناصرمی , )a b G ،1( )f a a   1و( )f b b.  ۀبا توجه به شرایط قضی 

( ( ), ( )) 1o a o b   و در نتیجه, [( , )]a b N a b1 . پس 1, [ ( , )]a b N f a bبه عبارت دیگر .( , )f a b  

1 ۀچون تنها زیرگروه دوری از مرتباست.   1bو  1aشامل 1( ) ( )o a o b  1که شاملa  1وb 1برابر   باشد 1( , )a b    است

)و , )f a b 1زیرگروهی دوری با شرایط فوق است پس نیز 1( , ) ( , )f a b a b       و در نتیجه
1 1( , ) ( , )f a b a b . 

 بنابراین

: ( ( )) ( ( )) ( ( )),Aut P H K Aut P H Aut P K    

|تعریف  با |( ) ( , )H Kf f g  .یک همریختی یک به یک است  

)کنیم می فرض ، 8. 3بنا بر لم  برای پوشایی  ( ))f Aut P H  و( ( ))g Aut P K  کهf  وg   به ترتیب

)حفظ کنند. برای هر دو عنصر Kو  Hمرتبه عناصر را در , ),( , )a b c d H K  چون ،(| |,| |) 1H K ، 

)پس , )a b  توانی از( , )c dاست اگر و تنها اگرa توانی ازc وb توانی ازd  باشد. لذا

( , ) : ( ) ( )f g P G P G  با تعریف( , )( , ) ( ( ), ( ))f g h k f h g k  یک خودریختی گرافی( )P G است و

( , ) ( , )f g f g  بنابراین . و حکم ثابت شده است. پوشا است■ 

تمایز  های مبه حاصل ضرب مستقیم سیلو زیرگروهتوان را می متناهی و در نتیجه آبلی متناهی توانمی دانیم هر گروه پوچ

توان های آبلی است که به صورت زیر میتوان و به ویژه برای گروههای پوچفوق برای گروه ۀمستقیم قضی ۀنتیجآن نوشت. 

 بیان کرد.

1،توان باشدپوچ ویک گروه متناهی  Gفرض کنیم .14. 3 ۀقضی 2

1 2| | tnn n

tG p p p  1و 2 tG P P P    

| که در آن | in

i iP pدر این صورت . 
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1 2 | |( ( ))
( ( )) ( ( ( )) ( ( )) ( ( ))) .t xx V P G

Aut P G Aut P P Aut P P Aut P P S


     

 [ است.5اصلی ] ۀرا داریم که مشابه نتیج همچنین در حالت خیلی خاص، برای گروه دوری نتیجه زیر

توانی از یک عدد اول نباشد. در این  nباشد که  n ۀیک گروه  دوری متناهی از مرتب Gفرض کنیم . 11. 3 ۀنتیج

صورت 
( )| , 1

( ( )) dd n d
Aut P G S

. 

 ،0. 3 ۀقضی از برهان.

| |( ( ))
( ( )) ( ( )) .xx V P G

Aut P G Aut P G S


    

1فرض کنیم   2

1 2| | tnn n

tG p p p. چونG  1دوری است پس یک گروه 2 tG P P P    کهiP-هاip-

 ، 01. 3 ۀاز قضیهستند. حال  Gهایسیلو زیرگروه

1 2( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )).tAut P G Aut P P Aut P P Aut P P    

)نیز هستند پس زیرگروه های دوری-ipها-iPاما )iP P یک گراف کامل است و در نتیجه( )iP P ای تک نقطه

 لذا است.

1 2( ( )) ( ( )) ( ( )) 1.tAut P P Aut P P Aut P P    

)پس   ( )) 1Aut P G  برای هر. از طرفیx ،| ( ) | | |GC x G n   توانی از یک عدد اول نیست پس برای هر عضو

|، xنابدیهی | ( ( ))x o x . لذا| | ( )x d .رفی دیگر هر گروه دوری متناهی فقط یک زیرگروهاز طd  عضوی

xمانند   دارد کهd nپس .  

( )| , 1
( ( )) ,dd n d

Aut P G S
 

 ■اثبات را کامل می کند. که 

 همودوریهای . گروه0

آوریم و سپس با استفاده از آن دست میه های همودوری را بتی گروهبه صورت دقیق گروه خودریخدر این بخش 

 .کنیمرا محاسبه می های آبلیگروهبعضی از گروه خودریختی 

)نامیم هرگاه با را همودوری می Gگروه نادوری )m m m m

n

p p p p
Z Z Z Z    یا به عبارت دیگر  یکریخت باشد

ها که نقش گروه ۀمشهوری از نظری ۀابتدا قضیدر عضوی یکریخت باشد.  npاز یک گروه دوری هایینسخه با ضرب

  آوریم.میکند را مهمی در این بخش ایفا می

xیک گروه آبلی متناهی و Gفرض کنیم .1. 0 ۀقضی G در این صورت زیرگروهمم باشد. از مرتبه ماکزیH  وجود

Gدارد که  H x  .  
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xگروه آبلی متناهی باشد و-pیک Gفرض کنیم Gارتفاع .x را که با( )h x بزرگترین  دهیم، برابر بانمایش می

است که npعدد به شکل
npx G. 

)فرض کنیم .2. 0لم  )m

n

p
G Z 1و یک گروه همودوری باشد t m در این صورت .( )Aut G نتیجه  و در

( ( ))Aut P G روی{ | ( ) }t

tA x G o x p   کند.صورت متعددی عمل می به 

)فرض کنیم برهان. )m

n

p
G Z  ویک گروه با عمل ضرب باشدa وb عناصری با مرتبهtp باشند. چونG 

)همودوری است پس ) ( )h a h bلذا عناصر .x وy با مرتبهmp درG وجود دارند که
m tpx a


 و
m tpy b


1، زیرگروه های 0. 4 ۀ. بنابر قضیH  2وH  1طوری وجود دارند کهG H x     2وG H y  

1جا . از این 2H H مانندگروهی  نتیجه خودریختی و درf ازG وجود دارد که( )f x y و( )f H K. 

)پس  ) ( ) ( )
m t m t m tp p pf a f x f x y b
  

   .لذا حکم برقرار است . ■ 

)برای. 3. 0 ۀقضی )m

n

p
G Z  1وn ، 

1
2 1 ( )1

( ( )) (( ( ) ) ) ( ( ) ),i
i i

m

m r

k k k p pi
Aut P G S S S S 

  

)که در آن  1) 1( ) / ( )nt n t t t

tr p p p p    ،1 1k r  1و 1 /i i ik r r . 

)، 0. 2 ۀبه قضی بنا برهان. ( )) ( ( ))Aut P G Aut P G
| |( ( )) BB V P G

S
چون .G پس مرکزساز  تآبلی اس

است. پس  aTمجموعه به صورت-Mهر ،4. 3 بنا به لمگروه دوری نیست و -pاست که  Gبرابر  هر عنصر
1| | | | t t

aa T p p    که در آن ،( ) to a p قرار می دهیم .{ | ( ) }t

tR x o x p   و| |t tr R می دانیم .

G داری( 1)nt n tp p   عضو از مرتبهtp از مرتبهو چون هر گروه دوری  استtp 1فقط شاملt tp p   عنصر از

)پس ،مشخص می شود به طور کاملو با این عناصر  است tpۀمرتب 1) 1( ) / ( )nt n t t t

tr p p p p    لذا بخش .

)کافی است حال آید. دست میه دوم صورت قضیه ب ( ))Aut P G .را بیابیم 

1aگیرند اگر و تنها اگر در یک مؤلفه همبندی قرار می bو a، دو عنصر گروه-pدر یک b    . به عبارت دیگر 

فرد ه ب عضوی منحصر-pهای دوری تولید شده توسط  همه عناصر یک مؤلفه همبندی باید شامل یک زیرگروه زیرگروه

)،2. 4بر لم  بنادیگر  مؤلفه همبندی است. از طرف 1rدارای  Gبنابراین باشند. )Aut G  به صورت متعددی بر مجموعه

)های همبندیمؤلفه ۀنیز متعدی است. در نتیجه هم 1Rا روی عمل می کند و لذ pعناصر از مرتبه )P G  یکریخت

 ۀبا استفاده از قضیکند. را به یک مؤلفه همبندی تصویر می همچنین هر خودریختی گرافی هر مؤلفه همبندیهستند. 

2 .2 ،
11( ( ) ( ) kAut P G Aut K S  1که در آنK  یک مؤلفه همبندی( )P G  است. اما فقط یک عنصر مانند

a 1 درK  1است که[ ]N a K. (توجه داریم که( )o a p) 1ی در نتیجه هر خودریختی گرافK ،a  را ثابت

1دارد. بنابراین نگه می 1( ) ( )Aut K Aut K a حال دو عنصر .b  وc 1همبندی در ۀدر یک مؤلفK a  قرار

bگر گیرند اگر و تنها امی c a       2و در نتیجه زیرگروهp-عضویb   دربایدc   1قرار گیرد. لذاK a 
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aشامل عضوی -2pهایبه تعداد زیرگروه ، 1همبندی دارد. پس ۀمؤلفK a  2دارای 2 1/k r r همبندی  ۀلفؤم

نتیجه در و همگی یکریخت بوده اول ۀاست که شبیه مرحل
21 2( ) ( ) kAut K Aut K S. 

 ■شود.با ادامه این روند برهان کامل می

9برای  مثال. 9G Z Z  ،2

1 (3 1) / (3 1) 4r    ، 4 2 2

2 (3 3 ) / (3 3) 12r     ،1 1 4k r   و

2 2 1/ 3k r r 4. در نتیجه 12

3 4 2 6( ( )) ( ) ( )Aut P G S S S S . 

1mتوجه داریم که در حالت خیلی خاص   ، د. آیه دست میبمقدماتی  آبلیهای گروهبرای نتیجه زیر را  ،فوق ۀقضی در 

باشد. در این صورت npۀاز مرتبگروه آبلی مقدماتی -pیک Gفرض کنیم .0. 0 ۀنتیج  1

1 1( ( ))
r

r pAut P G S S  

1که در آن ( 1) / ( 1)nr p p   . 

 .را داریمزیر  ۀنتیج ،فوق ۀو نتیج 01. 3 ۀقضیهمچنین با استفاده از 

1فرض کنیم  .0. 0ۀنتیج 2 mG P P P     1کهm   برای هروi،iP،ip-ۀاز مرتب گروه آبلی مقدماتی 

in

ip 1)ممکن است  استin ) در این صورت . 

  1 2

1 1 21 21 2

( )

( ){ , , , } { , , , }
( ( )) ( ( ) ,t t ts

m t t tst t t ms

p p p

k k p p pp p p p p p
Aut P G S S S




    

)که در آن 1) / ( 1)in

i i ik p p    و
1 1 2

( )
s st t t t tp p k k k . 

 ، 9. 3 ۀاز قضی برهان.

1 2( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )).tAut P G Aut P P Aut P P Aut P P    

ما )ا ( ))
ii kAut P P S و در نتیجه

1
( ( ))

mk kAut P G S S   . ز طرفی اراید ،Gدانیممیا

1 2
| 1 || 1|| 1|

st t tP P P   ۀعنصر از مرتب 
1 2 st t tp p p ۀاز مرتب  هر عضوو برای  است 

1 2 st t tp p p مانندa

،a  شامل  دقیقا( ( ))o a  .در نتیجهمولد استG دارای 

1 2 1 2 1 2
( ) | 1|| 1| | 1| /(( 1)( 1) ( 1))

s s st t t t t t t t tp p p P P P p p p        

M-  مجموعه
1 2

( 1)( 1) ( 1)
st t tp p p    حکم ثابت می شود.01. 3قضیه  ازعضوی است. لذا ،∎  
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